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第 1 章 量子 力学 的 物理 基础 


11 几 个 常见 数值 


题 1.1 在 宏观 世界 里 ， 量 子 现象 常常 可 以 忽略 ， 对 下 列 诸 情况 ， 在 数值 上 加 以 证 
BH: (1) 长 1=lm ,质量 m= lkg 单 摆 的 零点 振荡 的 振幅 ，(2) 质量 m=5g ， 以 速度 10cm/s 
向 一 刚性 障碍 物 ( 高 5cm , 宽 lem ) 运 动 的 子弹 的 透射 率 ;(3) 质量 m=0.1kg ,以 速度 0.5mys 
运动 的 钢 球 被 尺寸 为 Imx1.5m 的 窗子 所 衍射 


解 (D 由 Viral 定理 可 推 知 , 谐振 子 的 平均 势能 (V) = (T) = , 再 由 谐振 子 的 零点 振 
wate, 可 得 
ma?” A _ ho 
2 4 
式 中 :4 为 对 应 零点 能 的 均 方 根 振幅 ， 所 以 


A= | _ [h 041x10-7m 
2mo 2m V g 


可 见 宏观 振子 的 零点 振荡 实际 上 是 可 以 忽略 不 计 的 { 4 也 可 用 |]y5GoxyoGwax 求 ] 
(2) 如 果 把 障碍 物 的 宽度 看 成 是 势 全 的 厚度 a ,把 子弹 透射 看 成 是 越过 障碍 物 所 设置 的 


重力 势 人 又 ， 则 透射 概率 
T= op| -om _ 可 | 


REV =mgH, E =>my’, 则 


| 2 
Tx „E on meri _ "J ~ e 0940 


(3) 人 射 钢 球 的 de Broglie 波长 为 
4 = 一 = 一 ~1.3xl10-30cm 
my 


方形 窗 的 水 平和 垂直 方向 的 衔 射 角 分 别 为 
6 = £ s1.3x10 2 rad 


0 = £ ~0.9x103rad 


.2. 量子 力学 


12 基本 量 的 数值 估计 


题 1.2 ”用 为 ，e，c，m( 电 子 质量 )，M( 质 子 质量 ) 表 示 下 列 每 个 量 ， 给 出 粗略 的 数值 估 
计 :(D Bohr 半径 (cm);(2) 氨 原 子 结合 能 (eV);(3) Bohr 磁 子 ;(4) 电子 的 Compton 波长 (cm); 
(5) 经 典 电 子 半 径 (cm); (6) 电子 静止 能 量 (MeV); (7) 质子 静止 能 量 (MeV); (8) 精细 结构 
常数 ; (9) 典型 的 氢 原 子 精 纲 结 构 分 发 , 


解 (D a= nah -529xl03cmi 
me 


me 
Usne R 
eh, 


(3) i= si .788x10-11MeV/T 


(4) Ac =- 一 =2.426xl10 "em; 
mc 


(2) E= =13.605eV ; 


2 
€ = 2.817x10 cm 


(5) m= 


ayna 
(6) E, =m =0.511 MeV ; 
(7) E= Mc’ =938.272MeV ; 


=7.297x10° wl， 


(8) a= —*° . 
4nsohc 137 


(9) AE = Same? =1.8x104eV . 


13 ” 玫 个 重要 数值 的 量 级 


题 1.3 导出、 估计、 猜测 或 背 出 下 列 数 值 (精确 到 一 个 数量 级 范围 内 )， (1) 电子 
的 Thomson 截面 ; (2) 氢 原 子 的 电离 能 ; (3) 氢 原 子 中 基态 能 级 的 超 精 细 分 裂 能量 ; 
(4) ILZ =3) 核 的 磁 偶 极 矩 ; (5) 质子 和 中 子 质量 差 ; (6) “He RKR: (7) 最 大 稳定 
核 的 半径 ; (8) 下 介子 的 寿命; O jr 介子 的 寿命 ，(10) 自由 中 子 的 寿命 . 


解 ad) — =6.56x10 31m2, 
(2) 1- 乞 =136eV 


(3) An. 136x( 击 ] = ~10 eV, AE ~ AE; 


super ine XX 102 > 107 eV; 


(4) u=1.67x10%]J/T; 
(5) Am=m, -m =—2.3x10 kg ; 
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(6) E=4x7=28MeV ; 
(7) 在 核 力 范围 内 ，r=1.44173m=1.4x(100)fms6.5fm ; 
(8) r=0.828x<10 6s ; 

(9) 衰变 是 弱 相 互 作用 过 程 ，r =2.2x10"s ; 

(10) t, =15 min=9xl0?s . 


14 几 个 重要 实验 的 意义 


题 14 指出 下 列 实 验 中 ， 哪 些 实验 表明 了 辐射 场 的 粒子 性 ?” 哪些 实验 主要 证 明 能 量 
交换 的 量子 性 ? 哪些 实验 主要 表明 物质 粒子 的 波动 性 ? 简 述 理由 . (1) 光电 效应 ; (2) 黑体 辐 
射 谱 ; (3) Franck-Hertz 实验 ; (4) Davisson-Germer 实验 ; (5) Compton 散射 . 

解 光电 效应 和 Compton 散射 说 明了 光 场 的 粒子 性 . 光电 效应 表明 每 个 光子 的 能 量 为 
ho ，Compton 散射 更 进一步 说 明光 子 的 动量 为 h/4 ， 并 且说 明光 子 与 物质 相互 作用 时 ， 
满足 动量 守恒 与 能 量 字 恒 . 

黑体 辐射 谱 与 Franck-Hertz 实验 说 明 , 黑体 ( 常 描述 为 一 谐振 子 体系 ) 与 辐射 场 的 能 
基 交 换 过 程 、 电 子 与 原子 的 磁 擅 过 程 ， 能 量 交换 是 量子 化 的 ， 即 原子 的 能 级 是 量子 化 
的 . 

Davisson-Germer 实验 (电子 在 晶体 中 发 生 衍射 )， 则 主要 表现 出 电子 的 波动 性 ， 验 证 了 
de Broglie 波长 与 动量 的 关系 ，4=hip. 


1.5 上 电子 的 双 颖 干涉 


题 1.5 考虑 如 下 实验 : 一 束 电子 射 向 刻 有 A. B 两 缝 的 平板 , 板 外 是 一 装 有 检测 器 阵 
列 的 屏幕 . 利用 检测 器 能 定 出 电子 撞击 屏幕 的 位 置 , 在 下 列 各 种 情形 下 , 画 出 人 射电 子 强 
度 随 屏幕 位 置 (X ) 变 化 的 草图 ， 给 出 简单 解释 . (1) A 双开 启 ，B 颖 关闭 . (2) B EFA, 


A BEMI. 3) TERESIE. (O 将 Stem-Genlach 装置 连 在 终 上 ,使 得 只 有 5, =L ha T bil 
过 A, 同时 只 有 S, = -27 电子 能 通过 B.(5) RE S, = 2 电子 能 通过 A, 同时 只 有 ,= T 


电子 能 通过 B. 如 果 使 束 流 强度 低 到 在 任 一 时 刻 只 有 一 个 电子 能 通过 该 装置 ， 结 果 有 什么 
变化 ? 

解 ” 如 题 图 1.5. 

(1) 在 屏 处 测 得 的 是 电子 穿 过 孔 A 的 概率 [ 题 图 1.5(a)]. 

(2) 在 屏 处 测 得 电子 穿 过 孔 B 的 概率 [ 题 图 1.5(b)]. 

(3) 1L(X)=1 +I +TP) 1 +1，[ 题 图 1.5(c)]. 

(4) 通过 颖 A 的 电子 和 通过 缝 B 的 电子 处 于 不 同 的 本 征 态 ， 无 干涉 项 ， 屏 上 得 到 两 单 
缝 情况 的 强度 释 加 和 [ 题 图 1.5(d)] 


.4. 量子 力学 


|] Pe 


1 
(ZF) =l 
0) l... K... h(X) (a) -一 人 1 52 O 
~ 一 、 - 
or S= 5h 
igl 
A! S,=>B 
(c) (e) A 
-二 一 一 一 一 一 -一 一 全 == -fj(X [ 
¿=> hX) B isla > 
题 图 1.5 


(5) 同 (3), 但 强度 减少 一 半 . 
由 于 电子 波 函 数 的 自身 干涉 ， 对 人 射 强度 弱 到 单 电子 和 情形， 各 种 情况 结果 不 变 . 


1.6 电子 、 中 子 、 光 子 的 de Broglie 波长 


题 1.6 导出 非 相 对 论 电 子 、 中 子 和 光子 的 de Broglie 波长 . 
解 ”因为 
P= E=— 
AP: P,E YE B hr ñJahi IEEE; m 为 质量 ;有 为 Planck 常量 . 由 上 两 式 可 以 导 
出 


1-- 
2mE 
对 于 光子 而 言 
A= 
v E 
JEE=leV , 容易 验算 
-34 
14-- ee 5926510 17260) 
VmE .J2<9.109x10 !<x1.6x10"” 


h . 4 
A= -一 -一 ccoxl0 __0286(A) 
V2mE V2x1.675x107 x1.6x10” 


-34 8 
1 =E „6626x10% x2.998x10 _1 41x10r Ch) 


E 1.6x10" 
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17 原子 的 稳定 性 


题 1.7 在 量子 力学 产生 之 前 , 一 个 大 的 理论 问题 是 如 何 防止 原子 发 光 , 解释 之 . 在 量 
子 力学 产生 之 后 ， 一 个 大 的 理论 问题 是 如 何 使 处 于 激发 态 的 原子 发 光 ， 解 释 之 . 是 什么 使 
激发 态 发 光 ? 

解 在 量子 力学 产生 之 前 ， 根 据 原 子 的 行星 模型 ， 电 子 一 般 绕 核 做 椭圆 运动 ， 由 经 典 
动力 学 知 ， 加 速 运动 的 带电 粒子 必 伴 随 着 辐射 ， 也 即 原子 一 定 发 光 . 这 时 电子 不 断 损失 能 
量 ， 最 后 要 落 到 核 上 ， 但 事实 是 电子 并 不 落 到 核 上 ， 基 态 原子 稳定 并 不 发 光 . 

在 量子 力学 产生 之 后 ， 根 据 量 子 力学 基本 原理 ， 若 无 外 界 作用 ， 原 子 的 Hamilton RE 
不 含 时 的 ， 处 于 激发 态 ( 仍 是 定 态 ) 的 原子 应 永远 处 于 该 激发 态 ， 即 处 于 激发 态 的 原子 不 会 
自行 发 光 . 但 实际 上 原子 会 自发 辐射 . 

根据 量子 电动 力学 ， 辐 射 场 和 康子 中 的 电子 形成 两 个 量子 力学 系统 ， 它 们 之 间 的 相互 
作用 包含 了 单 光子 产生 算 子 ai 项， 这 项 即使 在 初始 无 光子 时 也 不 为 零 . 正 是 这 种 相互 作用 
使 激发 态 原子 发 光 ， 产 生 自 发 辐射 . 


1.8 光子 衰变 


题 1.8 一 个 y 光子 在 经 过 一 个 原子 核 N 附近 时 ， 有 可 能 衰变 成 为 正 负 电子 对 
y+N—N+e' +e ， 试 求 该 光子 的 能 量 下 限 和 波长 上 限 ， 
解 7 光子 的 能 量 下 限 为 
Epin = 2m,c2 =2x0.511MeV=1.022 MeV 
其 波长 上 限 为 
hc 1.241x104 
Mrmr TB 1 077x108 
上 面 过程 的 逆 过 程 N+e* +e 一 /+N 也 可 能 发 生 ， 正 负电 子 对 潭 灭 ， 产 生 一 个 光子 ， 
但 是 这 个 过 程 发 生 的 概率 很 小 . 


A=0.012A 


19 # 4830 33 


题 19 电子 偶 素 (e ,e ) 是 由 正 负电 子 对 形成 的 一 个 不 稳定 的 束缚 体系 . 体系 总 自 旋 
3 =1 称 为 正 电子 偶 素 ， 其 寿命 是 1.4x10”s ， 源 灭 表现 为 发 射 三 个 光子 ， 体 系 总 自 旋 8 =0 
的 ， 称 为 仲 电子 偶 素 ， 其 寿命 为 1.25x10-0s ， 漂 灭 转化 为 两 个 光子 . 求 过 程 ere- ->2y 产 
生 的 光子 的 最 小 能 量 . 

解 ” 由 能 量 守恒 定律 


2 
2m,c° = E, +E, 


由 动量 守恒 定律 


.6. 鼻子 力学 


0= P; + P,2 
因为 光量 子 能 量 E, = p,c ， 解 上 面 方程 组 得 到 


E, = E, =m,¢ =0.511MeV 


1.10 光波 的 反射 与 折射 

题 1.10 (D 试用 Fermat 最 短 光 程 定律 导出 光 的 折射 定律 nm sina =n sina, ;G) 光 的 
波动 说 的 拥护 者 曾经 向 光 的 微粒 论 者 提出 下 列 非 难 ， 如 果 认 为 光 是 ”粒子 ”， 则 其 运动 遵 
守 最 小 作用 量 原 理 5 pdl = 0， 若 认为 = mm ， 则 5 vdl =0 ，p 指 " 粒子 ”动量 ，v 指 粒 
子 ” 速 度 ”. 这 样 将 导出 下 列 折射 定律 msin os = no sina4 ,这 明显 违反 了 实验 事实 . 即使 考 
虚 相 对 论 效应 ,对 于 自由 粒子 ，p = 学 仍然 成 立 ，E 是 袜子 能 量 ， 从 一 种 介质 到 男 一 种 介 
质 ，E 不 改变 ， 因 此 仍然 得 到 5| pd =0. 矛盾 依然 存在 ， 你 如 何 解决 这 个 矛盾 ? 


解 (1) 证 明 此 处 从 略 . 
(2) 此 论证 存在 两 个 错误 : 一 是 由 于 光子 的 静 质 量 为 零 ， 因 此 光子 没有 与 之 相对 应 的 


经 典 粒子 ， 光 子 的 动量 只 能 写 为 p=Ż ; 二 是 不 能 把 粒子 运动 的 速度 v 与 光波 在 介质 中 的 

速度 一 相 速 &= < (> 为 介质 的 折射 率 ) 混 为 一 谈 ， 此 处 认为 "= 是 造成 错误 的 根源 
解决 上 述 矛盾 的 关键 在 于 分 清 波 包 的 相 速 上 . BOE v, 以 及 粒子 的 运动 速度 v 三 个 不 同 

的 概念 ， 并 找 出 其 中 的 关系 ， 再 将 光子 的 动量 = 和 代入 最 小 作用 量 原理 之 中 ， 即 得 出 正 


确 的 折射 定律 . 
定义 波 包 的 相 速 4 为 
u=? 
k 
波 包 的 群 速 六 为 
_ do 
s dk 
粒子 的 运动 速度 为 
v= dH 
dp 


”因此 ,车 波 包 的 色散 关系 o(k) 是 线性 的 ， 则 4=v ; 车 色散 关系 o(k) EARE, M 
u* We ; 而 对 于 自由 运动 的 实物 粒子 来 说 ,由 于 v= 二 = 虹 W de Broglie WARE v, Æ 


dp dp’ 
相等 的 . 
下 面 把 上 述 的 具体 关系 应 用 于 光子 与 实物 粒子 身上 . 
对 于 光波 而 言 ， 色 散 关系 为 
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cok 真空 
olk)= k 介质 
n 
式 中 :Go 是 光速 在 真空 中 的 传播 速度 . 色散 关系 均 为 线性 关系 ， 故 
u= w, 
但 光子 的 静 质 量 m = 0 ， 没 有 与 之 相对 应 的 经 典 粒 子 ， 其 动量 只 能 表示 为 
h o. 
P= (1) 
其 中 4 为 光波 波长 . 
对 于 非 相对 论 性 自由 粒子 ， 由 于 巨 = . HAMK de Broglie 波 的 色散 关系 为 
` 2m 
是 非 线 性 关系 ， 故 
u*v = Vv 


Í 
即使 是 相对 论 性 自由 粒子 ， 由 于 已 = (mic + p?c? 有 2 ， 相 应 的 de Broglie 波 的 色散 关系 
| 


仍 为 非 线性 关系 ， 故 仍 有 
: u= ve =p 
在 题 述 论证 中 ， 错 误 地 认为 粒子 运动 的 速度 v 总 是 与 相应 的 de Broglie 波 的 相 速 4 相 
等 ， 才 导致 了 错误 的 折射 定律 . 
正确 的 解释 为 : 若 将 光子 看 作 ” 粒子 ”， 则 应 遵守 最 小 作用 量 原理 


of pdl =0 2) 
再 将 式 (1) 代 入 式 (2), 可 得 | o 
¿[a= [Zao 
而 介质 中 光波 的 波长 4 与 介质 折射 率 n 之 间 的 关系 


?= 所 . l (4) 
式 中 :为 光 在 真空 中 的 波长 . HRORARO, 可 得 I 
0= a —= z [=a 
即 E 
5j mu=o0， 
此 即 Fermat 原理 . 由 此 必 有 


.8. 量子 力学 
ni sing = n, sing 
1.11 de Broglie 波 的 相 速 与 群 速 


题 1.11 试 确定 与 de Broglie 波长 4~ 二 相应 的 波 的 相 速 度 几 TIPE v. 


解 (1) 求 相 速 : H E= me =u =e, EHA e, 所 以 
e 2m me he 
P k 2⁄4 — h m v 
. y, aÜ do _ dav) _ _ dv Ime ,_h_h 
O RHE: BEX ano aan n r m P 
2 dm 
yo = 一 
dp 
通过 相对 论 的 能 量 -动量 关系 E? = mc = p?c? +m/c' ， 两 边 微分 可 知 
cmdm = pdp 
由 此 可 得 
dm 
ir arah 


因此 ， 和 一 个 运动 粒子 相伴 随 的 de Broglie 波 是 用 与 之 联系 的 由 无 数 平面 波 伙 加 而 成 
的 一 个 波 包 来 描述 的 . 每 一 个 平面 波 都 以 相 速度 运动 , 相 速度 可 以 超过 光速 . 但 是 单个 的 相 
速度 是 观测 不 到 的 ， 可 观测 的 量 是 局 部 扰动 的 速度 ， 即 群 速 度 ， 这 个 速度 即 是 通常 所 说 的 
粒子 的 速度 ， 它 总 小 于 光速 . 


1.12 考虑 相对 论 修正 后 电子 的 de Broglie 波长 


题 1.12 ”电子 被 加 速 后 的 速度 很 大 ， 必 须 考虑 相对 论 修正 ， 则 原来 4 = 人 的 电子 


的 de Broglie 波长 与 加 速 电压 Y 的 关系 式 应 改 为 


12.25 P 
A= -0.489x10%)Å 
W 


式 中 : V 为 以 伏特 为 单位 的 电子 加 速 电压 , 试 证 明之 . 
证 明 在 非 相对 论 情况 下 ， 电 子 若 被 电势 差 为 Y 的 电场 加 速 ， 则 de Broglie 波长 为 


hh 1225》 
DVD “Ñ 


考虑 相对 论 效应 后 ， 由 能 量 -动量 关系 式 
E? = (K + me?) = (pc)? + (me)? 
A: K=eV 为 电子 的 动能 ;mm 为 电子 的 静 质量 ， 有 
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K 1/2 
pc= boul +— ) 
2moc 


所 以 
hh 人 V J. 
p pe V2meV 2moc? 
-1/2 
-285 (1, ey J a) 
JV 2moc? 


-1/2 
因为 -< <1, 可 将 式 (1D) 中 的 |1+~ > | 用 二 项 式 定理 展开 ， 只 取 前 2 项 得 
21moc 2moc 


ARARO), BẸ 


1 -2 BAA jos x10 5y)À 


W 


1.13 de Broglie 波长 的 计算 


题 1.13 (1) 试 求 质量 为 0.01kg ,速度 为 10m/s 的 一 个 小 球 的 de Broglie 波 波长 ;(C2) 经 
过 10000V 电压 加 速 的 电子 的 de Broglie 波长 ; (3) 经 过 10 000V 电压 加 速 的 质子 的 de 
Broglie 波长 ; (4) 试 计算 0.05eV 中 子 的 de Broglie 波长 . 
解 (1) 4= hh G63x 103m=6.63x103A, 这 说 明 ; 实物 粒子 的 de Broglie 波 
p my 


长 太 小 ， 宏 观 世 界 中 的 任何 物体 的 线 度 都 比 它 大 得 多 ， 故 难以 观测 到 实物 粒子 的 波动 性 . 
Q) p=- B ~0.12xl0riom=0.12 及 ， 这 表明 电子 的 de Broglie 波 


Pe VmE V2meV 
长 能 与 晶体 的 原子 间距 相 比拟 ， 故 晶体 的 电子 入射 试验 能 够 显示 电子 的 波长 . 
(3) 质子 的 静 质 量 为 


mpc” = 9.39 x10eV 
当 质 子 获 得 10 eV 的 动能 时 ， 相 应 的 de Broglie 波长 可 用 非 相对 论 性 关系 式 得 出 


-E - -Ba i 
he 2.9x10 m = 0.0029 A 

(4) 由 于 中 子 的 动能 远 小 于 它 的 静 动 能 ， 故 可 以 利用 非 相 对 论 性 关系 式 计算 
s 1.28x10 n =1.28 Á 


h 
i V 2m, E, 
AF: m, 为 中 子 的 质量 ，E 为 其 动能 . 数量 级 为 1A 的 这 种 常用 波长 在 慢 中 子 物理 中 用 起 


. 10 ， 量子 力学 
来 非常 方便 . 


1.14 电子 显微镜 的 分 辩 率 


题 1.14 如果 我 们 需要 观测 一 个 大 小 为 25A 的 物体 ,可 用 的 光子 的 最 小 能 量 是 多 少 ? 
若 把 光子 改 为 电子 呢 ? 
解 为 了 发 生 散射 ， 光 波 的 波长 必须 与 所 观测 物体 的 大 小 同 数量 级 或 者 更 小 . 所 以 ， 


在 这 个 问题 中 我 们 能 够 采用 的 光 的 最 大 波长 4=2.5 A ， 这 样 相应 的 光子 的 最 小 能 量 就 为 


= hV pin = 2 =~ 4.96x10*eV 


max 


E 


min 


车 把 光子 改 为 电子 ， 则 最 大 电子 的 波长 iu =2.5 À ， 按 照 非 相 对 论 性 计算 


p= J2m,E 

因此 
14- 上 = 一 
p V2mE, 
则 
E; = ~24.1eV 
m 
由 此 可 以 看 出 ， 对 于 给 定 的 能 量 ， 电 子 具 有 比 光子 高 得 多 的 分 辩 率 . 正 因 为 如 此 ， 电 

子 显微镜 能 够 有 比 光学 显微镜 更 高 的 放大 率 . 


115 波 函 数 的 归 一 化 


题 1.15 讨论 以 下 波 函 数 的 归 一 化 问题 : | 
(1) 粒子 在 一 维 无 限 深 势 阱 中 运动 , 设 y(x)= Asin—(0<x<a), RA RRES. (2) 
设 wCO= exp| -70 x 中 a 为 已 知 常数 ， 求 归 一 化 常数 4. G) 设 y()=exp(ikx) ,粒子 
的 位 置 概率 分 布 如 何 ? 能 否 归 一 ?(4) 设 y(x) = 5(z) ， 粒子 的 位 置 概率 分 布 如 何 ? 能 否 归 


—? 


解 (1) 由 于 在 全 空间 (一 维 ) 发 现 粒子 的 概率 为 1， 
a 2 
[rowo] af (sin zje dx=1 
0 a 


由 此 可 得 网 = 
(2) 同 理 ， 有 
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三 于 secezzdar=1l 


2 
(3) EREE Posee =1， 即 在 空间 中 任何 位 置 ， 单 位 体积 内 测 到 一 个 粒子 的 概 
率 为 1 
车 沿用 上 面 的 方法 来 求 归 一 化 系数 ， 则 会 出 现 
[aewewar= f" JAP az=o-JaP 
要 使 积分 为 1， 必须 4=0. 因此 波 函 数 不 能 归 一 ， 只 能 归于 6 函数 
| “Z exp(-ik *)exp(ikx)dx = ó(k -k') 
(4) w(x) =ó(x— x) Ei iB FEBS. EARR TEER 
40 2 
| ó(x'— x )ó(x — i =ó?(x— Xo) 


_ 即 在 *= 为 处 可 测 得 粒子 ,在 其 他 位 置 测 不 到 粒子 . 位 置 本 征 函 数 不 能 归 一 ， 只 能 归 到 2 8 
数 


P(x)= 


| se x06G— xx= 6 - x) 


1.16 粒子 的 径 向 分 布 与 角 分 布 


题 1.16 设 在 球 坐标 中 ， 粒子 波 函数 为 wy(r,9,9) ， 试 求 : (1) 在 球 壳 (mr+ dr) 中 找到 
粒子 的 概率 ; (2) 在 (6, 人 方向 的 立体 角 da 中 找到 粒子 的 概率 . 
解 (D 在 球 沉 (7,r+ dr) 中 找到 粒子 的 概率 为 


P(r)dr = ( f N Í we 8, pf sin sasap) r2dr 
O) 在 (69,9) 方 向 的 立体 角 dO 中 找到 粒子 的 概率 为 


Pewao=| f veeo} r'ar jan 


1.17 验证 不 确定 性 关系 


题 1.17 对 下 列 波 沙 数 所 描述 的 粒子 , 分 别 求 出 位 置 和 动量 的 不 确定 度 ， 并 验证 不 确 
定性 关系 : (D 平面 波 w(x)=exp(ijx) ; (2) y=); (G) Gauss W yk t 


w(x)= Ete e), (4) ra- 虎 ee -加 


解 (1) 算 符 Q 在 某 一 量子 态 w 下 的 不 确定 度 为 


RH: (Q) = f y (Qy OODdx. 
FS O ,之 间 的 不 确定 性 关系 满足 
(A aA R) > Bo b, 
平面 波 e* 是 动量 5 = h 的 本 征 态 ， 此 波 函 数 描述 的 粒子 具有 确定 的 动量 p ， 所 以 动量 的 
平均 值 也 为 p , 均 方 偏差 A,=0. 
再 计算 (人, . (2) 548 


(Sy = 全 szeedr= 人 xu-0 


(2 ), = F e š x edy = co 
BCN A,2= oo ， 
综 上 所 述 ， 仍 可 以 认为 满足 
A DA, DEMP, 
Q) 502840, s-r) BERRES, REEN, ， 处 于 这 种 量子 态 的 粒子 
具有 确定 的 位 置 ， 所 以 有 A,8 -0. 对 于 (和)，， 可 转 到 动量 空间 求解 
y= [5-a de= ei 
利用 奇 函 数 的 性 质 ， 可 求 得 
(P), =0, (P), = fe preidp = 
Ka pmo, BHIE ASNA, p) >A. 


注意 动量 本 征 态 与 位 置 本 征 态 是 两 种 理想 极限 ， 是 真实 的 物理 波 包 无 限 展 宽 和 无 限 
压缩 的 两 种 极限 结果 . 它们 是 很 有 用 的 概念 ， 但 并 非 物 理 上 真实 的 量子 状态 . 
G) 因为 (起 ，、( 甩 ,的 积分 式 中 被 积 函数 为 奇 函数 ， 故 在 -~o 范 围 内 的 积分 为 零 
PË 


另外 易 求 出 (部 ) ~ (02) , Ml 


-ta 
2 


52) = [nl p2 d?) _2en _ ia? 
(y = | h 5h de= Te 


2 
所 以 有 (AXA, 0) = 2 . 因此 称 w(x) = (ee “为 最 小 不 确定 波 包 . 
(4) 同样 因为 被 积 函数 为 奇 函 数 积分 ， 易 算出 (分 ，= 0 
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(y = ora - 


BA Ai- , 下 面 求 Ayp. 
因为 Zevi = È - Zoo) e ， 其 中 


1, x>0 
> x<0 


为 阶梯 函数 ， 故 有 
- _2 xl 1 - 
2 e eWt Zae L 15e jz 
因此 
a = [° 工 -yc Zl wz 
(Ë) | f° | ihz T° dx 
=- je È - Zoo) etas =0 
2) [° l wl p28 | -oz 
(faa (Ee 
- nf 2 | -AWL gy 
LLL 
_ 22 2 Ë P 
O| -FE 
a À 
Ab =T 
所 了 入 和 和 动量 室 癌 求解 
_ Lai —wWw -L fp 
w(p)= T zl. dx= l, e cos (2x 
1 2/L 


2 
a 1 ff L 2 _ 及 
(y, ag a fye 


上 面 利用 了 积分 公式 


1 x 
dx Zn 
An-Da a +y" 2n-Dad (a2 + ry 


“14. 量子 力学 
Lana ~ a h h 
由 上 面 计算 可 知 (Ay AXA, p)= PT 


1.18 利用 不 确定 性 关系 ,估计 无 限 深 方 势 阱 中 的 粒子 的 基态 能 量 


题 1.18 ”利用 不 确定 性 关系 估计 无 限 深 方 势 阱 中 粒子 的 基态 能 量 ， 设 阱 宽 为 a. 
解 因为 对 基态 波 函 数 有 元 = 万 =0 ， 故 Ar ~a,Ap ~ p ， 代 信 不 确定 性 关系 


h 
.Ar 一 
Ap 2 


给 出 > 之 ， 因此 基态 能 量 为 


z. P. F 
° 2m 8ma? 


119 波 函 数 的 归 一 化 及 到 、 严 的 计算 


-Àx 
题 1.19 ~ 维权 的 入 子 外 于 居 在 yD i ; "OE, 其 中 4>0，4 为 待 求 的 


归 一 化 常数 , 求 ; (1) 粒子 坐标 的 概率 分 布 函数 ;(2) 粒子 坐标 的 平均 值 了 和 粒子 坐标 平方 
的 平均 值 区 ，(3) 粒子 动量 的 概率 分 布 函数 ，(4) 粒子 动量 的 平均 值 万 和 粒子 动量 平方 的 
Pp; (5) 验证 不 确定 性 关系 A.2p7 >E. 
解 ” 先 对 态 y(x) 进行 归 一 化 . 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 
Fofas 


2 
° A 
[AP etar A _ 
0 4A 
A= 222342 
于 是 
2432 ye -Mr ， x>0 


a p x<0 


(1) 粒子 坐标 的 概率 分 布 函数 为 
2  |J4222e22 x>0 
p) =|wG)| = | N 0 


(2) 坐标 的 平均 值 为 
Í. f _ [° ,323 3.24 1. 3 
x= Í xpCodz=| 47 xe x=- 
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坐标 平方 的 平均 值 为 
好 = r x? p(a)dx = Ñ Ate td = 
O 粒子 动量 的 概率 分 布 函 数 . 因为 
c(p) = Oriy”? ye t” dx = 2422 Onh"? F ye Atipay 


: -2 
= 24%? (Qm 12 Ë + p) 


所 以 
2 WP 
Fo) mr py 
(4) 动量 的 平均 值 为 
2482 p -A _ - 
p= f” plep p= 二 人 TAR +P 
动量 平方 的 平均 值 为 
=É > k (aÍ == 241 [` 5" AR 


(5) 不 确定 性 关系 为 
= " 2 P 
a aa es 


120 自由 粒子 动量 和 动能 平均 值 的 计算 


题 1.20 设 1=0 时 的 粒子 的 状态 为 vi)=Asin ker cost) ， 求 此 时 粒子 的 平均 动 


基 和 平均 动能 . 
f ”此 题 不 能 直接 套用 动量 的 平均 值 公式 计算 


s= | w pyle= [ve (EE veya GD 
因为 式 (1) 的 适用 条 件 要 求 体系 的 状态 波 函 数 必须 是 平方 可 积 的 ， 即 要 求 
yoo 2) 


而 题 给 出 的 态 显然 不 满足 条 件 (2)， 故 不 能 直接 用 式 (1) 计 算 . 此 题 可 用 如 下 两 种 解法 求解 . 
解法 一 “利用 三 角 函 数 公 式 


sin Kx = Le _ e key, coskx= Ler + enikx) 
i 


-16° 量子 力学 


W(X) = afs kx+ Zos r) -和 er te -ee -eri2x 二 2) 


i i i 
= Z Quy aan. + (2nh) ?en (27 有 12e8 


— (2h) en” + >o “e” | 


(3) 


式 (3) 表 明 粒 子 所 处 的 状态 实际 上 是 由 5 个 平面 波 线性 全 加 而 成 的 又 加 态 ， 根 据 秋 加 态 


原理 ， 此 时 粒子 动量 有 5 个 可 取 值 ， 它 们 的 取 值 及 相应 的 概率 分 别 为 


2 
pi = hk, o= E Jama = Ba 

2 
T s.s £ amh =T af 

2p o= G| = AP 
Ps 3 3 4 | 一 8 
2 

pa=-2ħk, do = -AY T -Faf 

2 
ps = 0, 6 = £ Van =a 


由 此 可 得 粒子 的 动量 与 动能 的 平均 值 分 别 为 
5 


2m 2m yo 8m] AP 8m 


i=1 


@ 


再 由 波 函 数 的 归 一 化 条 件 ， 即 在 态 w(z) 中 ， 粒子 动量 取 各 可 能 值 的 概率 和 必须 等 于 1， 有 


5 
2o =n] AP = A= 
i=} 
解法 二 ”将 已 知 态 w(x) 作 Fourier 展开 


W(x) = | c(p)(2nA) "2 e” dp 


(5) 
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则 式 (5) 的 Fourier 逆 变 换 为 | 
c(p)= Q2mhy 2 | ° y(x) e A” dx © 


把 式 (3) 代 人 式 (6)， 有 


x x : x 
æ i(pi-p)= @ i(p,.-p)= ipa ~p) 
e(p)= Í e dx + | e” ^de- fe ` adx 
一 00 — 


Á 
4V2nh 


% iCap) o i(ps-p)> 
-| e dx +2 e ` 
— 一 


由 5 函数 的 定义 5(p'- 站 = = 六 serorar 得 


A 
c(p)= pp i -p)+2nhó(p; — p) -2nho( ps =p) 


-2rhő (p, ~ p)+4rôlps- p)] 


再 根据 6 本数 的 性 质 6(p -p= r N 可 知 粒子 的 动量 有 5 个 可 能 的 取 值 且 相应 的 


概率 为 
A ? nh 
pi = hk, a =|c(p -|4 Jam =z 
2 
P = —hk, o = [etp -| Va - f 


2 
ps=2hk, — o, =|ce(p;) = -2 yam = SAP 


2 
P4 = —2hk, os = kecoa =|-A va -TW 


2 
£ Jani = A 


É 


ps = 0, Os =|c(ps y = 


这 与 式 (4) 的 结果 一 致 . 


121 流 密度 算 符 
题 1.21 证 明 流 密度 算 符 
j = zlee -rÊ +Ê sÇ -r| 
2 m m 
是 Hermite 算 符 ， 并 求 它 在 yw(r) 态 中 的 平均 值 表达 式 . 
解 由 Hermite 算 符 的 定义 可 知 ， 当 算 符 A 满足 下 列 关 系 式 时 为 Hermite 算 符 


“18. 量子 力学 


[nora = fo [âre] a 
式 中 ，w(r), or) 为 两 个 任意 波 函 数 . 
现 将 了 代替 上 式 中 的 A， 并 将 户 =- 沪 7 代 人 ， 这 时 等 式 左边 为 
É yT) 中 sc -r — Psg- -r er jdr 


-fr ofar - [=P Panas 


iV +y 


+É @(r)— zle r mo -r ap (r )dr 


上 式 右边 第 一 项 面积 分 因 ~ 不 在 积分 面 上 而 消失 ,第 二 项 正好 是 [on [jv] dr , 故 j 为 
Hermite 算 符 . 
上 面 用 到 了 矢量 微分 公式 
oODY5C-roC)=v[w or -rpr))]- [vy ir] sr -ror 
以 及 | 
VAT -ror =V y r-ra] -|V r-r pr) 
同 理 可 证 | 
A)= [weve dr -Ty Wye -yr vw e] 


1.22 电子 Young 双 颖 实验 与 测量 公设 


题 1.22 结合 电子 Young 双 链 实验 中 , 电子 被 接受 屏 与 控 测 器 探测 前 后 的 实验 测量 过 
程 ， 解 释 量子 力学 第 三 公设 一 测量 公设 中 三 个 阶段 的 说 法 . 

解 、 设 双 颖 屏 上 有 A, B 两 条 锋 ， 通 过 双 经 之 后 的 电子 状态 可 表示 为 

Yt =a, + Welr,t) 
这 说 明 电子 的 量子 态 在 经 过 双 链 仪器 时 ， 和 仪器 由 两 条 颖 所 表示 的 两 个 可 区 分 态 构成 了 纠 
绰 态 ， 当 我 们 要 测量 电子 从 哪 条 链 经 过 时 ， 则 测量 结果 一 定 是 塌 缩 到 和 某 一 条 缝 纠缠 的 对 
应 的 态 (ya ,9 或 者 wefr, 切 . 当 不 测量 时 ， 则 处 于 释 加 态 ， 于 是 可 以 认为 当 不 可 区 分 时 ， 
电子 是 同时 通过 两 条 颖 . 在 电子 到 达 接 收 屏 时 ytr,D) 可 以 分 解 为 与 接收 屏 位 置 可 区 分 态 相 
纠缠 的 电子 位 置 本 征 态 的 秋 加 
vr)= fv, de -ra 

RP: r-r) 是 位 置 本 征 信 为 r 的 本 征 态 ， 当 在 接收 屏 上 x’ 位 置 发 现 电 子 时 ， 即 已 经 以 
jx, 站 的 概率 塌 缩 到 5(r — r) 态 ， 然 后 以 此 为 初 态 在 接收 屏 新 环境 的 新 Hamilton 量 下 继 
续 演化 . 
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123 ”测量 公设 例 (1) 


题 1.23 测量 公设 : 可 观测 算 符 .本 征 值 分 别 为 4,,b,, 在任 一 态 |w) 中 , 先 测 得 A 
的 值 a, , 再 测 声 值 的 概率 为 P(a,,b,) ; TÆN BEA b, ,再 测 A 值 a 的 概率 为 P(b,, a4,)， 
间 ;，P(a,,b,) =P, a) 的 条 件 如 何 ? 

解 lw)= 2 co) ， 其 中 在 |w) 态 下 测量 A 得 到 结果 为 @, 的 概率 为 |c,| =|a, |) ， 
在 |w) 态 下 测量 A 得 到 a 后， 体系 由 |w) 态 塌 缩 为 |a,) 态 ,在 |a,) 态 下 测量 训 值 为 b 的 概 
率 为 (ba 外 . 

故 在 态 |jw) F, AN Âa, FW Âo, 的 概率 为 

Plansb,) = (lan lw Kos las)f D 
闻 理 ， 在 态 |w) F, AW Êo, TN A4 a 的 概率 为 


P(b,,a,) =|(b, yf Kas le) O) 
Æ P(a,,b,)= Pb, a) 对 所 有 nn 都 成 立 ， 由 式 (1) 和 式 Q2) 知 
lal =e (3) 
由 态 |wy 的 任意 性 ， 式 (3) 对 一 切 n 成 立 必 有 
Jan) = |b,) 


故 4 和 如 有 共同 的 本 征 函数 系 为 P(a., b.) = P(b,, a,) 的 条 件 . 


1.24 测量 公设 例 (2) 


题 1.24 一 体系 Hamilton 量 召 与 时 间 无 关 , M A 由 非 简 并 本 征 值 加 对 应 本 征 矢 |v) , 
ñ|v)=ho|v) ,可观 测量 4 在 同一 Hilbert 空间 中 , 同样 地 用 非 简 并 本 征 方程 A|n) = a, |n) 38 
EL (D 设 体系 开始 处 于 状态 |v) ， 这 时 测量 A ， 问 和 A 的 期 望 值 为 何 ? 这 一 测量 给 出 4 的 
EA a, 的 概率 为 多 少 ? (2) 如 果 测 量 值 为 a, ， 并 且 经 过 时 间 t 后 ， 再 重复 测量 ， 问 再 次 测 
得 a 的 概率 是 多 少 ? 


解 (1) 在 初 态 |v) 中 4 的 期 待 值 为 
A=(v|A|v) = 7(v|m)(m] À|n)(n|v) = vIn a, 
因此 第 一 次 测量 结果 ， 发 现 4 的 值 < 的 概率 是 | 
p, =|v|m) 


D 后 来 ,体系 不 再 处 于 初 态 |v) ， 而 是 处 于 态 |m) ， 其 进一步 演化 由 Schrödinger 方程 
给 出 


.20- 量子 力学 
iñz=]0= B|) O 
演化 初 态 是 |m) ， 式 (1) 的 解 为 
的 -se 全 由- -2 POR J= 2e la) ujm) 
1 时 刻 ， 再 次 测 得 2, 的 概率 是 
及 = 人 中 = 


De 


1.25 测量 公设 例 (3) 


题 1.25 已 知 可 观测 量 4 的 算 符 4 有 两 个 本 征 函 数 加 ,GB, ,本 征 值 为 a,a, ;观察 量 B 
的 算 符 台 有 两 个 本 征 态 x, 为 KEEN b,b. 两 种 本 征 态 有 如 下 关系 
p-ti p, - 3222 
' 5 ' ”8 
当 测量 A 后 得 到 a ， 若 再 测量 亡 ， 以 后 再 测量 A ， 证 明 第 二 次 得 到 a 的 概率 是 22 . 


169 
证 明 测量 A 得 到 a 后 ， 系 统 塌 缩 到 态 . 由 于 
_ 2X +3X2 
Ø, kasus 
MAENE ñ 2821 p. 的 概率 为 ， 得 到 己 的 概率 为 二 ， 测 量 训 后 系统 的 态 将 塌 缩 到 x 态 


RoS HLAS 
_32 2X 
p 
' O B 
可 得 
20, +30, 3⁄6, - 20, 
"om “> Ja 


因此 ， 2 MEAR MEEA. amana O ERNE G À 


_ 81 N 
81 _ 97 


第 二 次 测量 4 获得 a 的) 总 概率 为 J+ 69 169 


126 能 量 守恒 
题 1.26 设 粒 子 在 势 场 V(r) 中 运动 (1) 证 明 其 能 量 平均 值 为 


第 1 章 量子 力学 的 物理 基础 .21 . 


E= few- jed vy vw 


W 称 为 能 量 密度 ; (2) 证 明 能 量 守恒 公式 +VY.S=0， 其 中 


Oy ay 
s=-Ż — vy +V 
Hor "a r) 


证 明 (1) 设 粒子 的 波 函 数 为 y(r) ， 则 其 能 量 平 均值 


3 * y * 3 * h 2 
E= [ë Ry) = fda- vve) ye) 
2m 


= jeft Vy) + Vy" Vy |+ vyl 


上 式 右边 第 一 项 ， 由 Gauss 定理 
JJ. voz = barvo as 
可 以 化 为 面积 分 . 将 束缚 态 边 条 件 yw|,。=0, Vy =0 可 知 这 项 为 零 ， 所 以 


E= [Ee vy Vr] 


aW > var ay | ow x 
2 = Vy +V V +— Vy + Vv — 
® or xf a VV Va w), ar Y 


h ay" OW” 2 By _ + OV + 
V:S=-—| V. Vy +V y +V. Vy" +V 
| a ” ë Ya YY a A 


= Ay+ fy- Í: S) aefa) 


127 -KARAKA 


题 1.27 考虑 任意 势 V(x) 的 时 间 无 关 的 一 维 Schrödinger 方程 ， 证 明 : 如 果 一 个 解 具 
AER: 当 x 一 tm 时 yw(D 一 0， 则 此 解 必 然 非 简 并 ， 进 而 是 实 的 ， 除 了 某 一 可 能 的 相 因 


子 . 


lim ø(x)—>0, MI 


w" _ _2m(E —V) 
y P 
$" _ _2m(E —V) 


证 明 用 反 证 法 . 设 另 一 p(x) 满足 同样 的 方程 ， 且 具有 与 w(x) 相同 的 能 量 B ， 并 有 


“22. 量子 力学 
所 以 wp-9y =0, 多 及 -图 = 常数 . 
由 无 穷 远 处 条 件 得 y$-g'w =0 ， 因 此 


ARA [oj-。 
v ó ó 


Br = Wx, y 和 yp 代表 同一 个 态 . 

SVO AKKA, y 5y 满足 相同 的 方程 ， 有 相同 的 能 量 和 相同 的 边界 条 件 
limy' =0,， 故 内 =cy 或 %=cw ， 由 此 得 ld =1，c=e*. 此 处 5 为 实数 . 不 妨 取 56 =o, 
则 c=1，y 为 实数 


1.28 一 维 束缚 态 的 性 质 


8428 考虑 一 个 一 维 束缚 粒子 ; (1) 证 明 : Ef yeaa; (2) 证 明 : 车 


某 粒 子 在 一 给 定 的 时 刻 是 定 态 , 则 它 将 永远 保持 定 态 ; (3) 若 在 !=0 时 , 波 函数 在 -za<x<a 
范围 内 是 常数 ， 而 在 其 他 处 为 零 ， 利 用 oy ee 的 完整 波 函数 ， 


ao giir ewanas f" [opa] 
+j f ð 0 tol 1 x l an 
=f E ‘yav v lar- F [i 


wij Df 0 # x 
=Í -Vay ty —v +CVv y +y Vy) dx 
Ox Ox 


-~ iñ| 2m 
-airt Aves yy dy Ë 
OX Or Voy a Va |L. 


因为 y 是 束缚 态 ，w(x 一 tco) =0 ， 所 以 上 式 为 0. 
(2) 所 谓 定 态 即 指 能 量 本 征 态 . 设 粒 子 在 时 刻 处 于 定 态 ， 则 及 wy (x6) = Eya h). 


任意 时 刻 上 ， 粒 子 满足 的 Schrödinger FEREYE) = Êy). EÊRKEEIF, Huy 
此 式 得 形式 解 


TEDE e iBG-t)/h 
不 难 证 明 ， 此 波 函 数 满足 定 态 Schrödinger 方程 


By(x,t) = Ev(x,D) 


y(x, to ) 


即 在 任意 时 刻 也 保持 定 态 . 
G) 设 


C， ixka 


w(x,0)= 
0, Ix> a 
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iô 
AP: c 是 常数 ， 归 一 化 得 中 = 5,e= 人， 65 为 位 相 因 子 . 设 上 =0 时 刻 ， 粒 子 的 能 量 本 


征 态 完 备 集 为 {wy,(x,0)ln=0,1,2,…} ， 则 有 
Hy, (x,0) = Ey, (x,0) 


任意 粒子 态 可 用 它 来 展开 ， 得 
v(x,0) => a,w,(x,0) 
是 与 时 间 无 关 的 系数 ， 上 式 两 边 同 乘 以 好 (z0) ， 并 且 从 —o #|+o #i4y 
S oyaa >a, |” G,0w,G,0)ax 
Hi, 的 正 交 归 一 性 ， 得 | 
a, 25, = eó = [ea 


由 (2) 得 
YoD=e 这 /pp0D=y a e Ey (x,0) 


129 字 称 (空间 反 演 ) 算 符 


题 1.29 字 称 (空间 反 演 ) 算 符 和 个 ，Ahy(7)=y(~r) . (1) ERA =ê; (2) ER =, 
并 求 未 的 本 征 值 、 本 征 态 . 
证 明 (D 对 任意 的 ye) ，g(7) 


F vorar = pr Yr 
令 上 式 右边 r=-r ,有 
[vapor = |” orive ar! 
故 aâ. 
(2) BRE fyr) =Ay(-r)=y(r), 且 w(r) 为 任意 的 , 8k 02 =1, MAT = 2 = 41 , FR 
算 符 为 Hermite、 自 道 、 么 正 的 . H 22 =1[284 BJ3F4F4839 +1 ， 相 应 的 本 征 态 为 


£w, (r) = V, (r), W. (-r) = W, (r), BEFRA 
Aw_(r)=-—w_(),  y_(r)=-y_(r), 奇 宇 称 态 
130 在 Hamilton 量 定 态 分 立 谱 中 动量 的 平均 值 恒 为 零 


题 1.30 在 Hamilton 量 分 立 谱 的 束缚 定 态 中 证 明 动 量 的 平均 值 恒 为 夫 . 
~ 52 A A A 
证 明 ñ- o VO Alo) Elo), BAr A]=nE, i 


,24 . 量子 力学 


(Eh = olr A o= riole- olr lo)] 
- g [(@,|r|e,)-(@.|r|e.)] 
=0 
以 上 证 明 过 程 利 用 了 霹 的 Hermite #(e,|ñr|e,)=(e,|rñ|e,y ; 在 一 维 的 情况 下 , 


Landau 给 出 如 下 证 明 
d 


Ë = h 

P=- A 
上 式 左 端 由 于 请 为 可 观测 量 ， 故 为 实数 ， 由 于 一 维 束缚 态 波 函 数 总 可 以 取 为 实 函数 ， 右 端 
为 一 虚数 ， 因 此 必 有 万 =0. 


1.31 广义 Virial 定理 


题 1.31 在 Hermite 算 符 4 的 分 立 谱 本 征 态 下 ,证 明 E=[A, Ê HFEF. 
证 明 Â=Â', Âfo,) =a |0.) 
(à, = [gilh, Blpsdr = | wrapodr- fo; BAprdr 
= [ëe, CAI dz 一 a, [piBpsdr 
=a, Í Bp,dr — a, f g Bp,dr=0 
讨论 。 上面 的 证 明 过 程 中 ，B 为 任意 的 , 但 必须 保证 Bo, TEA BJ Hermite ZWF, MR 


数 Bg, 保证 4 的 Hermite 性 成 立 . 本 题 结果 可 称 之 为 广义 Virial 定理 ， 若 和 = 入 为 体系 的 
Hamilton 量 ， 给 出 的 结果 则 称 之 为 超 Virial 定理 . 


132 广义 Hellmann-Feynman 定理 


题 1.32 广义 Helimann-Feynman 定理 ，Hermite 44 Ê = 六 (1) 且 
Py, (HD = FAW), 


、 af, /8aF 
BB. EFH | LN, 
WER, # v, ZS PY) (£) 
证 明 HfS, Aw), 两 边 对 4 求 导 
aÊ ow of ov; 
— A a 
pA )+F Sr Di + f, PF (1) 


AOH y 态 上 投影 有 


第 1 章 是 于 力学 的 物理 基础 “25. 


(a) frt Paara s f, fy; Kaar 


82 
对 上 式 左 边 第 二 项 ， 利 用 1 = 


ye op dr = [vy Ear = |x; A dr 


dfa _ (3È 
ða \84/, 
KRE, ADH yn 态 上 投影 ， 有 更 一 般 结果 


à . OF #0 
fa = |v,—w,dr+(/f, -foja adr 


Ön n 
84 ™ 84 


133 [AB] =0 时 ， 在 Hermite #4 Â 82 t Ë k 48 F É W hk E 


所 以 


题 1.33 ÂX Hemite 算 符 ， 且 | À, Ê] =0, 证明 在 4 的 分 立 详 本 征 态 下 ， 记 的 


平均 信 为 零 . 
HERR â= A, Alg,)=a, |9,) , 由 于 


(|[ 4B| le.) =2a, (B), =0 


(B), = 0 
讨论 为 任意 算 符 , EER Êlo) TE À BJ Hermite 算 符 定 义 域 中 . 


1.34 [全 4| =0 时 能 量 本 征 态 的 性 质 


88 4.34 若 系统 的 Hamilton Ë Ñ 与 某 个 力学 量 信 反对 易 | 8, â| =ĤÂ+ Â =0, 
|E) 为 全 的 本 征 值 为 E 的 本 征 态 , #ÂJE)0, MAJE BEA MKES, EEX -E. 


证 明 证 明 是 直接 的 ， 这 一 结果 表明 ， 除 了 4 的 零 本 征 值 外 ， 此 系统 的 所 有 能 级 都 是 
正 负 信 成 对 出 现 的 . 


一 个 简单 的 例子 是 $ = 的 带电 粒子 在 磁场 中 运动 
Ê =-u: B=-20.:B 
其 中 /为 磁 矩 ，B 为 磁场 强度 ，o 为 Pauli 矩阵 . 322 N NB — 5 BEENI 
N.B=2_N,B,=0 


则 他 与 算 符 人 = N .反对 易 


“26， 量子 力学 


[ 8, ó] = 一 4[c : B, o-N], -22 on0], BN, 


gue j 


=-4928;B;N , =-249 B,N, = 0 
Ü i 


BOXA Â 的 本 征 值 一 般 是 正 负 成 对 出 现 的 ， 事 实 上 ， 此 系统 的 两 个 本 征 能 量 差 一 负 号 ， 


135 HABA PU 的 展开 


题 135 Ú—4 JBE Ë A N 个 不 同 的 本 征 值 . 试 证 明 算 符 A* 可 以 写成 算 符 
1, ÊP, PN 的 线性 产 加 ， 其 中 2 为 单位 算 符 . 
证 明 HRE Ê M N 个 不 同 的 本 征 值 为 £. f... f, , Ë 的 正 交 归 一 化 本 征 函数 完 
备 集 为 {和 } . 现 构造 一 个 算 符 @ 为 
G=(Ë- XË - f) (Ë — fy) 
将 作用 在 任 一 波 函 数 y 上 ， 有 


ôr =6| Zan- Zam 
k k 


=》 CB- ANÊ- f) (Ë — fydh =0 
k 


得 人 =0 ， 即 
(Ê- AXP- f,y--.(Ë — fy)=0 (1) 
有 
ÊN -> peT HEARE? ++” TT, =0 
i ik i 
Bp 
A DA E, @ 
i izk i 
式 (2) 表 明 Ê” UEAK I Ê P, PVT RRS, h i AE, ae 
证 . 
例 1 车 六 只 有 两 个 不 同 的 本 征 值 上 和 太 ， 则 由 式 ( 
(F -fF-f)=0 
有 
F =f + fÊ- fh 
例 2 # Ë #=4- FJ002F4F8 £. AAWA, MKEO 
(Ê -ANÊ - f,XË — f,)=0 
£ 


Ê’? = (A + f, + f) 2 -Sifat fifa + f,fə)Ë + f. f, f, 
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例 3 轨道 角 动量 广 的 三 个 直角 坐标 分 量 算 符 记 (a=x,y,z) ， 对 于 1=1， 记 的 本 征 值 . 
X h,0,—-h, Wei 
Ë =Ë, 
对 于 !=2 ， 记 的 本 征 值 为 28, h,0,—h,—-2h, 故 有 
Ë =s Ë - 40 Ë, 


136 坐标 算 符 本 征 值 谱 的 讨论 


题 1.36 从 基本 量子 化 条 件 出 发 , 求 坐标 算 符 的 本 征 值 谱 ( 讨 论 一 维 情况 ). 
解 ” 设 坐标 算 符 的 本 征 值 方程 为 


x, = Xo. 


引信 线性 么 正 算 符 


i 
.9 
DO) = ae pa) 


式 中 : 户 是 动量 算 符 ; “是 实 参 数 ， 在 区 间 Co, <) 内 连续 可 变 利用 基本 量子 化 条 件 
[$, ĝ]=iñh, 有 


即 
FÛLE =ÛER +E) (1) 
把 式 (1) 左 右 两 边 同时 作用 到 的 本 征 函 数 y, 上 ， 有 
RÛM y SÛNE HEW n OEN + Ey 

= (x EÀ E 2) 
比较 式 (2) 的 左右 两 边 可 知 ，0U(E)w BERRAR URERA, AREA +E. 
表明 若 为 是 和 的 一 个 本 征 值 ， 则 为 加 上 任意 的 实 参数 上 也 是 多 的 一 个 本 征 值 ， 而 上 取 区 间 
(=o, eo) 内 的 一 切实 数值 ， 加 上 是 线性 Hermite 算 符 ， 本 征 值 加 已 是 实数 ， 所 以 站 的 本 征 
值 取 (—o, oo) 内 的 一 切实 数值 ， 构 成 连续 谱 . 


. 28. 量子 为 学 


1.37 动量 算 符 本 征 值 谱 的 讨论 


题 1.37 从 基本 量子 化 条 件 出 发 , 求 动量 算 符 的 本 征 值 谱 ( 讨 论 一 维 情况 )- 


解 ” 动 量 算 符 的 本 征 值 方程 为 
By = Pot pn 


°] 


Ûm) =e” =》 A 
n=0 


引信 线性 色 正 算 符 
n! 
RP: 4 是 坐标 算 符 ， 它 与 动量 算 符 之 间 遵 从 基本 的 对 易 关 系 式 [站 = 壕 ; 7 为 实 参数 ， 
在 区 闻 (~o, %) 内 连续 可 变 . 有 
[P00 |= 0D m= -nõel ins) =nÚGp 
即 
BO = UP + 
将 pÚ (A MERR p 的 本 征 函 数 上 
bÚG)v, “ÔU EWE p =ÜG)(p + Yo 
即 
BUDYs, = (po + DU, 
表明 0(m)w 是 动量 算 符 户 对 应 于 本 征 值 m +7 的 本 征 函 数 ， 即 广 的 本 征 值 可 为 四 +7 , 
而 了 取 区 间 (co, oo) 内 的 一 切实 数值 ， 故 的 本 征 值 谱 为 连续 谱 ， 了 到 区 间 (o, mw) 内 的 一 切 
实数 值 . 


138 坐标 平移 算 符 的 本 征 值 及 本 征 态 


题 1.38 RREK asen 的 本 征 值 谱 和 本 征 函 数 集 Jtrh p -2.4 为 动量 算 符 ， 


4 为 一 个 给 定 的 实 常量 
解 (D ERO 的 本 征 值 谱 . 由 算 符 的 本 征 信 方 各 
Pa), = ty a) 

出 发 ， 将 算 符 | 7(o)] Ao] 左 滋 方程 (两边 再 作 积分 运算 [aa (9) 得 

frio [ia] an o= DA OT EA 
Bp 

Joa AC OAOI TLL A 
得 
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Jaf =L 即 4 = e 记 为 ea (2) 


RP: a HARTO 中 给 定 的 实 常量 ,上 为 标记 本 征 值 4 的 “量子 数 ”, 它 可 取 区 间 (-co, x) 
中 的 一 切实 数值 . 事实 上 ， 由 了 f(a) = e "是 动量 算 符 户 的 函数 直接 可 知 ， 它 的 本 征 值 为 动 
量 算 符 的 本 征 值 忆 = 浆 ， 本 征 值 谱 为 连续 谱 . 

(2) 再 求人 (a) 的 本 征 函 数 集 . 将 式 (2) 代 入 式 (1) 有 


d 
(aw, G) =e y, (a) = ey, (G) (3) 

而 

- = (ay: d" 

e “wO = 2; TU (= a) (4) 
再 引入 函数 4 (2) 

u= ya) EH y) = eu (x) (5) 
联合 式 (3)、 式 (4)、 式 (5), 有 


-ika i 


itay (x) = e eu (x) 


elkeroa (y—a)=w,(x—a)= e 


由 此 得 到 函数 如 (9 满足 的 条 件 为 

u, (x) =u, (x—a) (6) 
AOR, u G) E x BBB. AAA. FEAH TO 的 本 征 函 数 为 

y, (x) =u, (te 


此 即 调幅 平面 波 . 
139 ”轨道 角 动 量 算 符 上 的 Hermite 性 条 件 


题 1.39 (1) EA: STREL, -12 Hermite 算 符 ， 波 函数 y(7,0,9) 必须 满足 
单 值 性 条 件 


W0, p) =y (r,0,p +27) (1) 
(2) 在 球 坐标 系 中 ， 粒 子 角 动 量 的 z 分 量 记 = -i , FERRAT AH D, 的 对 易 规 
则 来 推论 ， 人 们 期 望 下 列 对 易 关 系 和 不 确定 性 关系 或 许 会 成 立 
[eË ]= iñ (2) 
AP .Ap> 2 G) 


试 说 明 式 (2) 在 一 般 情 况 下 是 不 成 立 的 ， 而 式 (3) 是 和 Heisenberg 不 确定 性 关系 矛盾 的 . 
证 明 (1) # L, JE Hermite YR, 则 它 应 该 满足 Hermite 算 符 的 定义 式 , 即 对 于 任意 两 
TERAS. w 有 . 


fr tvar= ftf war o 
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Z 有 f=0， 因 此 由 式 (4) 给 出 


| riawar =0 


# f = fG,0) 502%, MAF Ë, =—ih 


即 
[ "a, j sinbdg f r, 0) oy,0,9)dp =0 
0 0 0 op 
由 于 被 积 函 数 r,6 部 分 有 任意 性 ， 因 此 要 求 


2r 
2F 个 

| vn0,pdp=w(r,0,9) =0 
0 pp b 


又 由 于 2=0 的 方向 可 以 任意 选择 ， 故 上 式 亦 即 
y(r,8,p) = V(r,0,9+ 27) (5) 


此 即 周期 性 边界 条 件 (1). 
D 由 (了 ) 所 述 ， 欲 保证 二 =- 访 的 Hermite 性 ， 函 数 y(r,g,g) 必须 满足 周期 性 边界 


条 件 (5). 但 是 一 般 来 说 , 如果 函 数 y(r,9,p) 满 足 条 件 (5), My 乘 以 自 变量 g 后 的 结果 py 就 
一 定 不 满足 条 件 (5), 除非 y(r,0,9)=yw(r,96,9+27x)=0. 故 将 式 (2) 左 边 作 用 于 函数 w E, 有 


[e,L.)w =pl) -L (py) 


由 于 gy 不 满足 条 件 (5), 故 记 (gy) 不 能 表示 可 观测 量 . 这 样 就 把 对 易 关 系 式 (2) 的 正确 性 仅 
” 仅 只 限制 在 要 求 y(r,9,9) = yl,9,9+2n)=0 这 样 一 类 特殊 的 函数 上 , 放 式 (2) 在 一 般 情况 下 


不 成 立 . B o 5 É, = “hs tB FA—SHERI3ESE aE EL. 


PRAG) Heisenberg 不 确定 性 关系 也 是 不 一 致 的 . HAERERAA, o 的 取 值 范 
围 是 [0,2r] ，9 属 于 有 限 空间 ， 使 得 不 确定 量 Ap 也 必须 是 有 限 的 . TE, WRAL -> 0 ， 


MAÎ, .Ap =0 ， 导 致 式 (3) 变 为 0 > 的 错误 结果 . 既然 不 能 建立 p 5 Ë, 间 的 对 易 关 系 式 
[go, 疡 ] = 访 , 也 就 不 会 有 AP .Ap> $ 的 不 确定 性 关系 式 . DEH p HAANEN Fco) ( 周 
期 为 2r) 去 代替 Oo ， 就 可 以 建立 F(p) 与 2 之 间 的 不 确定 关系 . 例如 sing Acoso t 55 Ë, Fi 
域 的 Hermite 算 符 ， 有 

[sin @, L.) = 过 cosgp 


[cos @, í, ]=—ihsin2 


2 OS. 
(AÊ, Y (Asing) > = cos 2? 


2 
(AÊ, )2 (Acos or > Fain o 
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1.40 Kubo 恒等式 
题 1.40 BANAR A5 ÊRI: [A.B]=0,a, 4 为 参 变数 ， 试 证 明 
-[å, e? ] =e f “ea8[4, Be 2844 (1) 
0 


上 式 叫 作 Kubo 恒等式 . 
证 明 车 a=0，, 则 式 (1) 两 边 均 等 于 零 ,， Kubo 恒等式 成 立 若 az#0, 则 对 式 (1) 左 边 作 运 


da 

4 tl; J- -4 (â -aĝ etâ) = Âe? _ para Â 
da a 

=- (e Â- âe) BÀe + ABe-® 

= -B[e2À _ Ae-®B )+(, Êje? 

= | ¿ee |+[A, Be B) 

._ d 
对 式 (1) 右 边 作 运算 4 


A | - [° 26.2 A1-2B 
ih fe [A,Ble aa} 
r 站 -号 人 六 AB -aĝ d | f° 人 Ba -Ab 
=(-Êje fe IÂ, De 2841 +e ziji [Â, Êje aa) 
= (Êje f N 1 [4， Bye 25 dA +e Ber [4, Bye sË 
= Be Ê Í N eB [A, Be Š då +[Â, Êje Ë 6) 
比较 式 (2) 和 式 (3)， 看 出 式 (1) 的 左 、 右 两 边 满足 相同 的 微分 方程 ， 故 

-| ae =e Ë Í K [4， ñ då 


成 立 . 
1.41 压缩 算 符 的 转 置 及 Hermite 3: 38 38 #£ 


题 1.41 EXERRR Mo My = 二 Vc>0 证 明 
MT = Mire» Mi= M, =M; 
ERA 算 符 产 的 转 置 算 符 的 定义 为 ， 对 任意 的 y(z, 引 加 


.32 量子 为 学 


E rP ga f [Pya 


[rongo f" [Ma ooa J" v: [oa 
上 式 中 令 二 一 六， 故 上 式 又 可 写 为 


VE 三 weowenDdz= |” y upad 


* 


和 ~ ~ Aé A 
RAMI =M... 进一步 ， M =(M;) =M =M-'. 


1.42 Ei 的 转 置 及 Hermite 3: 88 8 


题 1.42 REH HEES Hermite Jer (0 < r < iw)， 
解 | [Ze Jeda = [aQ gP -[ É: zJ) ` aqa 


-Mea pre] er 


其 中 ， dy = r2drdQ . 所 以 
加 -2+ 2), Ë )- -i| Z) 
= 


以 上 推导 过 程 中 要 求 y*r?| =0 


143 ”对 Hermite 4f À, Š , #48(A +i? Hermite 性 的 条 件 


D> 


题 143 Â'=Â, ĝt =B, Ê=Â+iĝ, #EfrA fk F Ê? X Hermite 算 符 ? 
解 Ê? = Â? ~ Ê? + (AB + BÂ) 

落户 为 Hermite 算 符 , WA TÂ ÊI, = A+ Â =0. 

1.44 压缩 算 符 在 x 表 象 中 的 表示 
题 1.44 ”定义 压缩 算 符 他。 :c=e? 


=e =op- cps + s)|- s| -4 + zc 


M PM. =c; O) Muy) = p J 


F: 


证 明 : (1) M247 = 


o |> 
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aa a a aoa 2 、 , À 
证 明 (1) AJA et be = Ê+ AÂ, ÊI + TÂÂ, BI + R [3P + Bt 向 =-2ihx， # 


同 理 


7 -人 工人 4 ay 
(2) M. => [ 2) (122) 


My (x) = Za! (A Cay AR fi +2x zJ x" 
1 mn 
ez 可 (1 + 2n)™x 

= > Ce exp -1 (» + 引 =e 2 >, (e 1" 


145 压缩 相干 态 在 x 表象 中 的 表示 
题 1.45 位 移 谐 振子 的 基态 称 为 相干 态 
1⁄4 æ A 
G x) =e F° y (= 图 e 20 
1⁄2 
其 中 , a= (e) . 定义 压缩 相干 态 y,( 罗 = M.wy(x— x.) . O) 3R y, GO E x 38#9 r fE. 


O) 在 该 态 下 求 Ax Ap 及 Ax.Ap ， 并 与 相干 态 情况 比较 . 
解 (1 w.G)=Ñ.yiG—x)=J-w [2-5] 


fo "op _ 2 (x— cx) 
nc? 2c? 


— 2 
(2) 由 Gauss AH Ax = E = cx x -rtk 或 者 由 


(a), = f[M- [By xo Jax 
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~” WE < = -一 -一 


= | 由 w- pol x0)dx 
= Í PE = HAAPE = Xix = Cx 


E wee) 


0 


故 
c 

(Ax), = Ja ce(Ax), 
同样 由 

* p 1 

= Je) a: — x0)dx = (h, 

有 

(Ap), = Lp), = = 
故 


(Ax), -(Ap), = (Ax), (Ap)y, => 


与 相干 态 一 样 ， 为 最 小 不 确定 态 ， 但 可 调节 c 使 Ax 和 Ap 中 一 个 量 增 大 ( 减 小 ) 而 另 一 个 量 减 
小 ( 增 大 )， 故 称 为 压缩 相干 态 . 


1.46 压缩 态 的 另 一 种 形式 


题 1.46 压缩 态 的 另外 一 种 形式 
@,(x) = Â M ya (a) 
1 


234 ZË 
其 中 wo(z) = 6i e 2 为 谐振 子 基 态 ， D, =e a 为 坐标 平移 算 符 . (1) >K o (x) 在 x 表 
象 中 的 形式 . (2) 证 明 o. (x) 也 是 压缩 态 . (3) 证 明 = 已. M. . 


2.2 


2 1⁄4 _ 
解 (D oO= 广 l 2) e 和 


TE (2 Y -eC 
(a 
(2) BEE (Ax), = -万 , (Ap). = =. 


6) hM PM = cP , 有 


故 
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1.47 ”Fourier( 积 分 ) 变 换 的 性 质 
题 1.47 证 明 Fourier 变换 性 质 , 若 F[w(x)]= A(p) , M: (1) F[x"w(m)J (aż) gp); 
p 


Lpo 


„dY 
or (a2) we = a: G) Fly(x+ y=” KP); (4) Fle? w(x)]=ó(p- p). 
n 1 i 
证 明 (1 ipf a” 
证 明 (1) 1 é(p)= Ë £] [>>] J voe? dx 
1 
1 X p% n -i x 
= i F2) y(x)e W dx 
1 


= (去 { ve ax 


I = 


2nh 
所 以 
Ë £] Ap) = Fix" y] 
Jp y 
(2) 同 理 
ra | vej- p" ó(p) 
(3) W(x+x)= eñ’ wa) 
=e "iya 
-È (> J y(x) 
由 (2) 


Fiyat) =Y} E. e] eo 
n=0 


=e gp) 
(4) 同 理 可 证 . 


148 动量 空间 的 Schrödinger 方程 


题 1.48 一 个 质量 为 m 的 粒子 受 力 F(r) = -YY(r) 作用 ， 使 其 波 函 数 满足 动量 空间 
Schrödinger 方程 
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2m 
AHA, a 是 某 一 实 常数 ， 且 


2 
ð 
Pav; Jeo-igeoo 


2 2 2 
2 0 6 S 
ap Op, ps 


求 V(r). 
解 “ 根 据 对 应 > iV, 以 及 动量 空间 Schrödinger 方程 


p? : . 0 
zg +Y 0e) op ,t) =i e t) 
得 | 
V(r)=ar2 


HETH 
F(r)=-VV(r)= —ar 


1.49 F=ap+ px B KIEJ 


题 1.49 SR Hermite HAF F =ap+ Px 的 本 征 值 为 f 的 本 征 态 . 
E FF 的 本 征 方程 为 
haty; + Pry (z)= fya) 
其 解 为 


| 


v= con 2 


归 一 化 常数 为 C ， 由 归 一 化 条 件 
| we oye = (f - f5 
t 
MEC = (2na) 2. 


1.50 Haai 的 本 征 态 


题 1.50 REE 的 本 征 值 为 了 的 本 征 态 . 
解 本 征 方程 为 
(iow = fv | (z) 
解 为 
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fy 
w (Q) = og 
由 于 算 符 非 Hermite， 故 其 本 征 值 一 般 为 复数 , bt f = / ， 归 一 化 的 本 征 函 数 


151 两 反对 易 算 符 存 在 共同 本 征 态 的 条 件 


题 1.51 844.5 RHD, [AÊ] =0， 若 人 、 和 存在 共同 的 本 征 态 yo ， 
Âp a = ayo, 有 ys =byos， 则 必 有 ab=0. 

证 明 由 | .有 | w. =2abyws =0 ,有 ab=0. 如 字 称 算 符 人 和 符 标 算 符 多 ，[ 8] =0, 
它们 存在 共同 的 本 征 态 5(z) ， 且 z=Lx=0. 


152 线性 算 符 在 连续 谱 表象 中 的 和 矩阵 元 一 一 积分 核 


题 1.52 线性 算 符 4 在 表象 (本 征 值 Q 为 连续 谱 ) 
v'(Q) = Àv(O) = f 4,o?y(ondg' 
A(Q,Q” HER Â 的 积分 核 , 是 一 个 普通 的 二 元 函数 (实际 上 是 A4 在 6 表演 中 的 矩阵 元 ), R 


线性 算 符 A 在 x 表象 中 的 积分 核 A,x) HE p 表象 中 的 积分 核 A(p, p) 之 间 的 关系 . 
解 对 任 一 态 矢 ly)， 在 x 表象 中 


y'= hy = [AG GD 
在 p 表象 中 

#'(p) = À6(p) = | Ap, PAC Ap’ O) 
注意 到 

W(X)= = LJ | plp)” "dp G3) 


1⁄2 i 
把 式 (3) 代 入 式 (1)， maRali) ea” xy 
(a) v'e P dx=#'(p) 


1 : ñ 1 
1 YE aar ef 1 Y 
-a 去] e h [awaa | apg Jef 去) 


对 照 式 (2)， 可 知 
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A(p,p") = = | | AG, wen "dd, 
同 理 
A ) = 局 z) EO 
对 三 维 的 情况 有 
A(p,p)= Bi IEG re P arar 


i (pur prr) 


, 1 ha A , 
AG,r)= B Í AGp.p)e à dpdp 
l_1 , 
1.53 算 符 二 和 - RAA 


题 1.53 RER M-E 的 积分 核 
解 ” 在 坐标 表象 中 ， 显 然 有 : 
HRA =E RAHA 


A ) -50 7) 
BAE Â, =- BUA 
A (r,r) = = 一 六 ) 
而 在 动量 表象 中 
AG(.p)= i I -or ryt” PO ardar’ 


2n 
1 1 ip'-pr _ 1 
(a) Ie e gp py 
A 


pr) 


hp,p')= BIE -zô -r'e 各 drdr’ 


(J1 Jie PODY y 
l | Ñ elip -plreos0 |; singarägäp 


~ Anh prp| -p| 
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积分 中 利用 公式 
[= _ 1 
0 x 2 


.39. 


注意 到 名 = 解 ， 可 以 验证 有 为 (p,p)= | 入 (p,p AP pp", e, RÂ BRA 


A(p,p')， 则 名 的 核 为 
App’) = | App- Appa" 


1.54 ALKE, PE, È W 324 


题 1.54 REAR RAA LEE, REE, D BRIE, 分别 讨论 下 列 算 符 ; 


FARRA, ERRED, SRB, s=x p= hd. 
i LEE) =[LE EY 
L (= ME'E) 
DEEE EE) 
其 中 式 (1) 的 证 明 如 下 ， 由 祖 的 定义 
[OE = [Iy enoa 
[ERGO f foore Eaa 
[liv' wae= f [LEN Emoia 
ERORA, FEME EM 
fis emoa AO 
ARD, RO, RO, Eyo 是 任意 的 ， 有 
| (= LEE) 
对 于 宇 称 算 符 ，Ay(x)=y(-x)， 即 
[rarywa = = fiaa 
所 以 


n(x, x) = ó(x+ x") 


对 于 压缩 算 符 用 yy(x) = pk) 


Í M(x ya dx" -区 f a(ž-x yoa 


Maxa (Ex)] 


a) 


(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


‘40. # T J * 


Tay(x)=y(x-a) T(x,x)=ó(x-a-x 


X(x,x') = xó(x— x), P(x,x') = -nZ s — x") 
x 


1.55 已 知 算 符 二 积分 核 的 形式 ， 讨 论 二 的 Hermite 条 件 


题 1.55 L(x,xv) 为 二 的 积分 核 ,车 :(DL= f(x+x) ;DL=f(x-x) L= faga). 
当 f e 满足 什么 条 件 时 ， 荆 为 Hermite 算 符 . 

解 "PË = LB, 8 DG, x= (x,x) = L(x,x) .上 为 Hermite 算 符 的 条 件 是 : (1) fO) 
为 实 函数 . Q) f(x) 是 偶 字 称 的 实 函 数 . (3) f(x) = cg (x) ， 其 中 < 为 实 常数 . 


156 两 对 易 算 符 的 积分 核 之 问 的 关系 


8456 达 的 积分 核 为 Kx xy [G, 站 =0， 若 六 为 ; (D3=x; Q) b=. Ró ñ 
积分 核 G(x,x'). 

解 车 C=A8， 则 

C(x,x) = f A(x,xB(x”, x’) dx”: (1) 
(1) HR E= x IRA A a,x) E= óla), EG, HRA) 
f [G(x,x')X"6(x" — Y) — x6(x— xG, Ndx" = (x — z3G(x,x)=0 

H G(x,y')=g(x)ó(x— x) ， 这 里 g() 是 任意 函数 . 

(2) 由 GB=BG, B P(x,x) =-ih óG) ， 有 


e + =) G(x,x')=0 
x 


故 
G(x,x'!)= g(x— x’) 


157 与 名 户 都 对 易 的 算 待 为 常数 算 符 


题 1.57 EHE Ë 53 pR, M| 530352. BDP = F,. 
证 明 由 [2]=0 及 [ 记 p]=0, 有 
F(x,x)= f(x)ó(x— x") (l) 
F(x,x')= g(x—x') @) 
由 式 (1)、 式 (2) 得 f(a) = F, =const ， 故 
F(x,x') = F,ó(x — x’) 
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RA Ê =A. 
、 ¿É ,OF A oF 
AFE [2P p) |=iñ— =o, [Aap] O 


Ë = F, = const 


158 8203 F(x,x)= f(x)f (x) 算 符 的 本 征 值 、 本 征 态 
题 1.58 户 的 积分 核 F(x,x)= SOFA), RAREN, FES. 
解 由 本 征 方程 Py(x)= fva), 有 
fo) Í FC ya = fyo) 0) 
O 3F880089—4-8%29we(x) = fa), HERREY 
h= [reoaÚ >o 
D HEIDA NTA vi GO WE 
[LA 
相应 的 本 征 信 =0 ， 即 yx) fO) ER. 


159 ##w(x)=w(-—x) J| ¿@(p)= e@(—p) 
题 1.59 元 为 宇 称 算 符 2y(x)=y(-x), 若 p(p)= Fly(x)] 为 w(x) 在 p 表象 中 芍 表示 ， 


证 明 folop) =g p). 
证 明 在 zx 表象 中 全 的 积分 核 5Cxz+z2) ， 则 在 已 表象 中 人 的 积分 核 为 


f _ f i + t 了 
nlp, p) = agl [senelio p) [osx 


1 i, _ r 
"> e| -2p + pz larap + p 


jp(p) = Í ôlp + p')0(p')dp' = @(—p) 


160 算 符 函数 在 连续 谱 表象 中 的 矩阵 元 一 424 


题 160 Ât =Â B Âp, (0) =400), F(4)3 A WERA, T F(44. 
解 ERRERA =} apla) P (4)= > Cå" 


w'=Êy =) Cna Ar pala) =) an0, Cn A7 = FC FCA), Cg) (1) 
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fya =C, | Fago add" D 
由 式 (1), ROR 
F(qg,9) => FAnn) Pa Onla) 
161 投影 定理 
题 1.61 算 符 户 的 本 征 值 为 f ， 相 应 的 本 征 太 为 y; (i =1,2,3,…) ， 定 义 投影 算 符 所 ， 
Wi» Íi =f . 
PV, =ó, -| i . 证 明 Ai = ËP, Ê? = Ê; . 
0， f = f, 


证 明 ”对 任意 的 y,9,y => aW o= > b, . 
k k 
(D [baar = [9°B Dayedr = a [ar = ab; = [[e] wdz ， i pi = b... 
k 


(2) 因为 By = a,w;, Piy = aw, ; ik ñ? = P. 


162 投影 算 子 
w(x), x>0 
题 1.62 构造 投影 算 子 P(x >0), fy(x)= 
0, x<0 
解 
1, x>0 
P=0(x)= 
0, x<0 


163 ”投影 算 子 的 积分 核 
题 1.63 投影 算 子 =p. D =P， 求 其 积分 核 
解 PEDESAAN, Bf d, BRE P = pR 
Lp = p a,x) = paa’) 
URP’ =P, AA 
P’) = f PIP, yan = p(x,z)) 
B FOIA OAS, O 为 有 的 本 征 值 为 1 的 本 征 态 . 所 有 满足 
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[|` awwapax= vO ES f G) 正 交 ) 为 的 零 本 征 值 的 本 征 态 


164 投影 算 子 的 形式 

题 1.64 Hermite 47% Ë # n 个 不 同 的 本 征 值 ， 请 (=12,3…… 门 ， 算 子 记 是 向 尼 的 本 
征 值 为 的 本 征 态 g; 上 投影 的 投影 算 子 ， 求 疡 的 形式 . 

解 


Ê- f) 
aG - f.) 
Rh: ARSI] 中 不 含有 =; 的 因子 
设 任意 函数 v = 2C ; ， 只 需 证 明 Py = CH , EKE 


È- fo a [E =) 3 
iw- G Ay Ze = > [e= fo 


上 式 右边 方 括号 肉 ， 若 7 = ， 则 分 子 、 分 怀 相 同 其 值 为 1， 若 ji ， 则 分 子 中 心 -1 个 因子 
中 必 有 一 个 为 零 ， 即 


z , (Ë f.) =ë. 
j Ui 
k=1 (fi—-f) 


By = Cp; 


165 力学 量 平均 值 对 时 间 的 二 次 微 商 
题 1.65 证 明 力学 量 A( 不 显 含 :) 的 平均 值 对 时 间 的 二 次 微 商 为 
2 
PA 


H H Hamilton Ë. 
证 明 PER: 的 算 符 4 平 均值 的 时 间 导 数 为 


FAE fr ovod fE Ay 
ow Ow 
J PY. Ay — v AS; | 
* * i 一 一 一 
= 二/ WW AB - y )Awlax = AH] 
同 理 可 知 ，4 平均 值 的 二 次 时 间 微 商 为 


d dí 1— 1 py 
mi = yiia 可 ] 一 -zt H] 


.44- 量子 为 学 


1.66 坐标 算 符 平 均值 对 时 间 的 二 次 微 商 


题 1.66 证 明 对 于 一 组 波 包 ， 有 
d 多 
a” 


证 明 AHABIA- , FEAH =Z avo), 有 


-二 三 + Ë) 


167 RERI £ PAAR 


题 1.67 j FG pÆ, RRR, 
hh oF _ oF 
[prsF lzy ax, ' [so F]=ih o 


整 函数 是 指 可 展开 成 F(x, 站 =》， > Ca xe pr 的 函数 . 


mn klal 


üE BB 由 对 易 关 系 [x,, p,]= iñó,, 3 易 证 [x pr] =iħnp] Su [py , x ] = —ihmx” 16, > 所 


以 
[pe F]=[p,,2; > cr 入 人 = yc [pes xr lpi 
mn j.1=1 mn jd=1 
=> x CT'[—ihmx pr 8 27 9 cm (a Je 
mn j,1=1 mn _I=1 
„Ë, 2E 
i Ox 
同 理 可 得 
[x F]=ih2E 
opr 


1.68 Baker-Hausdorff A È 


m 1.68 EBA ARD, GÂ =Â =[å,8] ê, = 46]. 6 [ân] 
4 为 参 变 量 ， 则 有 如 下 Baker-Hausdorff 公式 


先 用 e? 的 指数 定义 式 直接 验证 此 公式 的 前 三 项 ， 接 着 作 一 般 性 证 明 . 
证 明 PSS 训 ,将 /CD) 按 1 作 级 数 展开 ,有 
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mmn A” 
UOA ) 0) 


对 照 上 式 ， 只 须 证 明 下 列 关 系 即 可 
Jo(0) = Ó 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 先 验证 前 三 项 . 将 F(4) 按 4 展开 ， 有 


eA pe 24 -[ 4 122 Ji 22 - 
En: 


只 含 如 的 项 的 系数 : =Â, 
只 含 生 的 项 的 系数 : ÂB-BA=[Â,ĝ 


只 会 信 的 项 的 系数 ; -ABA+ > heb + 


由 此 可 知 


M= Â et, JoOO=G 
(A) aAA „aâ A 
ra =Â e, FOO- Â 
d f(A jA ai 、 
AP =e e, fOO, 
假设 
dq”! LA a ~ 
I De Ce FPO =G. 
则 
< "a )=— Lfe MAE | eÁ | 
= Âe? ié, eà -eiâ ， e444 
| | Àó,] er44 - eal e 4À 
故 有 
f?) =Ó, 
得 证 ， 


1.69 Glauber 公式 
48 AÂ 326 A 4 Ê 4 ñ 
ez4ez jtrh é=[4,6] E5 4.548343. 


题 1.69 证 明 e% Â+Ê) = 44 AÊ =e 


证 它 是 上 面 Baker-Hausdorff 公式 的 特殊 情况 . 
证 了 明令 Fa) =ex4e28 ， 则 


. 46: 量子 力学 


OR OE = AyQ)+ yb e 
B2[48]5 46552, 易 证 [A",B]=n|A 和 Ar" mg s= BA" a [A,8]A51,. RA 
上 式 得 
PORTON EDTA [48] aaa 


=(Â+ + AÔ f (4) 
同 理 ， 可 证 
d . A 和 
a = f AXA+ B+A0) 
因为 [f,(4+ 记 +46) |= 0 ， 所 以 ， 可 对 上 式 积分 得 


2414541226 


f(4)=e 


1 2A 
¿À ; 48 -2A 
CAAtB) o AA 48.72 


_l Pe pê ' N 
Eet e e 27 ë _ BA2 “只 需 将 上 题 中 的 记 换 成 e 全 H é, =0 (n >2), Ml 


¿aB AA A AA Q" aA A A 
ee2Be AA => - AA R e AA =2 (e^ ĝe Ayn 
n! zon! 


A" a A A 2 3.220 
_ > aó + CY = e16+226, _ e44 
n! 
n 


号 与 C 对 易 ， 所 以 


i 2 六 
eA 828 _ e28 44 226 


170 ”对 吻 关 系 的 一 个 重要 结果 


题 1.70 设 包 及 不 对 易 ， 令 C=[ .| ， 设 C 与 方 对 易 ， 即 | 忘 C]=0. 证 明 
[Â 8" ]= 68" [Are |= 16688 
特例 
[eo |=Ce3, [4,70B)]= rb 
SÊ) ET URR Ê ERRRURN H RA. 
证 明 用 数学 归纳 法 . 因为 x=1 时 式 子 成 立 , 假设 [和 Br"!|=(n-DC8”?， 则 
[4.2"]=[A, 88" ]=[A, 8A + BA B=] 
= ChB"! + (n - DBCh"? 
HAS ÊN, |Â, 8] =n, 证 毕 . 
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所 以 | 
[å e ]= > we |= Darla] Xa L nôh = ACe’s 
对 于 特例 | À, ee | 只 需 令 上 式 中 4=1， 即 可 得 证 . 对 于 [人 sa] 
[Aro] azat =a [A 8] Zaf] 


=J na, CB” = CFA) 


n=1 


1.71 矢量 算 符 的 点 乘积 、 又 乘积 与 标量 算 符 的 对 易 关 系 


题 1.71 设 4,B 为 矢量 算 符 ,FF 为 标量 算 符 ,证明 
[F,A.B]=[F,A]-B+A-[F,B1 


[F,Ax B]=[F,A]x B+ Ax[F,B1 


证 阴 [F,A] B+A:[F,B]=FA.B-AF:B+A: FB-A.BF 
=[F,A.B] 
[F,A]x B+Ax[F,B]=FAxB-AFxB+AxFB-AxBF 
=[F,A xB] 


172 轨道 角 动 量 算 符 与 整 函数 算 符 的 对 易 子 
题 1.72 PFH, PA ib. 证 明 


.OF 
|Z.F]= ih 6 - iW x= 
证 明 [£ ple BF] lp Phe pr] 
由 题 1.67 结果 可 知 
[É F ]= = hr x 


1.73 轨道 角 动 量 与 动量 算 符 的 两 个 代数 关系 
题 1.73 证明 
Á xÉ + É x É = 2ihp 
iip xÉ - É x6)=|Ë°,ó ] 
注 在 证 明 这 一 类 题 时 ， 切 记 算 符 不 可 随便 交换 顺序 . 利用 三 个 关系 式 


-48> 量子 力学 


A- (BxC)=(AxB)-C 
Ax(BxC)= A,BC, —(A - B)C 
(Ax B)xC = A,BC, - A(B.C) 


其 中 4, B, C 是 矢量 算 符 . 上 面 采用 了 Einstein 求 和 约定 ， 以 后 也 一 直 采 用 . 再 给 出 几 个 常 
用 的 对 易 子 
[x,x ] = 0, [pi, p,]= 0, lxo p ,]= hó, 


[L,x ]= AERX [Lis Pj} = Bë Pko [L Lj] = iha; IL, 
以 及 
r xr =0, p xp =0, L xL =iħL, L=rxp 
证 明 ”用 分 量 来 求 
BxL+LxB),.=P,L, -BL,+L,pb,- Lp, 
=[b,,L,1+ IË, p.1= 2ihp, 
IP, .1=I +Ë +Ë, p, 


=ih(é xÉ -É x ñ), 
同 理 ， 动 量 在 》z 方 向 的 分 量 ， 也 具有 上 面 的 对 易 关 系 . 


1.74 矢量 算 符 与 角 动 量 算 符 的 一 般 代数 关系 
题 1.74 证 明 


x 
证 明 (L. Py =F- 
同 理 可 得 
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下 面 用 到 题 1.72 结论 D 
(É xó)- L = Qihó -p x É). É = 2ing -Ê =0=L (P x É) 
(6 xÉ) L = Qi — É x ó)-É = 26? = ó - (É x É) 
IP x(Éx6)) =ó LP -BLP)= PLP, = (LD; - ña br)p, = Ë b; b; 
[É xpp =É A-LO P= pA- G. p-p’ 

讨论 ”更 一 般 的 结果 ， 若 4 为 矢量 算 符 ， 即 


[L,,As]= iha, A, a, py = 1, 2,3 (1) 

则 有 

[L?,4]=ih(4 xL -L xA) (2) 

A xL +L xA = 2ihA (3) 
上 面 式 (2) 的 证 明 如 下 

IA]=L,L Ageg]= LIL, Aska +[Lo, As] g 
= 入 cop LAes+iha a A,Les=hA xL -L xA) 

其 中 利用 了 


A x B = Eopy Ba Bpey 三 ~ apy Mp Boe, 
式 (3) 的 证 明 : 由 式 (1) L,As = Agla + IRE ao A, 可 知 . 
LxA = Epy A Lge, = Eapy Le Ane, + iha a Eapo ñor, 
=—Á xL +2ihó, , Age, =—À x L +2ihA 
其 中 
Eapy Emp 三 260, 


附 关于 矢量 算 符 4 与 角 动 量 L 的 一 些 代 数 结果 . 
#L=rxp, IL o Ag]1=ig A, WE 


[天 ,4]= 访 (4 xL —L xA) (4) 
AxL +L xA =2ihA (5) 
[L ,A2]=0 (6) 


由 式 (4)、 式 (5)、 式 (6) 进 一 步 得 到 结果 
(AxL):L= A.(L xL)= ihA .L 


L.(A xL)=ihL .A 
(L<xA):A= L.(A xA) 

A. (AxL)=(4xA)- L 

(A xL)-A = -L (A xA) + 2ihA? 

A .(L xA)=-(A xA): L + 2ihA2 
L.(L<xAÀA)=iñL-A 

(LxA) L=iħA-L 

Ax(LxA)=A°?L +ihA xÀ -(A-L)A 
(LxA)xA =-A?L+ihA xÀ +A(L .A) 


-50> 量子 力学 


不 难看 出 本 酉 结果 是 上 述 各 式 之 特例 ，A4=P， 


175 P, 82 的 代数 结果 


题 1.75 证 明 
PË = 262 -E-P +h É 
a2 1 f2 2 1 2 2 3? 2 3 
=> +p =P -R| -一 + 二 一 
P r? Pr r? ər? r ər 
Ifin aal 
i£ ps Lepr Pt) 
2\r r 
证 明 L =( xó): (xB) ={F xó)x F]; P, 
=P- (PAD -RO MB =P Dib RBA D 
=F,(#,Pb, —ihó;)D, - (Ü ñ +ihó;)P, b, 
=F°P’ -ih P- Pf, -iht -p 
=7 Dp? —ihÉ P -(#,P -ih i)i P; — hr. ó 
= p’ +i p -E pY 
其 中 ,用 到 了 56; =3. 


在 球 坐标 下 =-ihvV = —in| e te T. £ es ， 由 径 向 动量 的 定义 
“Dr 80 ?rsing 2): 


v 为 任意 波 函 数 ， 故 有 


不 难得 到 
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r r r Or? r Ar ‘Br 
9 2) . 
=P S 2.0 pp 
P art r ôr P -P 
a Ë o PË /8 28 
=- = 一 一 十 二 ， 
P zY Pr 2 ar? r Or 


注意 MH 1.74, 题 1.75 证 明 的 是 算 符 恒等式 ,在 证 明 时 应 考虑 到 在 它们 的 后 面 尚 有 一 
任意 的 波 函 数 . 


176 L$ 的 混合 积 与 二 重 叉 积 


题 1.76 证 明 

xp) LE 

r r 

e p= F 22 5 

r Dr 

r < (£ xÓÉ)+(É x f)x— = 2 让 二 

r r r 
证 明 


Í =iħf xV =-ih| e, 0 -e — .0 
?80 sing 00 


Br É & PË B Z= Ae, [É,r1=0,[Ë,r1=0 


二 (É xó)=” (2ifp -p x L)= 2ih— -(2xe) L =2h2 3 E 
r r r r 
xÉ xp)+ (Exp) 
r r 
f aa (P F | [| pf r 
ianea hea] 
r r r r 
lapa opan sanl 
5y LP; + (L; DD) 
losa >, 1 opaa 
= (Lf, -ihe kh)5 +Ë Gp- ihô;) -LÊ Ê; —ihó; z 
-ifr pinli -ini l-ir plani. 
r r r r 
a Bl janiti] 2 1 iant 
r "ar r 
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1.77 关于 的 几 个 代数 关系 


题 1.77 证 明 
Expy =(6 xÉ =L x)-(@ xL) = PP ó° 
P xL) (É x 6) = Lp? +4B262 
(Ë xó)x (É x É)= —ihÉ6 ° 
证 明 下 面 用 到 题 1.72, Eg 1.73 结论 
(É x pY = Qihó -p x É 3° 
=(2i)2ó -pP +P x ËY — 2iB[ó - (6 x É) + (ó xÉ) p] 
= (2ih)2 P -P + (ó x É) —2ih[ó - (6 x É)+ ó .QR -p x Éy) 
=(6 xÉ) =(É xó): QB -p x É)=-(É xp) (6 x Ë) 
(xó = (É xó) (Ë x6)=[(É x6)x É]: ó 
=[É (BL) -EG - É))p, 
= Ë bL b, = Ê, (Ë b, —ihey D,)bD, = lp’ 
6 x É)- (É xp) = -Qihë -É x ó)-(Ë x É) 
=—2ió .Qi -P x É)+ (É x 6° 
=4É262 + Ë p? 
[É x6)x(É xó)) =É -BL xó)1- "tó (É xó) 
=É b (É xp); -ÈP -(2ihp -p x É) 
=(ñ,Ë, -he P XÉ xp); - 2iñÉ 62 
= ĝl (É xp) + ihip x(É x Py) — Ahi p 
=ihN[6ó (Lb) -EB -LD 2iñË 62 
=iñĝ Â p; - AALP’ =iA(L P; -ihep be)p, - nË, 62 
=ni? 
178 Schmidt 正 交 化 方案 


题 1.78 设 属于 某 能 级 五 有 三 个 归 一 化 的 简 并 态 Myy), WERE, BRE 
交 . 斌 找 出 三 个 彼此 正 交 归 一 化 的 波 函 数 . 它们 是 否 还 简 并 ? 


解 ” 可 以 用 线性 代数 中 的 Schmidt 正 交 化 方法 . 设 三 个 彼此 正 交 的 归 一 化 波 函 数 为 e), 
e2, es 不 难 证 明 


BIR 量子 力学 的 物理 基础 53. 
AP: hylaw), TA 表示 NRK; f =y- (e, -ws)e, — (e, Wa)e , EZ f 
的 模 长 . 


因为 eu ex es Eyyy 的 线性 组 合 ， 所 以 ， 它 们 仍 简 并 . 
179 ” 算 符 的 逆 


题 1.79 设 1 是 一 个 小 量 ， 算 符 4 之 道人 :存在 ， 求 证 
(Â -AÊ = A + A 14 + 224 184164 +. 
证 明 ALTURA A 157 ABATY, HU 


n=0 


(A-4ByA 7151 Aa" (BA TD" 
n=0 


= > An (BA — A(BAT D A" (BÀ ly: 
n=0 n=0 
= Sarba y - Y (BA) =A°(BA-1) =1 
n=0 n=1 
左边 (4- 4148)(4- 4 人 -=1， 
1.80 算 符 的 导数 


题 1.80 RAR ACO 依赖 于 一 个 连续 变化 的 参数 # ， 证 明 它 对 5 的 导数 定义 为 
š ÂE) = im E+- AG 
证 明 (1) 用 微 积 分 中 的 Leibniz 法 则 I 
-lm +A) 
en0 £ 


_ 到 | Aro ĝt +o- B®) , GDELOF? D 
£— £ 


-P,G 
dë dé 

d ¿42 dÁ. aa dÁ 

(2) 0= 一 (4-14) = 一 AA 
dE Maz dé 
d ¿a 3da 
(Â= -A71 
aE, ) A 

(3) Au. d 


1.6 n _ 1 AnA nl _ A iOc 
qz TE pi E 2 66625 =iÓe 


. 54. ”量子 力学 


1.81 Virial 定理 的 应 用 


题 1.81 对 特 次 势 y =Q| 呈 ,分别 就 >0 和 <0 情况， 用 Viral 定理 过 论 存在 束缚 
Bf, n 的 取 值 范围 
解 由 Virial 定理 (T) = (Z). e 因为 宕 次 势 是 对 称 势 ， 只 考虑 x> 0 的 一 边 . 


w > 0 ,束缚 态 存在 的 条 件 是 (T) >0 
(T) =al) >20—n>0 
a <0， 束缚 态 存在 的 条 件 是 (E) <0,(T)>0 


()=za()>0=>(z)= (T 1v) a(i )<0=-2<n<0 


182 态 随 时 间 的 演化 


题 1.82 对 一 个 系统 ,物理 量 算 符 A 与 良 不 对 易 . 其 有 本 征 值 为 a;/、as， 相 应 的 本 征 


_ u +u, -474 
ó = Z ， 内 万 

XE m, mH Ê HRERS, MAKEAN Ei 与 E,, 若 系 统 的 初 态 为 有 (1=0) , EA Â 

在 上 时 刻 的 平均 值 为 


(人 = 所 + a, 一 0 。 is (E, — E,3t 
2 2 h 


证 明 设 初 态 
0) 4 = h tD 
w(0)=& No 


然后 在 每 个 u; 38 _EAREN-T: expiot), Ë =). 即 得 到 上 时 刻 的 态 


_ expC iat) +u, exp(—io;t) ar h tu, Ul — uz 
y(t) V2 G /2 + C, JZ (1) 
= Cé, + C,ó, = U +é,)exp(—iO,t) + Lg —ó,)exp(—i@,t) (2) 
最 后 一 个 表达 式 是 wb 用 人 的 本 征 态 蕉 加 而 成 . 所 以 A 的 平均 值 显然 是 
(3)=IGPa+lcPaw G) 


由 式 (1)、 式 (2) 相 等 可 得 
C +C, =exp(iat) CGC~C,=exp(-iw,t) 


因此 有 
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Ci = 3[expCion +exp(-iw,t)], C= [expCion 一 exp(-iet)] 
a ee o 


将 式 (4) 代 入 式 (3) 给 出 


=s [1 + coson 一 02)t]， Ic, 


(A)= hta a Ga co É -5 )t 
2 2 À 


183 力学 量 平 均值 随时 间 的 演化 


题 1.83 RERA m 的 一 维 粒子 在 势 场 Yo) 中 运动 , RERA v, D. (1) 证 明 其 位 
置 与 动量 的 平均 值 的 时 间 演 化 分 别 为 
d 
Sal, leE) 
(2) 解释 上 述 结果 的 物理 意义 . 
E (1) 设 4 为 某 一 力学 量 算 符 ， 则 
全 -ra 
若 4 不 显 含 时 间 ， 则 
TECEN 


dt ih 
RE Â X Hamilton 算 符 . 2 À= £ , WA 
d, lia a 
qe) =z - Bg) (1) 
设 Hamilton 算 符 为 
2 
H= +V(Š 
2m 
RA 
Å - Be = 1 (492 -pa = - É 
2m im 
代入 式 (1) 得 


d 2) (2) 
m 
为 了 证 明 第 二 个 关系 式 ， 令 人 = 户 ， 我 们 有 
TO-A] 
dt ih L: ° 
- P ve), 
*| d d @ 
=-fy [Eve ves o 


__ + dV(>) — _ dy 
J e= (E) 
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在 上 式 中 用 了 结果 | 
ER annv {a 

D 式 (2) 的 意义 是 粒子 的 速度 可 以 用 两 种 等 价 的 方法 计算 . 假定 我 们 有 一 个 可 用 很 好 

的 局 域 的 波 包 表 示 粒 子 ,在 连续 的 时 间 刀 和 ,这 个 波 包 的 位 置 如 题 图 1.83 所 示 , (x) A (x), 


相应 于 与 和 思 刻 粒子 的 经 典 位 置 ， 所 以 速度 为 人 -人 
w 


a 


I t 
rol? 


— (x) (xh 
题 图 1.83 | 
当 -4 趋 于 0 时 ， 上 式 趋 于 从 ,另外 我 们 还 可 以 由 ww 及 计算 动量 的 平均 值 
(及 = | bvax 
然后 用 mm 相 除 得 到 速度 的 平均 值 ， 这 两 种 方法 相等 
B F = SË ， 所 以 式 (3) 说 明 力 的 平均 信 等 于 动 量 平均 什 的 变化 率 . 如 果 粒 子 足够 局 


域 可 以 用 一 个 足够 秦 的 波 包 表示 ， 则 算 符 的 平均 值 相 当 于 观察 量 的 经 典 极限 ， 即 式 (3) 相 当 
于 牛顿 第 二 定律 ， 也 是 对 应 原理 的 一 个 例子 ， 这 就 是 说 当 系 统 可 以 表示 为 一 个 很 局 域 的 波 
函数 ， 量 子 力学 必然 产生 与 经 典 力学 同样 的 结果 . 式 (3) 即 为 Ehrenfest 定理 


第 2 章 一 维 定 态 问 题 
2.1 自由 粒子 波 包 的 扩散 
题 2.1 yY(z 力 是 质量 为 放 的 自由 粒子 的 一 维 Schr5dinger 方 程 的 解 .y(z0) = Ae% A, 
(D 求 出 r=0 时 ， 动量 空间 的 所 D RE yG). 
解 OD ypo- za” = f ya, Od 


A ° -x? ipx Áa a? P 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dx = 一 一 6 
(ny [Fef 2 h V [ ar “J 
(2) 由 动量 空间 Schrödinger 方程 
ð _ P 
ih a w(p.t)= Hy(p,t) = am w(p,t) 
即 
ip*t 
w(p.t)= osas- 2 到 | 


Aa a2p2 ipt 
,1) =—= exp| 一 一 一 -一 
Gn Sai | 4h? 2mh 


- 1 f ipx 
A [we( jweo 


Aa x 
Va? + 2iht/m | (a+ i 
如 果 我 们 直接 注意 到 自 hig SERRAT EN REER KREE, a 


YeD= = [` Wp, Oe mdp 


a” 


_ 1 ° Aa ap’ ip pt 
A Lal 4 j= [| h 2mh J |P 


_ Aa exp] - x 
Va? +2iht/m (2° +2iht /m) 
与 前 面 结 果 相 同 . 
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22 自由 粒子 运动 的 普遍 解 
题 2.2 证 明 
wo i(x—y m 


1⁄2 
m 
,.)=|— 2m ,0)d 
w(xt) G J f e w(y,0)dy 


是 初 条 件 为 w(x,0) ( 设 为 已 知 ) 的 波 包 的 自由 粒子 运动 普遍 解 . 
证 明 将 上 式 代入 自由 粒子 的 含 时 Schr6dinger 方程 


„ô R g 
TA i 22 Ot) 


左边 为 
1⁄2 so i(z—y m 
ha Zya x,t)= -到 5] fe ah y (y,0)dy 
1⁄2 ipm 
m ° (x-y m 
+ fe” je booo 
又 因为 
a m 1/2 Heym i(x— ym 
v0- (2 [ew [2e pr ooo 
所 以 Schrödinger 方程 的 右边 应 为 


K a hí m J. ra Pm (e 22E im 
> ,0)d 
2m Bx a D) = -H J: > th h v(y,0)dy 


1⁄2 oo iym 
-( m ) Fe ar azn zoow 


2niht -oa 22 


比较 可 知 ， 左 边 等 于 右边 . 
m 万 工 ，， 
Qas’ 注意 到 = 9 i), 有 


= [7 ¿ee 
VoD) = -DE Eyyy 
因为 (x- 力 = lima p Eee” ， 所 以 有 
ao T 
ws0)= f" Sa- py,0dy =p, 0) 


23 ”粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 的 运动 


题 2.3 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 维 无 限 深 势 阱 (0< x< a ) 中 运动 ，!= 0 时 刻 的 初 态 
波 函 数 为 


第 2 章 一 维 定 态 问题 .59. 


w(x,0) =, Ë 十 COS T Jan E 


(1) 在 后 来 某 一 时 刻 必 的 波 函 数 是 什么 ? (2) 体系 在 1=0 和 41- 加 时 的 平均 能 量 是 多 少 ? 
G) E= Bi, 在 执 时 左 半 部 (0<x<3 ] 发 现 粒子 的 概率 是 多 少 ? 
解 (D EDRI RIRRT NESKEA fv, = fal, 相应 的 能 量 


weh 
7: 


” 2ma 
将 := 0 时 刻 粒 子 的 初 态 波 函 数 用 这 组 定 态 波 函 数 展开 
w(x,0)= > Aw, 


w (x,0) = Ay + Ayy, 


weas Éa f 
renf pen) e) 


t = to HIA T pA 3k 
yirt) = e /hyy(x,0) = e Bo A, + e ib fh Ay 


-otan Ë paz sesan | [Piz 
5 Va a S| Va a 


N A 4. 1 Anèh? 
(2) 1=0 时 ， (B= [y (@0)Hy(x,0)dx=-—E, +-E,=—— i tenhi, 同 理 可 得 , 能 
5 5 5ma 
量 与 :=0 时 相同 . 
(3) 


fav Got) yn) 
a 
P CO A yy + e fh Ay) (EEO A yy, + e inn Au)dx 
a 
2 E, ~ E)t 
= [| Av? + yb +24 pv cos BD a 


a 2 
=f Ey Pape 2 in? Z Bgin T sin 2 cos 7 J a 
5a 5 5 2 


a a a a a 2ma 
=f? 4f- cj 二 人- cos 4 Ecos- cos cos hto dx 
Sa a Sa a Sa a a 2ma? 
1 16 _ 3x2hr 
=— e 
2 i5r 2ma2 
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24 一 维 盒 中 的 粒子 
题 2.4 质量 为 w 的 粒子 处 于 长 为 1 的 一 维 盒子 中 
V =e, x<0 
V=0, O0<x<1 
V ==, x>l 
在 上 =0 时 刻 ， 该 粒子 波 函 数 为 
v= 0O<x<! 


y=0, x>1 或 x<0 
求 w(x,1>0) 的 级 数 表示 式 和 级 数 系数 的 表达 式 . 
解 ”本 征 函数 和 相应 的 能 级 分 别 为 


2 TX Kn Y 
= É in| —n |, E =—|—n|, =1,2,3,.… 
y 7 saf 7 n) r= t n) n 


而 
! 2 . í wx 30 
(ve =0)=f ar Boin BF) Pre- 
3 
=4/15 (+) (1—cosnm) 
=4/15 {+ -] -CD7] 
所 以 
w(x,t) = > (| y(t= 0)) A) op -有 r) 
n=1 
= v 3 1 | . 2n+1 Ej | 
r Qn+D sa( 1 "J 
25 平面 转子 


题 2.5 自由 转子 -一 一 个 量子 ” 刚体 ”， 具 有 惯性 矩  ， 自 由 地 在 xy 平面 内 转动， 
$ 为 转角 . D 找 出 其 能 量 本 征 值 E, 和 本 征 波 函数 (从 ; D 在 t=0 时 转子 由 波 包 


2 
W(0) = Asin*g 描述 ， 求 在 :>0 时 的 w(1). 此 系统 的 Hamilton Ryu ==. 
解 (1) 写 出 其 Schrödinger 方程 
大 02 


—— .— y= É 
Try sad 


解 此 方程 可 得 


第 2 章 一 维 定 态 问题 “61. 


w(é) = Ac"? 
其 中 k= —_ 利用 波 函 数 归 一 化 条 件 可 求 出 


a= L 
2n 


再 利用 周期 边 条 件 w(2z) = w(0) TA k AER, Benl l: 


能 量 本 征 态 为 
= | in 
v, (é)= mo 
能 量 本 征 值 为 
242 
= ， n=0,+1,-. 


(2) t=0 时 的 波 函 数 w(0) 用 这 一 组 本 征 波 函 数 展开 


。 2 1—cos 2¢ A A es + Ed A A 2i¢ -2iġ 
= = A -一 一 | 二 一 一 一 三 一 一 一 十 
(0) = Asin“ é [ > 277 7 > 4 (e e) 


y(t) = e- 遍 /or(0) „AA [e C2H2) 上 eriC2g+28115] 
2 4 


由 归 一 化 条 件 ，|4| [sin* gdgp =1， 有 


A=— 
3n 


26 禁闭 在 一 维 盒 中 电子 对 器 壁 的 压力 


题 2.6 一 个 电子 被 禁闭 在 一 维 盒子 中 ,并 处 于 基态 上 . 盒 宽 10-1l0m ,电子 能 量 为 38eV. 
HAO 电子 在 其 第 一 激发 态 的 能 量 ; O 当 电子 处 于 基态 时 盒 辟 所 受 的 平均 力 . 
解 ” 设 盒 宽 为 a， 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 ， 能 量 本 征 值 为 
nr R 


 2ma2 


22 
B= AT S AB, =4x38=152(eV) 
2ma 


(2) 利用 Hellmann-Feynman 定理 
dE, (A) _ Ê (x,A) 
då 82 


(Fy= 3 = _2Â -dd Nh 
ða ða da dal2ma 


242 
=— z =~ 76x10 em" “eV) 
ma 


y; OD, ad 
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27 FARES BE 
题 2.7 考虑 质点 在 下 列 势 中 运动 的 一 维 问题 
V ==, x<0 
V =0, 0<x<a 


V =V x>a ° 


(1) 证 明 束 缚 态 能 级 由 方程 tan(V2mEa/ 有 加 =[E/(Vo -EN 2 给 出 ; (2) 不 进一步 求解 ,大 致 画 
出 基态 波 函 数 的 形状 . 
解 (1) Schrödinger 方程 
O< x<aRBf 
"+ 2mE y=0 
R? 
x>ahf 


2 _ 
多 "十 Wo 
边界 条 件 : x=0 时 w =0,x 一 +w% 时 y 0. 合乎 条 件 的 解 : 0<x<a 时 w = sin(V/2mEx/h) ; 
x>a 时 y = Ae VVE . 由 Unw) 在 x=4a 处 的 连续 性 可 得 tan(V2mEa/ 阴 = 


[E KV ~ ET. 
(2) 基态 波 函 数 的 形状 如 题 图 2.7 所 示 . 


y(x) 


题 图 2.7 


28 H=H + p 的 求解 
m 


2 
题 28 ERV 中 作 一 维 运动 的 粒子 ， 其 运动 决定 于 Hamilton 量 H, =P +V, 


其 中 p= 为 动量 算 子 . 设 89,n=12,… 为 及 的 本 征 值 ， 现 考虑 Hamilton E 


H=Ho+ p. AHED AEA, m UE, j H KKE. 
解 ” 新 Hamilton 量 为 


2 
H=H,.+ p= P, pV 
m 2m m 


第 2 章 一 维 定 态 问题 “63 ， 


2 
e +V- 2 
新 波 函 数 w 与 旧 波 函数 wo 间 的 关系 为 
y= y Peh 
其 相应 的 本 征 值 为 
E -p2 
n n 2m 


29 ”一 维 束缚 态 的 逆 ( 反 散射 ) 问 题 (1D) 


题 2.9 粒子 在 一 维 势 场 中 运动 ， 其 束缚 定 态 波 函 数 为 


T5 
(1) w(x)=+ V16a° 


Ca -x ), |x] <a 
0, |> a 
(2) YO = Jae 221: -æ<x <0 


(8) yix) =V2a xe d _ o < x< 
求 粒子 相应 的 能 级 及 势 场 V(x) . 
解 ” 这 是 一 维 束缚 定 态 的 逆 问 题 ， 亦 称 为 “ 反 散 射 ” 问 题 . 由 


"> 4 t vo) (x) = Eyg (z) 
则 有 
R 1 d 
VOS Etu O) mY -exe D 


如 果 给 定 一 个 定 态 波 函 数 wz(9 ， 则 由 式 (D) 可 给 出 YC9 - 互 ， 欲 分 别 求 出 已 和 Y(z) , 
还 需要 附加 条 件 ， 例 如 设 定 Y(z) 的 零点 . 


(1) 对 于 
wo- mj _ x2), h] <a 
0, jx] >a 
由 式 (1) 有 
Ë 
< 
yoD= ma — a?) <a 
0, |x] >a 


取 x=0 处 VCoD=0， 得 


Ë x 
2 — ， < 
- Væ) =1 ma? xX — a2 <a 
ma eo, la >a 
d2 
(2) 利用 zal =2ó() K 
ya) = Jae 2, —% < x<% 
有 
Ka Ra 
V(x)= E+ p O 
得 到 
K 2 2 
(3) w(x) = V2o2) xe, -oo<x<o， 则 
2 2 52 
V(x) =E + + so) 
m mjs 
得 到 


2 2 2 
Esa ve=- 18 | 
2m m |x| 


2.10 —# 3 3 & BJ 38 ( K tk 31) E] B Q) 


a22 
题 2.10 一 维 运动 粒子 处 于 能 量 本 征 态 w(x) = Axe 2 ， 求 粒子 所 处 的 势 场 . 


2 
解 由 -OtV OO) = Ey , 有 


可 得 
2 2 4 2 
VE 3a“h MAC AS 
2m 
若 令 V(0)=0，,， 则 
3a R? h 
= (x)=— 2 


2.11 一 维 束 缚 态 的 逆 ( 反 散射 ) 问 题 (3) 
题 2.11 考虑 如 下 一 维 波 函数 


w(x)= a=) e m 
Xo 


第 2 章 一 维 定 态 问题 65. 
其 中 A, n 与 加 为 常数 . (1) 利用 Schrödinger 方程 ， 求 位 势 V(x) 和 能 量 E， 对 于 它们 ， 该 波 
函数 为 一 本 征 函 数 (假设 当 x — oo BF, Va) > 0). (2) 在 你 看 来 该 势 与 轨道 角 动 量 为 ! WA 


原子 态 的 有 效 径 向 势 有 何 联系 ? 
解 (D 定 态 Schrödinger 方程 为 


2 2 
É 4 + vœ] w(x) = Ew(x) 


2m dx? 
HEH RA 

n-l n 
Sd oza) enga X) L er 
rosa eE) 
2 n-2 
Evo) = TD Ë J er 

n-i 


2 
x XX Q 


由 定 态 Schrödinger 方程 ， 两 边 消去 w(x) ， 得 


2 
e-v- k. ri 


2m) > xx g 


当 x 一 oo ，V(x) 二 0 ， 因 此 


HV) A 


(2) 氨 原 子 有 效 势 为 
e K I+D 
一 -一 十 一 一 :一 一 一 一 
r 2m re 


故 V(x) PERF? 的 项 与 所 原子 势 中 正比 于 六 的 项 形式 相同 , V(x) HEEF R 
n 有关 ， 而 气 原 子 势 中 库仑 项 却 与 1 无关， 这 是 两 者 的 区 别 . 


212 ”一 维 束 缚 态 的 逆 ( 反 散射 ) 问 题 (4) 


88242 ” 设 波 函 数 w( 避 = aE] e “是 一 维 势 y(z) 中 的 能 量 本 征 态 , 其 中 A, n, a 为 党 
数 ， 当 x 一 0 时 ，V(x) 一 0 , 求 粒 子 能 量 和 V(x). 


2 
解 由 -V +tV OW = Ey(x) 有 
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K y") +E 
2 ya) 


V(x)= 
将 w(x) 代 人 上 式 有 
R 2 2n 4 1 
V(x)= Zan- Dx “”—— + 4 +E 
2u a . 
FRx—0BF, VO)—-0, Ak 


1 
E=-— 
a2 


R 
V(x) = Hnn- Dx- 2 
2⁄ a 


2.13 半壁 无 限 深 和 和 有限 深 对 称 方 势 阱 存在 束 缔 态 的 条 件 


题 2.13 考虑 下 列 一 维 势 阱 ( 题 图 2.13(a) 和 题 图 2.13(b)). (1) 对 任意 小 的 阱 深 Vi , 每 个 
时 能 有 一 个 束缚 态 吗 ?定性 解释 之 . (2) 对 于 Vi =V, , 两 阱 东 强 态 能 量 之 间 的 关系 是 什么 ? 
(3) 对 给 定 能 量 的 连续 态 ， 每 个 阱 可 有 多 少 个 独立 解 ? (4 定性 解释 ， 怎 样 才能 有 这 样 一 些 
束缚 态 ， 比 起 在 阱 内 来 ， 它 们 更 像 是 在 阱 外 . 


题 图 2.13 


E (D 和 (2) 两 小 题 的 解 此 处 略 . 

(3) 对 能 量 E 给 定 的 连续 态 , 阱 (a) 仅 有 一 个 独立 解 , 即 在 x= 0 处 y HER ER E, 
阱 (0) 有 两 个 独立 解 ， 对 应 于 沿 x 轴 正 向 和 负 向 传播 的 两 个 ^ 行 波 ” 解 . 

(4) 这 等 价 于 要 求 (以 奇 宇 称 解 为 例 } | 


,处 于 阱 内 的 概率 _ kË 4 sin” kxdx 
> 处 于 阱 外 的 概率 = r 2c-2kxdx 


B? eke 


_ sin 2Z 

A? ka (-=2)- e” 3 1_ sin2¿ K 2 
2ka ) (sing) e-2 2 J sin? £ 

1/2 

RP G pp EE REAGERAR ANM, č=kan= ka k =E) 


sin £ 


k= | 2 D). 


第 2 章 一 维 定 态 问题 :67. 


描述 Schrödinger 方程 的 本 征 值 解 的 下 列 方程 组 


—¿cot¿ =7 
e= 2 2 
x 2 
ee = ; n =0,1,2,:-:: 
时 ， 有 解 


代 人 上 面 概率 比值 的 表达 式 中 ， 可 知 这 时 


E) o 
sin“ é 


就 会 有 所 要 求 的 情况 出 现 
2.14 óD 09 S 


题 2.14 质量 为 m 的 粒子 处 在 一 维 短程 势 V(x) =—V,ó6(x) 中 ， 求 束缚 能 . 
$ Schrödinger 方程 


K d 
“mn 42 ~z Vð (x) y(x) = Epyx), E<0 (1) 
在 离开 原点 处 ，Schr5dinger 方程 
2 
-24 y= Eyo) 


解 为 
Wi = Ae®, x<0 g2 2mEË 
ynr=4ec， x>0 Ë 


在 原点 附近 (~s,s) 积分 式 (D)， 并 取 极限 一 0 
ff d +e 
lim E Eno) im T Ey(x)dx 


E00 ~g 
于 是 得 
= 


lim[ly (te)—w'(-e)+— (0) = 0 


. 68 . E T 3⁄ 


lim|—Ake ee — Ake ES] + 2 4 =0 
s>0 h 


得 


mVo 
= 
2mE 
BF = 所 以 
-Vo 
2R? 


215 56 势 阱 的 束缚 态 中 ,使 粒子 处 于 ||< 加 的 概率 为 1/2 W xo ë 


题 2.15 质量 为 m 的 非 相对 论 粒 子 在 势 V(x) = -a5(x) 内 作 一 维 运动 . 粒子 处 于 束缚 态 . 
Ro, 使 得 粒子 处 于 由 < 加 的 概率 为 


E ”束缚 态 忆 <0 
2 d 
-入 入 -wv = Ey(x) (1) 
tim f ax, 得 
£€—0' ee 
v'(0')-w'0-)=- aO) @) 
由 (D， 考 虑 到 zx= +teo 处 的 有 限 性 ， 得 f 
Ae ; x<0 
w(x) = k= 一 2 
Be er， x>0 h 
RAQC 
所 以 


w(x)= Aexp É 3 


2f% x 
P(|x|< x) = 2|A| Í, exp(-2ma Z Jax 


2 
=2JAË x h [es [2528 ) 


2ma 


1 00 
=5f vofa 
R 
2ma° 


-32A 
2 
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所 以 
2 
Xo =Ë m2 
216 VO- 2 —a<x<e 
oo， x<-a 
W 2.16 对 一 质量 为 m 的 粒子 ， 有 一 个 一 维 量子 力学 势能 ， 如 题 图 2.16 所 示 
fe, 一 4<X<o 
V(x)= 
%, x<—a 


[suan Fa, e= 7E, c-2 | 在 1=0 时 ， 粒子 波 函 数 完全 禁闭 在 -a <x<0 的 区 域 


中 . (1) 写 出 :=0 时 粒子 最 低能 量 的 归 一 化 波 函 数 . (2) 给 出 能 量 本 征 沙 数 

Yi =y), payi) 
所 必须 满足 的 边界 条 件 . 其 中 两 区 域 为 D -a <x<0 及 (QDx>0. (3) 求 两 区 中 满足 边界 条 
件 的 能 量 本 征 波 孙 数 (实数 的 ) 解 , 准确 到 一 个 常 因子 . (4) 1=0 时 的 波 函 数 w(x) 可 表示 为 能 


REFERE O 的 积分 
v= f FR) Ck 

指明 怎样 从 解 w0x) 确定 SE. (6) 利用 f 给 出 一 个 波 函数 随时 间 演 变 的 表达 式 . 经 过 

长 时 间 后 ， 大 的 什么 值 支配 着 时 间 过 程 ? 


Z 


题 图 2.16 


解 (1) 要 找 的 波 函 数 yw(x) 满 足 边 界 条 件 w(-a)=w(0)=0. 对 满足 这 两 个 边界 条 件 并 
定义 在 -a<x<0 中 的 函数 类 ， 有 如 下 一 组 正 交 、 归 一 、 完 备 基 


2 ' (=) 
一 Sin| — |, ~a<x<0 
é, (x) = a a 


0, 其 他 
这 里 n= 1, 2,. `... 它们 在 [-a， 0 内 满足 Schrödinger 方程 ; 并 且 


2 
(lH Iga) -Eð E, -2 (2z) 


所 求 的 归 一 化 的 最 低能 量 波 函 数 为 
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[P(E —a<x<0 
w= ta a 


0, 其 他 
(2) 这 时 的 Schrödinger 方程 为 


Ko d 
“m a” +Wó(x)y = Ey 


或 
w'(x)+ kay(x) =aó(x)w(x) 
边界 条 件 为 
oo)=0， Yi(O)=wzO， yw 站 (+%)= 有 限 
y™ (0)—y (0) =ay!(0) 
最 后 一 个 关于 导数 不 连续 的 条 件 是 将 Schródinger 方程 对 包含 x=0 点 的 小 区 间 [-s,e] 积分， 
令 c 一 0 取 极 限 而 得 . 
(3) 满足 (2) 中 方程 和 边界 条 件 的 解 为 


Wi (x)= c; sink(x + a), —a<x<0 
Wi (x) = Wi (z) = c, sin k(x + a) + A sin kx, x>0 
0, x<-a 


由 (2) 中 边界 条 件 可 得 
-1/2 
. 2 inka” asin2ka 
A, = =sinka, “El + | 
(4) 将 t=0 时 的 波 函 数 y(x) 按 上 面 wi(x) 展开 | 
y= f” FW Ck 


j N" vi yar= {fF ye GT adka 


= [T FOSE kak = fE) 


O= | yod 
O 由 于 
v= y0) = |” fa), G0dk 
所 以 
vd) = fay We 


在 1=0 时 , 粒子 处 于 宽 为 a 的 无 限 深 方 势 阱 的 基态 上 ， 是 个 波 包 . 当 1>0 时 ， 由 于 6(x) H 
全 的 可 穿 透 性 ， 总 趋势 是 波 包 要 弥散 到 x>0 区域. 为 具体 研究 起 见 ， 先 计算 FG) 
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0 
fj0D=| a sink(x+ a): Z sin dx 


-Er 


sink(x + a) 
(x, Wu == | ed 
ef) sink(x + a) + TSinkasin kx 


IH E, = 一 一 : 大 括号 中 取 上 一 行 还 是 下 一 行 要 视 等 式 的 x 取 值 在 娜 个 区 域 中 而 定 . 

Hro ai, 振动 因子 e* 人 “无限 加 快 , 而 积分 号 下 其 余 函 数 关 于 上 是 正规 禾 不 = ma 
并 非 极点 ) ， 因 此 对 任何 给 定 的 x 值 ， 积 分 所 得 的 w(x,?) 均 趋 于 零 . 显然 ， 当 1 很 大 时 ， 小 波 
数 上 的 成 分 起 主要 作用 ， 此 时 粒子 实际 上 已 ”逃离 ”[-e,0] 区 域 . 


2.17 ”一 维 束缚 态 逆 问题 
题 2.17 处 于 一 维 势 V(x) 中 的 一 个 质量 为 M 的 粒子 ， 其 波 函数 由 下 式 给 出 


axe Pre» x>0 
y(x t)= fa ; 
x<0 
Hra, my 都 是 正常 数 . (1) 粒子 处 于 束缚 态 吗 ? 为 什么 ? (2) 测量 到 粒子 的 总 能 量 为 
E 的 概率 密度 p(E) 等 于 多 少 ? (3) 用 已 知 的 量 求 出 V(x) 的 最 低能 量 本 征 值 . 
BE ”该 粒子 处 于 束缚 态 . 因为 其 波 函 数 在 无 穷 远 处 为 零 lim w(x,t) =0 


im yot) = Jim axe berihx=0, p>0 


将 x>0 时 的 波 函 数 w(x,f) =a FURA Schrödinger 方程 . 


nÊ W000) = #3 +V (x) |w(x;t) 
2M Ox? Í 
则 得 
一 r=- -28)+V 
JAD x-28)+VO)x 
由 此 可 解 出 x>0 时 的 势 


Va)=-7+ > r(e- 2A 22) 
现在 求 势 V(x) 作用 下 向 于 的 定 态 流 了 才 vO 满足 方程 
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2 2 
-关切 -4 + ve =(E+7We(X), x>0 


即 
dyr) 2M _ 0 )\ Bl =0 
a M arz, 2M mr]: M J 
ES 242 2 
1 Bi h 2_ h" 
E =E+y 2M” e= M 
则 以 上 方程 化 为 
Pu), 2M 


wx ky meuo- 0, x>0 


注意 到 yz(x) 一 守 >0 , 即 知 上 式 为 1=0 的 氢 原 子 径 向 波 函数 y, 0) = xR, (x) 所 满足 的 方 
程 . 这 里 相应 的 Bohr 半径 为 


“Me p 
而 能 级 为 
， Me 1 PRI 
Boog w a E 
所 以 


所 以 ， 最 低 的 能 量 本 征 值 为 


E, = 一/ 
FDE BATHERE yt) =a en oc ys eA, 
_ J #=-y 
p(E)= Bay 
218 VO)=-a60+v, Vl *<0 
. (x) =—GóÓ(x ， = VW, x>0 


题 2.18 MEX u 的 粒子 在 一 维 势 场 
V(X) =—aó(x) + V', = *<0 
VW» x>0 
中 运动 , 其 中 必 与 功 均 为 实数 , C) 试 给 出 存在 束缚 态 的 条 件 ， 并 给 出 其 能 量 本 征 值 和 相应 
的 本 征 函 数 , (2) 给 出 粒子 处 于 x*> 0 区域 中 的 概率 , 它 是 大 于 1/2, 还 是 小 于 1⁄2, 为 什么 ? 


解 在 此 势 场 中 的 束缚 定 态 能 量 E<0 , 令 
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24E 24V +E 
E=-|E|, £= zelal, y= et tiep (D) 


不 包括 x=0 点 的 定 态 方程 为 


2 
2 =y} x<0 
2 
~p =Z) x>0 2) 
w(x) 满足 条 件 f 
w(0O')=w(0 ), — w(zoo)=0 (3) 
(0) -w'(0")= -EZ yo) (O 
方程 (2) 满 足 条 件 (3) 的 解 为 
Ae, x<0 
TOE ii (5) 
Ae >, x>0 
将 式 (5) 代 入 式 (4) 中 得 
2u0 
或 者 
2uVo +E) _ 2za _ 2 可 © 
式 (6) 两 边 平方 ， 得 
24 想 112ue2 _ 
R = | p2 v) (7) 
显然 | 有 解 的 条 件 是 
2 2 2 
人 >W， 或 > 
这 正 是 存在 束缚 态 的 条 件 . 由 式 (7) 得 f f 
R Í 2002 Í : 
El = He _ 
加 Bua? | h? v) | (8) 
即 


2 2 2 
相应 的 波 函 数 如 式 (5) 所 得 , 其 中 有 与 y 是 由 式 (1) 与 式 (8) 决 定 的 已 知 量 . 常数 4 由 归 一 
化 条 件 确定 为 
A 


+y 
粒子 处 于 x> 0 区 的 概率 为 
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2 [° -yx = £ 1 
14 fe 3 


这 是 因为 8>0,y>0,p<y. 


219 VD co, x<0, x>a 
: O) = gaó(x—a/2), 0<x<a 
题 2.19 一 个 质量 为 4w 的 粒子 在 一 维 势 场 
yn- oo, x<0, x>a 
e a, 0<x<a 


其 中 ，c 和 a 为 正 的 常数 ， 求 第 一 激发 态 能 量 ， 并 讨论 a 一 0 时 的 定 态 能 量 . 
解 在 x<0,x>a 区 ，yw(x)=0. 在 0<x<a 区 ，w(x) 满 足 方 程 


b? dyw a 
-2 + -2jv -Ey (1) 
及 条 件 
a a 
y(0)=0, y(a)=0, [£] [ (2) 
[Eg 225) (3) 
YIT Yz a a 
方程 (1) 的 一 般 解 为 
wi(x) = Asin(kx + p), O0<x<a/2 
vo.(x)=Bsin(kx+@,), a/2<x<a (4) 
2HE 


FP k = > ' 如 果 a =0 ， 则 V(x) 变 为 宽 为 a 的 无 限 深 方 势 阱 . 这 时 条 件 (3) 变 为 


ft at , a _ 
TORSE 5 
Xj a =0 的 无 限 深 方 势 阱 ， 波 函数 的 一 般 解 也 是 式 (4), 但 波 函数 满足 的 条 件 是 式 (2) 与 式 (5)， 
a =0 和 &z#0 两 种 情况 的 唯一 差别 是 w'(x) 在 x=a/2 处 波 函 数 的 值 为 0, 则 a 0 对 应 的 条 
件 (3) 就 变 成 了 w =0 HRES, ya) 在 x=a/2 处 是 连续 的 . 这 样 的 波 函 数 就 成 为 两 种 势 
阱 中 的 定 态 波 沙 数 . 我 们 可 以 检验 无 限 深 方 势 阱 的 定 态 波 函 数 


2 . nnx 
W(X)= ,| 一 Sm 一 一 ， 
a CQ 


看 其 中 是 否 有 满足 条 件 w,(a/12)=0 的 . 显然 2 = 2,4 6… 的 Wo(z 满足 这 个 条 件 ， 他 们 也 是 
xx#0 的 势 阱 中 的 定 态 波 函 数 . 因此 本 题 的 一 部 分 解 是 


2 ,nmx nR 
Ya) = |—sin—, E, =—— 
a a 


n=1,2,3,.… 


n=2,4,.… 
24a 
另 一 部 分 解 由 方程 (2) 的 一 般 解 式 (和 与 条 件 (2)， 条 件 (3) 得 到 ， 将 式 (和 代 和 人 条 件 (3) 得 
pı =0, 9, =—ka, B=-A. 于 是 
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y(x) = Asinkx, 0<x<al2 


w. (x) =—Asink(x — a), a/2<x<a (6) 
再 将 式 (6) 代 入 条 件 (3) 得 
ka a 
=k cot— = r: (7) 
令 
-4 -pea 人 党 
式 (7) 变 为 


0 x/2 £ x 32 Ç 2 t 


题 图 2.19 


定 态 能 量 忆 由 曲线 y, =—¿ cot¿ 和 直线 y, = Q XAG G =1,2,--) 决定 ( 题 图 2.19) 


z: _ CAA 
ua 
242 
BEREA E = 
ua 
因为 
P< <" 
故 
nA <E < 2h 
242 |! ua? 
242 
MAPRI p, =E. TERESE , -MRSE E 


当 w 一 0 时 (此 时 Y(o WEA a HERR, 00. 由 上 图 看 出 ， 曲 线 
y = cot 和 直线 y: = KERE =r/2,37/2, Sr12,… 处 ， 相 应 的 能 量 为 


-76> 量子 力学 
, _ 2n; 2 

i apa 
这 正 是 无 限 深 方 势 阱 中 n=1, 3,5,… 的 定 态 能 量 E,. 


2.20 处 于 谐振 子 到 加 态 的 (x) 


n =1,3,5,--. 


题 2.20 ”考虑 一 谐振 子 ， 令 wo My DIA 2 89352 525 SA aS BU ERGA 
和 归 一 化 的 ) < Ayo + By 是 某 一 瞬时 振子 的 波 函 数 , A 和 B 是 实数 . 证 明 x 的 平均 值 一 般 
DAR. A 和 B 取 什么 值 (x) 为 最 大 和 最 小 ? 

证 明 谐振 子 的 本 征 态 y, ，z 为 奇 ( 偶 ) 数 时 ， 分 别 为 奇 ( 偶 ) 函 数 


(a) = Cy + By) Ay + By )ax 
= [(4' By ry, + AB'yi eyo)dx 
= AB az = 248 | vx dx 
= fi -(Á- BY | Í Yoxy dx 
一 般 不 为 零 考虑 到 A +B =l , À= B=- 时 ， (x) 最 大 ; 4--B- -万 时 (x) 最 小 . 


-Wo(x), x>-d 


2.21 V(X)= 
| oo, x<-d 
RN 2.21 原子 在 势 壁 附近 的 行为 ， 可 以 从 下 面 的 近似 模型 出 发 考虑 ， 
一 个 粒子 在 一 维 势 ( 题 图 2.21(a)) 
| -Wô(x), x>-d 
V(x)= 


%, x<-d 


中 运动 . (1) 求 出 当 势 璧 离 粒 子 很 远 时 ， 对 束缚 态 能 量 的 修正 值 . 还 要 说 明 多 远 才 算是 “很 
远 ”. (2) 至 少 存在 一 个 束缚 态 时 ， 夯 和 4 应 满足 什么 严格 条 件 ? 
y(x) 


题 图 2.21(a) 题 图 2.21(b) 
解 (1) Schrödinger 方程 为 l 


y "+ RVS] =0, x>—d 
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mË ， 解 的 形式 为 


记 大 = 
dec+pez， —d<x<0 
y(x)= 
e”, x>0 
波 函 数 连续 条 件 和 在 x=0 处 的 导数 路 变 条 件 给 出 
a+b=1 
-k — (ak — bk) — 
ae“ +be“ = 0 
所 以 
2 1 mV, _ 
oT bsp kepe 


k = 


壁 远离 粒子 意味 着 kd > 1， 则 上 式 右边 的 k 可 以 用 了 J 如 代替 ， 即 有 
mV, 


2mV d 
h [ee 人 - a ) 


27 2 2 2 2 
p= hk g A m 1—exp 2mYod 
2m 2m\ È h 


于 是 


mV mV [- nhe) 


后 一 项 即 为 能 量 修正 ,从 上 面 可 以 看 出 ， 如 果 要 使 能 量 修正 很 小 ， 就 应 有 
d> L = E 
这 就 是 “远离 ”的 含义 . 
(2) 车 使 上 = 开交 (1-ew) 有 解 ,从 题 图 2.21(b) 中 可 以 看 出 ,应 有 曲线 y = 0%) 


hb 
在 原点 处 的 斜率 大 于 y=k 的 斜率 ， 即 
|. = > 


这 时 存在 一 个 束缚 态 解 . 
222 Dirac 梳 


题 2.22 质量 为 m 的 粒子 束 以 动量 p= 航 从 x=-w% 处 人 射 ， 受到 周期 性 5 势 允 
VO) =V, óx- na), a>0 
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的 作用 ， 求 能 够 出 现 完全 反射 的 动量 值 . 
解 在 x 表象 中 直接 计算 ,以便 更 加 形象 地 分 析 在 各 个 5 势 克 处 波 的 反射 和 透射 情况 . 
为 了 便于 讨论 ， 先 设 5 势 垒 总数 为 WV ， 最 后 再 令 N ->w%. KREMER 
x=0,a, 2a,.…, (N — Da 
它们 把 空间 分 隔 为 N+1 个 区 域 ， 我们 把 区 域 tn 一 Da <x< na 作为 第 nh 区 . x<0 为 第 0 区 ， 
XxX>(N -Da 为 第 NN 区 . 波 函 数 w(z) 满足 能 量 本 征 方程 


y+- 5C-nay(9=0 GD 
在 各 个 区 域 中 ， 式 (1) 的 解 只 能 取 e** 的 形式 . 设 第 n 区 中 波 函 数 为 
w(x) = D, +Re™ (2) 
在 x=na 处 ，y 的 连续 性 条 件 要 求 
w. (na) = w, (na), n=0,1,2,...,(N -1) (3) 
在 x=na 处 ，yw' 的 路 变性 条 件 要 求 
yia (na) -y (na) =y, (na) (4) 
在 波 函 数 取 式 (2) 的 情况 下 ， 式 (3)、 式 (4) 给 出 
R... = R, = (D, 7 D... yet (5) 
Rani = R, = ia(R, + D. e?) (6) 
其 中 
kh 


各 系数 D, R 原则 上 可 以 由 式 (3)、 式 (6) 解 出 . 但 如 果 旗 是 任意 给 定 的 ， 结果 较 复 杂 ， 这 
里 不 讨论 . 下 面 只 讨论 下 式 成 立时 有 何 结论 


e™* =], n=0,1,2,... 


这 时 式 (5) 给 出 
D,-D=R-— K 
D, — D, = R, ~R, 
D, -Dyn = Ra _- R, 
Dy ~ D, = -Ry (1) 
(最 后 一 个 区 域 中 只 有 透射 波 ，R, = 0) 以 上 各 式 相 加 ， 即 得 
D, +R = Dy (8) 


其 中 已 为 人 射 波 振幅 ， 丽 为 反射 波 振 幅 ，Dyx 为 最 后 的 透射 波 振幅 ， 因 此 


Hm asg Dr 
反射 概率 | al, 透射 概率 = D, 


概率 守 便 要 求 
|D} =R +D} (9) 
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AB), RORH, D, R, Dy 作为 复数 ， 如 题 图 2.22 所 示 ， 应 该 在 复 平面 上 构成 直角 
三 角形 的 三 条 边 . 


题 图 2.22 
式 (7) 给 出 
R, +D, = Ryn + Dyn == D, 
式 (6) 给 出 
R — R, =ia(R, +D,)=iaD,, n=0,1,2, 
Rp 
R, -R =R, -R = =-R,_, =iaD, 
容易 解 出 
-R =iNaDy, -R=iN~-DaD,, a0) 


给 定 和 人 射 波 De 后， 由 于 |R|<|D| , 5 6 36 £ 83k N 88 F oB, VE D, 一 0 ， 则 式 (8) 


给 出 
R —D, N 一 0 


亦 即 透 射 波 概率 为 0， 反射 波 概率 为 1. 由 式 (10) 还 可 以 看 出 ， 各 只 (n =0,1,2,…) 式 是 同 相 
的 ， 其 数值 则 按照 等 差 数 列 逐 级 递减 . 各 D, 也 按 同样 的 规律 变化 . 
223 Xó 39 Ph JES g 
题 2.23 如题 图 223 所 示 粒 子 在 双 56 šu 
VO)=V,[ó6(x+a)+ ó(x _a)] 
作用 下 运动 ， 求 共振 态 能 级 . 


Vix) 


_a 0 f a x 
题 图 2.23 
E ”能量 本 征 方程 为 
» 2mE `“ 2mV, 
Vt 
由 于 V(x)>0， 所 以 E>0. 令 


[6S(x+a)+6(x-a)ly =0 (D) 


. 80- E + J 


k= [22E O) 
h 


w" +k? = 0 G) 

MA y =coskx. sinkx, fx — toky 并 不 趋 于 0， 而 晨 周期 性 变化 . 因此 ， 本 题 没有 严 

格 的 束缚 态 解 和 分 立 能 级 . 所谓 共 振 态 是 指 y CARER (<a) 的 值 远大 于 又 外 区 域 

(l| > a) 的 值 . 与 此 相应 的 能 量 就 成 为 共振 态 能 级 . 
在 x=a 处 w 应 该 连续 ，w' 的 跃迁 条 件 为 

y'(a+0)-y'(a-0)= 


在 x=-a 处 也 有 类 似 的 公式 . 
(1) 偶 宇 称 态 


#Ex= +a 处 , 式 (1) 可 以 写成 


2mV, 
p 


w(a) (4) 


w(-x)=w(x) 
我 们 只 写 出 x> -a 区 域 的 y ，x< ~a 区 域 的 y 可 按 偶 函 数 的 条 件 写 出 . 由 式 (3) 有 
por —a<x<a 
W(x) = f f 
Acoskx + Bsin kx = Csin(kx + 0), x>a 


由 x=a 处 yw 的 连续 性 条 件 ， 应 该 有 如 下 关系 
coska=Ccos(ka+0) (5) 


H w' 的 路 变 条 件 式 (4)， 应 该 有 如 下 关系 
Ccos(ka + D) +sin k8 = 


作为 共振 态 ， 要 求 C ~ 0 ， 由 式 (5) 可 得 
koska] <1 


2mV, 


kh 


coska (6) 


因此 可 令 
k= (nti jae n=0,4,2,..., 加 <5 (7) 


RARO, HEER EUCH, B 


kh =scotka=cotmn+ 2-8 = tang =< £ 
2mV, 2 
即 
swk ~ (n+1/2)7 
U aU, 
其 中 
2mV 
Us r 


代 人 式 (7)， 即 得 
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再 代入 式 (2)， 即 得 共振 能 级 公式 


2 2 52 . 
ze 人 [二 n=0,1,2,... 
aU, 


2ma? 
(2) AFRA 
y(x) =- (x) 
在 区 域 x> -a ， 波 函数 为 
sin kx, —a<x<a 
w(x) = 
Dsin(Kx + @), x>a 


类 似 的 可 以 求 出 


式 (8) 和 式 (9) 可 以 统一 写 为 


2 .252 
E = 2 
Sma aU, 
EFES BER, TFRS n PAR. 
共振 态 出 现 的 必要 条 件 为 
k n 
g€s=—<<— 
U, 2 
亦 即 
Ua = MVA > n=1,2,3, 


h2 


. 81- 


(8) 


(9) 


(10) 


在 这 条 件 下 ， 对 于 能 量 记 . 来 说 ，5 势 刍 可 以 近似 地 认为 是 “不 透明 ”的 ， 双 5 势 仅 的 作用 


近似 于 宽度 为 2a 的 无 限 深 势 阱 . ROHH aU, —> co ， 即 得 


2 
z =) , n=1,2,3,-.. 
2m\ 2a 


这 正 是 无 限 深 势 阱 的 能 级 公式 . 
224 9 势 阱 中 粒子 波 函 数 系数 矩阵 


题 2.24 质量 为 4 的 粒子 在 势 场 V(x)=-a6(x)，a>0 中 运动 , 设 粒子 能 量 E<0, € 


的 波 函 数 为 
y(x) = 4e” + Ae x<0 
W,(x)= Ae tAE, x>0 
(1) 计算 矩阵 M 


- 82. 量子 力学 


(2) 求 能 量 E 的 值 并 解 出 波 函 数 . (3) 动量 的 概率 分 布 . 
E (1) XRE22S EI, RASAR /—— 08 
uO=Ae”, x<0 
w(x) = Ae. x>0 


即 
A= A =0 
由 于 V() 具有 空间 反 滨 对 称 性 , 能 重 本 征 态 具有 确定 字 称 , 故 可 判定 奇 字 称 束缚 态 不 存在 ， 


只 存在 个 字 称 态 A =A, 故 M=| 1 o 
(2) Aala) 
aju oa) la 
D 对 束缚 态 ， 由 前 面 讨论 只 存在 侦 宇 称 解 
Wi =Ae*, x<0 


y(x) = Ae, x>0 
利用 x=0 处 RRRA 


V0) -0) = yO) 
解 出 B=- ， 只 存在 一 个 偶 宇 称 束 缚 态 (基态 ) 
归 一 化 的 波 函 数 为 


w(x)= Vae, 4= ra 
(8) yV 在 动量 表象 中 形式 为 po(D) 


1 
1 Y: r° -ipx 
a=) [ro dx 


(F$ s 
(z) [ 经 | z [zz 
Jes 


204 O 
天 (p? + KR y: 


lof 
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225 在 动量 表象 中 求解 6 势 阱 束缚 态 问题 


题 2.25 在 动量 表象 中 求解 5 HB 
VY(D=-W6(n 


的 束缚 态 能 级 和 本 征 函 数 . 


解 “动量 表象 中 能 量 的 本 征 方程 为 
P-gp) f v, 6054 = BC 
m -m 


其 中 
ip- p)z dr= -V 
Vy sgal O e- 
RARI), £ 
P _h ” , t— 
Ë je f soc 
所 以 
A 
MP) = a mE 
将 式 (3) 代 入 式 (2) 右 端 ， 得 到 
Eo op nh 


— p° — -2mE mV, 


此 即 能 级 方程 . 束缚 态 E<0, $ 
g -M2mE 
h 
由 于 
f = “ d _ x 
-~p = sa sp +h hk 
代入 式 (4)， 有 
k = 
R 
因此 
_ _ 2 m 
Qm 2% 
归 一 化 能 量 本 征 态 
2% 3 1 
#o)=[2) (hk) DOR 
226 粒子 在 非 经 典 区 的 概率 (谐振 子 基态 ) 


题 2.26 力 常 数 为 、 质 量 为 m 的 谐振 子 基态 波 函 数 为 


. 83 . 


(1) 


(2) 


63) 


(4) 


ooo Bf2%2 


1 
l i; 
ay -za ma, 2 k 
we [°) e? ， ad=——, = 一 
x m 


求 在 经 典 区 域 之 外 找到 粒子 的 概率 的 表达 式 . 
R 非 经 典 区 域 是 E<V(x) 的 区 域 . 基态 下 


1 
E= 7 hO, 
因此 非 经 典 区 域 为 


在 非 经 典 区 域 里 找到 粒子 的 概率 为 ` 
P= f Eee, p [fea a=] ed x16% 
< t/a lfa 1 T 
227 粒子 在 对 称 方 势 阱 中 运动 ， 阱 口 刚 好 出 现 一 条 束缚 态 能 级 的 条 件 


E 2.27 粒子 在 深度 为 V， 宽 度 为 a 的 对 称 方 势 阱 中 运动 ， 求 : (1) 在 阱 口 附 近 刚 好 
出 现 一 条 束缚 能 级 ( 巨 = 乃 ) 的 条 件 ; (2) 束缚 态 能 级 总 数 ， 
E 写 出 1，2，3 区 内 的 Schrödinger 方程 


h d a x 2m(V, ~ E) 
-in P” WEY, x< =A, K TRE 
K d a , 2mE 
-7 gT Ey, hl <> W, = Bsink,x+ Ccosk,x, k? = 7 
b d a 2m(V, ~ E) 
-Vy = Eyan x>2, w, = pe, k = 220E) 
m dx Wa + Voy Wz, X 7 W, © l P 


(D) Esz=W(É<VW), k —+0. 将 yw, 分 为 奇 、 侦 宇 称 态 
=Bsinkx， AFRA 
Ws = Ccosk,x， FRA 
并 利用 yw ，w' 连续 ，wi(a/2)=yi(a/2) wh 二 0. 
对 于 奇 、 偶 宇 称 态 分 别 有 
ka 


y = Bk, cos—— = 0, k =—, n=1,3,... 
2 a 
; . ka nn 
Y = Ck, sin = 0, k, 三 一 一 ， n=2,4, 
a 
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因为 所- (= -ZAE PEDRI H A- stik 0945 fas 


Rp 


车 < 一 下 一 ra <), 阱 中 出 现 另 一 条 束缚 能 级 ， 为 奇 宇 称 态 ; 


人 aa 


# (2 <—<(x, BhrRHIBDS ZARAMA, 


车 (nm) < 221o4 -< + Dz], 出 现 第 n+1 条 能 级 . 


所 以 ,束缚 能 级 总 数 N=1+ Ë z Jamm | ,这 里 的 | 2 而 J 表示 不 超过 也 JI 而 的 
最 大 整数 . 
2.28 van der Waals 力 势 场 中 的 束缚 态 

题 2.28 分 子 间 的 van der Waals 力 所 产 生 的 势能 可 近似 的 表示 为 


o, x<0 

Vos O<x<a 
V(x)= 

-Vs a<x<b 

0, x>b 


求 束缚 态 的 能 级 所 满足 的 方程 
` Í van der Waals 力 即 分 子 间 的 内 聚 力 . 用 它 可 解释 表面 张力 、 吸 附 作 用 和 其 他 分 子 


现象 . 此 例 表 现在 实际 的 气体 的 van der Waals 气体 方程 中 . 束缚 态 下 粒子 能 量 的 取 值 范围 
为 -V <E<0. 


当 x<0 时 ， 由 于 Y(o 一 oo Erw, G) = 0. 
当 0<xsa 时 , VO)=V,, aioa Schrödinger 方程 为 
K 
m t 
$= 0 -D>0, 其 解 为 


—w.,(x)+V,z,() = Ey,(x) 


y(x) = Aeh* + B e-h* 
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当 a<xs<zg 时 ，Y(o=- 人 ， 相 应 mae Schrödinger 方程 为 
2 
-+ -r L ypa- Vz, (x) = Ey, (x) 


令 好 = 各 (|+ E)>0, REN 


y(x) = A sin k,x + B, cosk,x 
当 x>b 时 ，V(x)=0， 相 应 的 定 态 Schrödinger 方程 为 
2 2 

an ga O T Ew.) 


S-k = 2 


y(x) = Ae + Be™ 


根据 波 函 数 的 有 限 性 ， 要 求 y(aO 一 此 = >0 ， 故 机 =0, 于 是 
ya) = Be 


青 让 波 函 数 满足 连续 性 要 求 ， 有 
A |. = Palao s 故 A +B, =0 


v| = w, | > Ë A, sin k,a + B, coska = Ae +Be™ 
v|... = w; |> 88 A,k, sin kya — B,k, sin k,a = A kes — Bke 2 
ya | =, | ， 故 Be = A, sink,b + B,cosk,b 


好 | = 好 | 8 -B,k,e ° = A,k,cosk,b— B,k,sink,b 
要 使 w(x) 有 非 零 解 ， 系 数 4, B, A, B, B, 不 能 同时 为 零 . 则 其 系数 组 成 的 行列 式 必须 
为 零 ， 有 


1 1 0 0 0 

0 0 sin kb coskb —= 

0 0 kcoskb -ksinkb ke™*|=0 
ee es -sikha -coskhb 0 


ke —ke™ -k coska ksinkha 0 
计算 此 行列 式 ， 得 到 超越 方程 


tank,(b ~ a) = k, cosh ka + k, sinh ka 


k; sinh kia — k,k, cosh k.a 
AX kokok BRAE E , 故 式 (1) 就 是 束缚 态 能 级 满足 的 方程 


229 限制 在 圆周 上 运动 且 存在 一 个 6G 势 又 的 束缚 态 


题 2.29 一 个 质量 为 /的 粒子 在 一 圆周 ( 周 长 为 二 ) 上 运动 MRES REA 
VO) = a=), a 0. 请 求 出 系统 所 有 能 级 和 相应 的 归 一 化 波 函 数 . 


0) 
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解 ” 定 态 方程 为 


Fa = Ew(@) a) 


式 中 7= HpR2，R 为 图 的 半径 . OO) 由 VCO=ag[ *—Z] $ x= Rp 与 5=2nR 得 到 
VOD)=a5(R -DD)= Zep -ND ` @ 


EROR L = -ii 代入 方程 (1) 中 ， 得 


2 2 
É . Kua + lp- J yip) = Eyle) 
DO” R 


这 个 方程 的 解 为 
w (p) = Ae + Be™, Ogg<n 


wp)=Ce”™” +De™, T<OS2T 
其 中 疾 =012…. 由 yw(9) 在 p= 的 连续 性 条 件 : y=, w (0) E o = 0 sË 2z Abk 
ERER: yO =y), K w'(@) 在 2= 天 处 的 不 连续 性 条 件 
, i 2Ia 
y(n) — w G) = PR” (m) 

得 到 系数 ABCD 满足 的 如 下 3 个 方程 

A+B=C+D 

A-B=C-D 


C-A-D+B=- I (4+B) 
mR 


由 这 三 个 方程 解 得 
B=-A, C=A, D=-A 
yi(p)=A(e™” +e”) 0<p<n 
wp)=Ale™” -e™), rn<p<2n 
即 


yp9)=A'sinmp, O<@<2mx 
粒子 的 归 一 化 定 态 波 函 数 与 相应 的 定 态 能 量 为 - 

VD) =—J=sinmo, 0<e<2= 
hm 
21 
H m=0, w(0)=0, WA m=0. 


230 限制 在 一 段 圆 狐 上 运动 的 粒子 
题 2.30 质量 为 w 的 粒子 被 约束 在 半径 > 的 圆周 上 运动 . (1) 设立 路 障 ， 进一步 限 制 粒 


E 


, m=1,2,::: 


- 88 - É + J 
子 在 0<w< p 的 一 段 贺 弧 上 运动 

V(9)= | 

求解 粒子 能 量 本 征 值 和 本 征 函 数 ; (2) 设 粒 子 处 于 情况 (1) 的 基态 ， 求 突然 撤去 路 障 后 , A 


0, METERA 
co, Po So <N 


子 仍然 处 于 最 低能 量 态 的 概率 . 
” 解 (1) 在 路 障 外 ， 波 函数 w(p) =0. 在 路 障 内 ， 定 态 方程 为 
j2 dr(o) 
> ap VO | Eas (1) 
Eh I= ur. 方程 (1) 的 解 为 
yp) = Ae" + Be™, 0<O<W (2) 


其 中 k= C: 由 w(0)=0，, 得 8=-A ， 代 人 式 (2) 得 


yip)=A(e -exe )=csinkg, 0<oe<g, 


k=— = n=1,2, 
P 2702 > 
由 归 一 化 条 件 
veo dp=1 
算出 归 一 化 常数 c= É 
Po 
2 . NTỌ 
y(p)= y P, ; DSPM 
0, P < g < 2z 
D 设 上 =0 时 撤去 路 障 ， 撤 去 路 障 后 的 定 态 波 函 数 与 定 态 能 量 为 
242 
Walp) = e, E, E m=0,+1,+2,... 
任意 1 时 刻 的 波 函 数 为 
. yg,t) Dee mti h e” 
m 2n 
: 2 ,nx9 
mp 一 Sin 一 一 ， 0< x 
vpo) =Z _ Em Pi P<, 
" 0, P So <2x 
其 中 系数 


Co = l [sinap -2 
TP "9 Po % 
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粒子 仍 处 于 基态 的 概率 为 |o| = “多 


2.31 HERAS ENEK 


题 2.31 能 量 为 leV 的 电子 人 射 到 算 形势 侈 上 , 势 垒 高 为 2eV 为 使 穿 透 概率 约 为 10” , 
势 又 大 约 多 宽 ? 
解 ” 如 题 图 2.31 所 示 


Tx KEMP. opl k 2 - 可 | 
0 


所 以 
l 3.602 g] 


l 
2 U m le” 
232 谐振 子 基 态 为 最 小 不 确定 性 态 


d= 


题 2.32 证 明 若 ArAp = ， 其 中 (Ap) =([p (Pp) 了 了 ) ， 则 简 谐 振 于 最 小 能 量 为 >. 


解 ” 对 谐振 子 有 
(x)}=(p)=0 
因此 
(Ax) =(x), Co =(p’) 
谐振 子 Hamilton 量 为 


AR Vab < (其 中 a 、b 为 实数 )， 得 
(H) a = ayy (ayo = 加 
233 ”谐振 子 能 量 本 征 态 的 演化 
题 2.33 一 电子 禁闭 在 一 维 谐振 子 基态 ， 使 得 


A Ë: _ wT) =10 "m 


求 激发 该 电子 到 其 第 一 激发 态 所 需 的 能 量 (用 eV ERGER AH Virial 定理 ). 
解 ”对 一 维 谐振 子 Virial 定理 为 


. 90， 量子 力学 


因此 
E, =(H)=(T)+(V)=2(V)=mo*? (x) 


即 


了 ha =m,” (Z) 


, Kx -人 了) = NER =10 m 


谐振 子 的 (xz)=0 ， 故 


因此 
. o= h 
2m, (x) 
到 第 一 激发 态 所 需 能 量 为 
E=hw 
将 多 的 表达 式 代 人 ， 得 
b 
Yawa ai 


234 ”谐振 子 随 时 间 的 演化 (1) 
题 2.34 在 1:=0 时 ， 处 在 谐振 子 势 V = i 中 一 粒子 波 函 数 为 
W(x,0) = Ae (2 Ë BH (ax)+ SEn, can) 


其 中 和 4 为 实 常数 ，a? =+ Jmk , H Hermite 多 项 式 是 归 一 的 
di 


[ e” [man] dr= Z 
(1) 写 出 w(x,?) 的 表达 式 . (2) 在 该 态 中 测 得 粒子 能 量 的 可 能 结果 是 什么 ? 且 得 到 这 些 值 的 
相对 概率 为 多 大 ? (3) 在 :=0 时 (x) 为 多 少 ? (x) 是 怎样 随时 间 变 化 的 ? 
解 (1) 系统 的 Schrödinger 方程 为 
hy 站 = Hy(x,t) 
w(x 人 在 上 =0 时 取 给 定 值 w(x 力 , HERES, HH 
VAER EIA E) 人 


2"n! 


而 
Hy, (x)= E w,(x) 

用 能 量 本 征 函 数 展 开 yw(z,0) 
yx,0) = J ay, (x) 


第 2 章 一 维 定 态 问题 “91. 


其 中 
a, = f Wyd 
因此 | 
W(X,1) = >a, (xt 
对 谐振 子 
w,G)= N,e 22 "H (ax) 
a = [Í dxN eH (aen eo BH,(ax)+ =E H (| 
= As: cos 55 + EEN sin 8, 
所 以 


1 
¥ (x,t) = c (cos By (eE + sin By, (x)e es) 
(2) 可 能 测 到 的 能 量 为 E, = 了 hw 和 E, =o. 相对 概率 为 


P 
Ža SoS otg =cot 8 
P, swg 


(3) 由 于 w(x,0) 仅 为 yo(x) 与 w(x) 的 组 合 ， 因 此 
u(—x,0) = w(x,0) 


t= 0 Rf 
(x) =(w(x,0),xy(x,Ó)) =0 


平均 值 不 随时 间 变 化 . 
235 ”谐振 子 随时 间 的 演化 (2) 


题 2.35 (1) 对 一 个 一 维 谐振 子 势 V = 了 mo 中 质量 为 m 的 粒子 , 利用 谐振 子 本 征 态 
é, (x) , 写 出 时 间 相关 Schrödinger 方程 的 最 一 般 解 w(x,) . (2) 利用 (1) 证 明 x 的 期 望 值 (x) 作 
为 时 间 的 吗 数 ， 可 写成 Acos ext + Bsinot ER, 其 中 A 、B 为 常数 . (3) 利用 (1) 证 明 对 一 般 
的 wx) 势能 对 时 间 的 平均 满足 (V)= 泛 (E). 注意 等 式 


| me n+l n 
g h = T a + e. 


解 (1) Schrödinger 方程 
3 
ih y œD = Hyt) 


HFRS, MH 
y(x, t) =e ™ *y(x,0) 


. 92. 量子 力学 


展开 w(x,0) 
¥y(x,0) = >a nha (G) 
而 
H$, (G) = E,é, G), E, = (» + a 
因此 | 
yad- Zaag 
(2) 
x)= f dx (x, t)xy (x,t) = > araye EEA | drg xp, (a) 
22 Ë er +a ye J = Acosot + Bsin ot 
其 中 


h * n ntl1 
Ey RL 2 J 
ñ L. n n+i 

B=,- — 一 十 — 
Ez efi ef) 


(3) 势能 对 时 间 平 均 应 理解 为 算 符 了 对 yw(* 妇 的 系统 平均 值 再 对 时 间 ! E. 由 于 体系 
状态 具有 了 = 下 的 时 间 周 其 ， 故 时 间 平 均 只 需 在 一 个 周期 内 进行 . 按 题 中 符号 ，A 的 时 间 
平均 记 为 (4) ，4 的 系统 平均 记 为 4. 

V Ip) =3h0. Se ly) 


fE ER aje 


pg EES [pp Eh- 
n=0 


所 以 
V =(ylVIy) =2ho > aa an+ 1262, 


n=0 


la, | + i + 2) ar, 1 T a, ` a [e + noz + 2) ime: 
n=0 


OOE 


2 a, (n +(n+2)cos(2@t + ó5,) 
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RPA E ana, 的 位 相 . 将 V 对 一 个 周期 平均 ， 第 二 项 为 堆 


(v) =|, Vdt = ZPOL aa, ( +) 


另 一 方面 
E=(v|R|v)= ha? aa Ë +) 
得 " 
(E)=E 
两 者 相 比 较 最 后 得 


(V)=3(2) 
236 ”谐振 子 势 中 心 加 一 个 很 高 很 薄 势 多 


题 2.36 考虑 在 一 维 势 中 运动 的 粒子 , 如 题 图 2.36 所 示 
1 


v(x) 


mox, | 对 > 已 
V(x)=+ 2 
Vo» |l <b 2b 
REV > P /mb? > ho ,也 就 是 说 , 在 谐振 子 势 中 心 有 一 很 
高 、 很 薄 、 几 乎 不 可 穿 透 的 势 金 . (1) 在 势 鑫 完全 不 可 穿 透 的 加 x 
近似 下 ， 低 能 量 谱 是 什么 ? (2) EET i Ti jr rB B) 
穿 透 率 时 对 能 谱 产生 的 效应 . 题 图 2.36 


解 D 势 又 完全 不 可 穿 透 . 此 时 势 相 当 于 两 个 具有 一 壁 为 无 限 高 的 半 谐 振子 势 . 低 
能 谱 对 应 于 通常 谐振 子 的 奇 量子 数 (22+D) 的 情况 ， 即 


,= (2n+3 jae n=0,1,2,.. 
能 级 是 二 度 简 并 的 . 波 函 数 在 坐标 原点 均 为 零 . 
D 势 又 有 一 个 小 的 穿 透 ， 显然 与 无 势 合 时 相 比 ， 粒 子 在 |x|<b 内 出 现 的 概率 变 小 ， 相 


对 地 说 ， 在 势 又 外 出 现 的 概率 变 大 , 粒子 的 态 中 混 人 了 少量 的 偶 字 称 解 ， 但 在 原点 附近 ， 
偶 宇 称 态 的 概率 分 布 值 将 大 于 奇 宇 称 态 的 概率 分 布 值 . 与 之 相应 ， 在 (D) 中 能 级 上 ， 也 将 混 


人 少量 的 
E: = (> 十 z) 
2 


数值 , 由 于 (yw| 和 矩形 势 鑫 |w)z 0， 此 势 合 的 加 入 ， 所 有 能 级 均 要 上 移 . 在 题 设 条 件 下 ， 侦 宇 


称 态 成 分 的 能 级 移动 大 于 奇 宇 称 态 成 分 的 能 级 移动 . 并 且 ， 随 着 能 量 的 升 高 ， 能 级 上 移 也 
逐步 变 小 (对 同一 宇 称 态 而 言 }. 


.94.- 上 其 子 力学 


237 与 给 定 的 谐振 子 本 征 态 能 级 相 邻 的 本 征 态 
题 2.37 谐振 于 的 Hamilton 量 可 以 用 无 量 纲 单位 (m= 及 =w=1) 写成 


ñ= (aa + 3 
其 中 = 一 = 万 (多 + 访 ) ã& s-z- ip). 某 个 未 归 一 化 的 能 量 本 征 函 数 为 
y, = (2x —3x)e n 
求 能 量 最 接近 BBIE eRe. 
E 首先 考察 y, 对 应 的 占有 数 是 多 少 


day, = a -e Fjar — 3x)e ” na 
= a -各 - e 12 
2 dx 


=3(27 —3)e "2 =3y, 
BL, 对 应 的 占有 数 是 3. 所 以 ， 与 最 相近 的 两 个 本 征 孙 数 的 占有 数 分 别 为 2 和 4， 波 
函数 为 
=a, = zei iher ~ 3x)e™* 12 (2x De z 2 


V2 


I 


y = = àt Wa -p[er -3e 12 ~ (45 — 12x? +3)e n 


上 面 的 结果 已 将 无 关 紧 要 的 常数 因子 略 去 ， 
238 谐振 子 随 时 间 的 演化 
题 2.38 在 1=0 时 ， 处 于 势 VCD = mata 中 的 粒子 由 波 函 数 
vao- ] v. 
z-[2+ nta 
2 


HERDIS, Wn Wn O 求 归 一 化 常数 4. (2) 给 出 1>0 时 w(x,t) 的 表示 式 . G) 证 
明 |w(x,DF 是 时 间 的 周期 函数 ， 指 出 最 大 周期 了 (4) 求 :=0 时 的 能 量 期 待 值 


HE. y (x) 是 能 量 为 


(m+n)/2 
解 (0 (w(x,0),w(x,0)) -中 工人 Wa Wn) = 2AF 
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取 4 为 正 实数 
4-= 工 
R. 
. 1 n+l -of 
(2) yix t) =e yi0) = >) e Zy) 
mEn y 
(3) e= x] ep 
显然 e-iww- 四 是 时 间 的 周期 函数 . 最 大 周期 为 <， 
@) ET Ayew0 = (n+ je 
n=0 
注意 到 
1 x 
于 是 
h n -1 
> xt (x _ D 
从 而 得 
=< n 
=1 
2; 2241 
RAH RP 
H= Bio 
2 


239 ”谐振 子 基态 和 第 一 激发 态 波 函 数 在 p 表象 中 的 形式 
题 2.39 ”一 维 谐振 子 基 态 和 第 一 激发 态 在 坐标 表象 中 的 波 函 数 分 为 
1 


I 
yi 1 2 2 
w) = 到 | axe 2 
T 
求 它 们 在 动量 表象 中 的 形式 go(p) 和 gi(p). 
解 由 


1 ; 
(IF yo” 
op- 二) f veta 


.95 。 
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1 1 
(ik a? 4 fm l 22 i 
wwz) 9 [oss 


由 广义 Gauss 积分 公式 
g 
= ° Axx x 41 
naf et 
其 中 
4,0 e C, Re4>0 
1 
214 -1p 2 
h(E] e2 
T 
这 里 


_ 


1 _ 
_( 1 yy[4e2 p 1 222 _ Í 
no(a 各 ol rosie i 


1 
23 _1 .02 2 
-各 Bpe af? 
x= 


上 式 利用 了 


J, -=f xe 2-0 = 
-oo 80 


亦 可 利用 Fourier RAER, Æ FlyG0)]= ó(p) , NJ Fio) =h 60. 
240 W 4 E 42 b 2 


1 2 2 
题 2.40 已 知 描述 单 粒 子 一 维 束 缮 态 的 两 个 本 征 波 函 数 分 别 为 w =Ae 2 ， 
-lg 
ya=B(x t+bxtc)e ? , BORA, B, b, c 均 为 实 常数 ，-oo <x<oo， 斌 确定 b,c 的 取 
值 和 两 个 态 的 能 量 差 E -已 
E KESTE 


K d? 
Eroh (x) = Evi (2) (0 


KP d 
Ez væl = Ey,(%) 


由 式 (1) 得 
让 
V(x) =E +(x -D— 
2m 


第 2 章 “一 维 定 态 问题 .97 


显然 V(- 罗 =V(x) ,具有 空间 反 演 不 变性 ， 故 b=0. 
Elni) 三 由 CowaCodr=0, 可 有 c=- 元 ， 故 


242 
最 后 解 出 E, -已 = 22 ， 另 外 由 节点 定理 ,可 直接 断定 ，w 无 节点 ， 故 为 基态 , 事实 上 


m 


好 是 一 维 谐振 子 的 基态 波 函 数 ，ywz 可 能 有 两 个 节点 ， 因 为 


2 2 
x? +beze=[z+2) |Á) 
2 4 


2 
在 一 定 的 条 件 下 ， 它 有 两 个 节点 ， x+ -c+ 于 是 可 以 判定 如 为 第 二 激发 态 且 


p? 
c< —. 
4 


241 HPV = 有功 (xz/a) 拓 ， 用 不 确定 性 关系 估计 基态 能 


题 2.41 考虑 质量 为 m 的 质点 在 一 维 势 V(x)=Vo(x/a)”* 中 的 运动 ， 其 中 是正 整数 ， 
Vo >0 ,在 定性 讨论 能 量 本 征 值 的 分 布 和 相应 本 征 函 数 的 宇 称 (如 果 有 的 话 )、 用 不 确定 性 原 
H, 估计 基态 能 量 的 数量 级 . 具体 用 于 n=1 和 n= 的 情况 下 , 说 明 这 时 V(x) 是 什么 样 的 ， 
把 你 的 估计 同 你 以 前 对 这 些 势 的 知识 作 一 比较 . 

解 ”由 束缚 态 和 分 立 谱 的 知识 ，Y(z) 中 有 无 限 多 个 束缚 态 . 能 量 本 征 值 是 分 立 的 . 第 
m 个 激发 态 在 E<V(x) 区域 应 有 mm 个 节点 . 

Ax:k~(m+Dr, ERE m 3 K. Ax+b 221838. 由 Virial 定理 2T=2nV ,得 


k? cc (Ax)2" | 
k 


所 以 
E ec k? oc (m + DD 
即 一 般 来 说 随 着 增加 , 能 级 间隔 也 增加 . 因为 V(-x)=V(x) , 故 所 有 本 征 态 都 有 确定 宇 称 . 
基态 和 第 二 、 第 四 、… 激 发 态 宇 称 为 偶 ， 其 余 本 征 态 宇 称 为 奇 , 
下 面 用 不 确定 性 原理 估计 基态 能 量 


3 = A: 
P, zp’ b =4 (4x) 
-fÊ b 
-二 二) +w |°) A 为 质量 


dE 


- 98 、 量子 力学 


所 以 


六 = 工时 ，VY(x) 为 谐振 子 势 


2 
V(x)= Vox 1 272 
a 
1 
上 式 给 出 = 二 hw ， 与 准确 结果 一 致 
K 
Bua? ` 7 2a 


n=0ff, V(x) 为 无 限 深 方 势 阱 ， 上 式 给 出 E= 


242 一 个 关于 一 维 Schrödinger 方程 本 征 值 的 定理 


题 2.42 下 面 是 一 个 关于 一 维 Schridinger 方程 本 征 值 E(B < E, <E <) 的 定理 . 
定理 WRAV O) 给 出 本 征 值 E, V(x) 给 出 本 征 值 B,, 且 有 V(x)< 玉 (x) 处 处 成 立 ， 
则 有 En < En- (1) 证 明 这 个 定理 . (2) 考虑 势 
1, |, Ixka 
U(x)}=—k 
ar f ixi>a 
求 这 个 势 所 能 具有 的 束缚 态 数目 .假设 这 个 数目 W >1 ， 决 定 丸 的 上 界 (或 下 界 ) 
提示 (DAMH Hellmann-Feynman 定理 ， 考 虑 一 个 含 实 常数 1 的 辅助 执 
V(A,x) =(1- AW, (œ) + AV, (x) 
D 选择 一 个 可 解 的 比较 势 ， 利 用 此 定理 . 
解 (D %V(¿,xy)= AVD +t (L-AN), BAVO, x)= Vx), VG,x)= V,(x) 
ev 


z7 A A 


À p? 
H(A)=—-+V(¿,x) 
2m 


Ê (An, = E, (A)|n,4) 
由 Helimann-Feynman 定理 


G= (ma ala) 


då 04 
= (m2 n4) 


ƏV (å, x) 
84 
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ev 2 
ETA 
AA E, FARRAR, A En = E, 0) < E, (l) = E 
2 
2) svo, MVU). 


BE, HBU) 对 应 的 能 级 , WE E, < (0 + 1/2)ho (@ = JkIm). E, < ka? /2 对 应 于 束缚 
态 , AAE, < (n+1/2hw ， 所 以 , Æ (0, ka212) 区间 内 ，U(x) 相应 的 能 级 数 大 于 V(x) 相应 


2 
的 能 级 数 ， 所 以 解 (W +1/2)ho < ka? /2 , KASRASEBH TE TZ | 
另外 ,车 取 势 V(x) 为 一 有 限 深 方 势 了 


1，2 

—ka”, Ix > 
VO = pd xa 

0, [xka 


2 
RATA, UO 的 束缚 态 数 少 于 V(x) 的 束缚 态 数 ， 后 者 为 2 Ë: MA, RASM 


nÀ 


2 2 2 
p Eo 22 |a», 1 可 以 略 去 ) 综 上 ， 来 六 玫 上 应 介 于 | o Ja Ë: 


lB]. 
243 ”束缚 态 存在 定理 
RM 2.43 考虑 作 一 维 运动 的 粒子 ，Hamilton 量 为 
2 
H = 元 +V(2) 
其 中 V(x)< 0, 对 所 有 x 值 成 立 ，V(tm)=0. 且 V 并 非 处 处 为 零 . 证 明 至 少 存在 一 束缚 态 . 
解法 一 ”如 题 图 243 所 示 ，V(x)= f(x). 在 此 势 阱 内 取 一 方 势 阱 
na |Y Ixka 
f | 0, Ixl>a 
且 V'(x)> f(x) ， 对 所 有 x 值 成 立 . 
在 势 阱 V'(x) 中 我 们 知道 至 少 有 束缚 态 w(z) 存在 
2 
(yo|H' y(n)) = (Oo 元 V'O) = E, <0 
# v (x) 态 下 
2 2 
AI) = tO) wl Vy) E <0 
令 互 的 本 征 态 为 …y 1(X), W(X),…( 这 里 以 分 立 形式 表示 本 征 态 只 是 为 方便 起 见 ， 实 际 上 


还 可 以 是 连续 本 征 态 , 也 可 以 一 部 分 分 立 , 一 部 分 连续 . 对 连续 情形 . 下 式 中 求 和 应 为 积分 
形式 ) 


题 图 2.43 


0. E 一 一 一 
v(a) = 2 ,e,w,, (2) 
所 以 
(w|H|v) )=2le P ( KALTAK 


可 见 至 少 有 某 一 态 wi(*) 满足 


(yilH |y} <0 
也 即 至 少 有 一 束缚 态 存 在 . 
解法 二 、 取 试探 函数 
W(x) = Bi exp [z] 
T 2 
用 变 分 法 . 计算 


b pe | > 
(= 人 ° i 如 |e2 dx 
-人 ) PÉ [Be - -bx E aet vo Ja 


2 27,2 1/2 2 
ae ala Aap Et NY 


oH)_ h 1 by 2 -bx 
ob dm TURG Pea 


所 以 


以 此 代 和 人 《已 ) ,得 


因为 对 任意 x 值 ，VCO<0， 且 V(to=0， 所 以 
(V)<0, (2y)<0 
于 是 
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HE, b RKR 
E< 0, b>0 
其 实 ， 此 题 中 的 粒子 ， 只 要 总 能 量 是 某 些 负 信 ( 只 要 大 于 人 ) ， 以 使 人 7) AEB, 不 论 V 的 


形式 如 何 (在 题目 所 设 范围 内 )， 粒 子 均 不 可 能 运动 到 无 限 远 处 ， 即 为 束缚 态 . 
2.44 一 维 势 存在 束缚 态 条 件 的 讨论 


题 2.44 一 个 一 维 吸 引 势 满 中 
V09<0， | avwan, [avoa 


0) 用 形 如 op -Bx ] 的 尝试 画 数 证 明 这 个 势 至 少 有 一 个 束缚 态 (2) 假设 势 相当 能 
| 三 xV69, Í avwan e” J. 对 于 这 个 尝试 波 函 数 求 能 量 的 最 佳 上 界 , (3) 用 
无 量 纲 的 叙述 明确 表明 (2) 中 “小 ”的 的 含义 
1⁄4 
解 (D 取 旧 一 化 波 本 数 yCo=| Ë ein, per2, w 


豆 - 人 可 隐 = 人 -大 -下 + 


1⁄2 
-( 引 J Ë s- pee dr 


T 


2 
-和 pt ) fre e dx 


ôH K -p 2 -Br dx 
ar” = A dx- [Ej V(x) e 


tag Vo-o) 


2 
H+ A OR, SR yas B> ol, H Eno , g êE 日 _( 时 ,至少 有 -_ 解 局 (> O. 


4m 


ôb 668 
从 而 尝试 波 函 数 适 用 . TE, BooREJ)8bE S 


E-H) -ŻA rÁ VOA) 


k: +2Á, Je. (ovco) 


(w(A)|2VO)|e(A))<0 


所 以 ， 系 统 至 少 存在 一 个 束缚 态 ， 
D Af veoaz= A, 三 V09dx=B， 当 A, 8 都 很 小 时 ， 势 (9 只 能 在 团 较 小 处 
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有 可 能 取 较 大 的 值 ， 而 在 大 | 十 处，Y(z) 必须 是 快速 衰减 的 ， 于 是 
A = | “ Py (x)dx% F (- px W (x)dx= A- BB 


B = | e Vada |” VdB 


o, 
H 3 48 
É 
4m I 
p- m A 


12mB  \144m2B? 3B 


=0 


于 是 ， 得 到 能 量 的 一 个 估计 
2 
可 -22pja 
4m x 
Vah? nht a r h! 4AB 
= +,|——+— | | ——- +— 
12mB NV144022B2 3B 12m Ņ\36m 3r 
对 它 的 最 佳 下 界 可 如 下 估计 ， ERA, B 均 是 负数 ， 故 EE<0 ， 于 是 有 
2 
ge VN | a A 
12mB \144mB* 3B 
由 于 对 任意 两 实数 a, b 有 (a+ > 4ab ， 故 上 界 为 
nhs ,48m AB 


E<- 


144m B? nh 
-I nh 
(3) BOMSA + ET 其 中 a ` asa VA 
E eP Videa FÉ VL- x?)dx = A- BB 


[e vwiavo f ea~ e 略 去 常 系数 Vx ， 不 影响 结果 


在 一 级 近似 下 有 


V(O) 
g ABB 
V(0 
unu 十- 全 |， 其 中 V(0) <0 


A Nee 
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HFA, BHADE, KA: z B, ， 即 得 


«i. 


对 B 类 似 的 有 
| Áe voya ~B-| `” Bx V (Cx)dx 
[` e Vr = vof e x dx _ vog??? 
在 一 级 近似 下 有 
vog”? -38-| 一 Bxh4yCDdx 


V(O) 


BB -aerod 


8 
又 因为 F; 


>1, K 


综 上 有 


此 即 以 无 量 纲 的 叙述 明确 了 (2 中 ”小 ”的 含义. 
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题 2.45 质量 为 m 的 粒子 在 !=0 时 刻 以 下 述 方式 被 置 于 如 题 图 2.45 所 示 的 双 势 阱 中 ; 其 


波 函 数 (在 := 0 时) 是 一 正 苞 曲线 (“ 半 个 正 弱 波 ”), 该 
正弦 曲线 的 波 节 在 左 半 势 阱 的 两 边缘 上 ， 如 图 所 示 . 
( 求 *=0 时 能 量 的 平均 值 ( 用 图 上 定义 的 符 导 表示 ). 
Q) 在 粒子 被 释放 后 的 时 间 , 能 量 平均 值 是 常数 吗 ? 为 
什么 ? G) 这 是 具有 确定 能 量 的 态 吗 (就 是 说 ， 对 它 进 
行 能 量 测量 总 是 给 出 同一 数值 )? 为 什么 ? (4) 波 函 数 
会 从 := 0 时刻 的 值 开始 随时 间 变 化 吗 ? 如 果 “ 变 化 ”， 


解释 你 如 何 去 计 算 波 函数 的 变化 ， 如 果 “ 不 变化 ”， 解 释 为 什么 不 变化 . (5) 有 无 可 能 粒子 


远离 势 阱 (从 整个 势 阱 ， ARER B? 为 什么 ? 
2 2 
解 D (H). n-A ps [E a sa [2 j= 


(2) (H) 是 常数 ， 因为 2 -0， 
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(3) 这 不 是 一 个 具有 确定 能 量 的 状态 . 因为 初始 的 状态 波 函 数 是 阱 宽 为 a 、 阱 深 无 限 的 
位 阱 的 能 量 本 征 态 ， 并 不 是 这 里 位 阱 的 能 量 本 征 态 . 它 是 本 问题 的 不 同 能 量 本 征 态 的 番 加 
态 . 因此 ， 对 这 个 状态 的 每 次 测量 不 是 均 能 给 出 同一 能 量 数值 的 ， 而 是 以 一 定 的 概率 序列 
给 出 一 组 能 量 数值 . 

(4) 波 函 数 的 形状 将 随时 间 变 化 . 这 是 因为 符合 所 给 初始 条 件 的 解 是 个 全 加 态 

W(x,1) = 2; O) h 


w(x,0) = Ea z) 2 人 


由 于 包 随 改变， iyot) 的 形状 将 随 1 改变. 


(5) 粒子 有 可 能 逃离 势 阱 ， 只 要 符合 如 下 条 件 
Rn? 


ma 
就 是 说 ， 当 势 阱 足够 罕 ( 动 能 大 )、 劳 阱 不 很 深 ( 矶 数值 不 很 大 )， 粒 子 总 能 量 为 正 ， 即 可 从 整 
个 势 阱 逃离 . 
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2 2 
题 2.46 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 势 V(x) 的 作用 下 作 一 维 运 动 . 假如 它 处 在 B= 


的 能 量 本 征 态 w(x)=(y?/r) /4e-7* 人 2 上 . (1) 求 粒子 的 平均 位 置 ，(2) 求 粒子 的 平均 动量 ; 
(3) 求 V(x) ; (4) 求 粒子 动量 在 p-> p+dp 之 间 概 率 的 P(p)dp. 


解 (D (=)= f v amoa Ef eve 


AA x ARRA, Bel EC O. 


(2) 解法 一 
p)= [ea 8) =a | e yxdr=0 
解法 二 ”这 一 结果 也 可 以 通过 下 述 考虑 给 出 ， 因 为 yw =y (v 为 实数 )， 所 以 ， 
p)= -这 | wowCDdx ， 上 式 左边 为 实数 ( p 为 可 观察 量 )， 而 右边 为 一 纯 虚 数 ， 故 必 有 
(p)=0. 所 以 在 一 维 束缚 态 中 {p) = 0 (一 维 束 缚 态 波 函 数 ， 可 取 为 实 示 妆 ). 


K g 
(3) Ew(x) = Hy(x)=| -— -~= +V (x) |w() 
2m d2x 


= Ë (7? 十 y4x2) 十 vO) w(x) 
2m 


V= 22 


第 2 章 一 维 定 态 问题 “105，; 


eae} 


@(p)= = =: e+ Py ( y)dx = vza EL (-2]- I 
HEE 2m 二 1 m 
大 2mh V n Ny? lr 


A 


P * 
(p)dp = 2@* (p)e(p)dp = ny 
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题 2.47 一 质量 为 六 的 粒子 处 于 一 维 势 阱 的 基态 , 使 得 该 粒子 被 限制 在 一 空间 小 区 域 
内 ( 题 图 2.47)， 在 时 刻 !=0 ， 该 势 阱 突然 消失 ,使 得 +>0 时 粒子 是 自由 的 ,给 出 在 时 刻 1 ， 
该 粒子 单位 时 间 内 到 达 一 个 相距 为 上 的 观察 者 的 概率 公式 . 
解 设 初始 1=0 时 刻 波 函 数 为 yo(x) ， 则 
(x) = (x|e wm |, 5 在 1<0 时 粒子 被 限定 的 区 域 。。 观察 者 


= | (alee | ey(lvo)as 


+ —4— t 
=f (x|e > 2m | A )wo(x)dx' 
=» 


题 图 2.47 


(x ep/A2mh) | yr) = 三 F dp'ap(x|p')(p' je "Qm | py( plx’) 


| px px Pt 
| a xli h R the 


2 
1 站 ~, m 
zala l- fp Pom Jam | je =» aA 


1 2mh +e _ 2 
=— e i — 4 d 
2 plio -x x=: 4 


-li — ex jie -x — 
2 s T P zni 


Lim pe plie- ndx 
y(x,t)= > Z [ele =x) Z woa 


2 
#+w00=—aeə[-25], WR 08 Guss iti, RABTA 


于 是 
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m m . ] f ag 


vD =- N a ha PI Dh m i m i 1 
2ħt == t+— -一 十 一 一 
2h 2a 2h 2a? 


于 是 流 密度 为 


h2xt 1 x 1 
exp 一 7 


| [> 
将 x= 工 代 人 ， 即 得 1 时 刻 的 单位 时 间 内 粒子 到 达 工 处 的 概率 . 
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题 248 质量 为 m 的 一 维 自由 运动 粒子 ， 其 初始 波 函 数 为 y(x,0). (1) 证 明 ; 在 充分 
长 时 间 1 后 ,粒子 的 波 函 数 扩散 到 下 列 唯一 的 极限 形式 
m 


=o joxp im? 的 
ht 4 2ht | U ht 
其 中 ，w 是 初始 波 函 数 的 Fourier 变换 
__l fo-ik 
Pk) = [eva 0dr 


j= Re Zey) = 
m 


y(x t)= 


O Ë h B B mopa 合理 的 物理 解释 | 提示 4 ao 时 ， 


ei y (Ee (eo)] . 
a 4 
解 (D) Schrödinger 方程 为 
2 2 
[je 
经 Fourier 变换 
yk,t) = = f ” ayent) 
方程 化 为 
0 PK 


CELS =0 
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2 
y(k,t)= eoe 52) 
2m 


其 中 
ll ° —ikx = 
V0 = f ae w(x,0) = @(k) 


yk.) = pexa] 


所 以 
_ l f° ik 
Vn) =| aya, 


1 f° kht 
=—= | dkø(k ikx-i— 
= A yes | i= J 


变量 代 换 ， 邻 = Ga 
mx | re . ht 
vads roi N agoi Jof) 


H -F35 a — off 
erior _, = e(z) 
a 4 


因此 经 充分 长 时 间 后 (: — eo ) 


ce ze] > A [Eog -em| 2) 
2 
w(x,t) = galis mz = dë RG 
sL erpi) [2 ox (=z) (=) 
J P m N m POT) 
= E =o (on =) (2 
ht 4 2ht ht 
2) vanf = 


2 
mx 
w] 
H T plk) Jë w (x,0) 的 Fourier 变换 ， 所 以 
[oofa = | “yao az 


所 以 


于 是 一 方面 


" 107 ， 


- 108 . # T JH > 


| 
= [To or = lve OF ax 
表示 总 概率 守恒 ， 另 一 方面 ， 对 :下 o 的 极限 情况 
wo = 0°|p(OF -04 f voa] = 
表示 粒子 的 波 函 数 将 无 限 地 扩散 . 
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题 2.49 放射 性 同位 素 ssBi? 衰变 成 aTE， 同 时 放出 能 量 为 6MeV 的 a 粒子 . (1) 为 
了 计算 寿命 ， 首 先 讨论 如 题 图 2.49(a) 所 示 的 有 限 高 势 允 . 计算 一 个 质量 为 M 的 粒子 从 左面 
入 射 的 透射 系数 了 ， 粒 子 能 量 为 E， 并 设 T < 1. (2) 利用 上 面 的 结果 ， 对 8Bi22 的 寿命 给 
一 粗略 的 数值 估计 ， 选 择 敏 感 的 势 驳 参数 来 近似 a 粒子 势 . 

解 (1) #T<1, 在 x=0 处 的 反射 就 好 像 势 例 为 无 限 厚 -- 样 ， 因 而 有 


yae" + Dew x<0 


dx 


y(x) =e, 0<x<b 


其 中 心 = K] k= = ， 所 以 


ik(2—t#)=-kh 或 = —_ 


考虑 在 总 处 的 反射 ， 有 
y(x) =e “|e 飞人 Dek eb), O<x<b 


Wie ?ett x>b 


-EC2-5)=ikpo 或 r,=2ik'Kk+ik5 
T =e’ 
2312 _ , 
lz 一 16k k s e 2 二 IEM E) e72 
(k? +k?) vi 


题 图 2.49 


(2) 估计 asBi… 的 w 衰变 的 速率 ,如 题 图 2.49(b) 所 示 , 我 们 可 以 把 静电 场 (6MeV 的 w 粒 
子 感受 到 的 ) 视 为 势 双 至 宽 


第 2 章 一 维 定 态 问 题 - 109. 


8ix2-e? 162 hc 162 2x10 MeV -cm 


0 = 一 -一 一 一 一 -39xl02cm 

6MeV 6x137 MeV 822 MeV 

TI R42 R = 1 x 10% . [208]J)2 = 6 x 10 cm. 这 样 我 们 有 
-12 
Vy =6MeV x22 ZIO cm -39MeV 
6x10 “cm 
假定 有 
VR = En 


a 粒子 在 s TP 的 核 内 以 速度 v 运动 ， 每 秒 檀 辟 次数 为 二 ， 这 样 ， 每 秒 就 有 到 | 的 概率 
跑 出 去 . 所 以 gB ”的 寿命 为 


z; -一 -一 一 入 


=2x10 ef? =2.3x10’s 
2.50 V(x)= —g[ó (x—a)+ó (x+a)] 


题 250 质量 为 m 的 粒子 在 一 维 势 场 V(X) =—g[ó(x —a) + elx +a) 中 运动 ，g 是 大 于 
零 的 常数 . 求 基 态 能 基本 征 函 数 ， 并 导出 联系 8 和 能 量 本 征 值 的 方程 . 
解 Schrödinger 方程 


R? 2 
二. Ivo) - glő (x-a) + ó(x+ aly (x) = Ey (x) 


2m 
2mE ¿ 
Ae, x<—a 
y(x) =4 Bsinhkx+Dcosh kx, [xl<a 
Ce, Xa 
将 2 区 的 波 函 数 分 为 奇 、 偶 宇 称 态 ， 由 波 函 数 连续 ， 
对 奇 宇 称 态 
Ae®| =Bsinhhk| I. Ae™ =-Bsinhka 
Ce™| =Bsinhkx|,,,  Ce™ =Bsinhka 
得 
—ka 
A=-C, = Ce 
sinh ka 
对 偶 宇 称 态 


Ae” | , = Dcosh ka a 了 Ae lz = D cosh ka 


ce m = Dcosh ka Ce™ = Dcosh ka 


x=a ° 
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Ce 
cosh ka . 
在 区 域 (-a-e,-a+el ，(a-2aa+e) 分 别 积分 Schrödinger 方程 ,得 


A=C, D= 


w'(—a+8)—w'(—a —s)= -FE ya) 
y'(a+8)-y'(a-£)= -ZE ya) 


将 1, 2, 3 区 的 波 函 数 根 据 奇偶 宇 称 代 和 人 得 
Bkcoshk(—a)— Akt? = -TE aoro 


AFP 2m 
-Cke™ — Bk cosh ka = -73 LME cet 
Dksinhk(-a) — Ake 2 = _ 28 eko 
偶 字 称 
-Cke™™ _ Dk sinh ka = -27 Ce* 
化 简 后 得 
f kR? -2ka 
— j-e, 字 称 态 
mg 奇 字 称 态 
Kh” -2ka 
一 一 = 二 + , 态 
Elte fs 


因为 Exk*， 且 E<0， 所 以 偶 宇 称 态 能 级 更 低 ， 侦 宇 称 态 为 基态 ， 所 以 基态 波 函 数 为 
Dcoshkaet e”, |x] >a 
y(x) = 
Dcosh kx, jx <a 
由 波 函 数 交 一 化 求 系数 亡 
2 矿 (Dcosh kae™e tc)2dz + (Deosh kx) dx=1 


2k -1⁄2 
D -| +2ka + i 


2k 
25] JD D 3 39 
88 2.51 考虑 一 维 方 势 阱 如 题 图 2.51 所 示 
VO) 0, x<0 
0 a V =š -Vps O<x<a 
x 0, x>a 


其 中 mW >0. 如 果 一 质量 为 m 、 动 能 为 E 的 非 相 对 论 粒子 从 左 人 射 ， 
题 图 25] 间 透 射 概率 为 多 少 ? 五 为 何 值 时 该 概率 为 1? 
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w(x)= e + pe i x<0 
解 W(x) = Sesi. x>a 
y(x) = Ae" + Be", O<x<a 


其 中 


k= lamE k= [2mE +V) 
h h 


由 边界 条 件 确定 R,S,A.B, x=0 AK x=a Ryo, y'a) 连续 
l1+R=A+B 
k(l- R)=k'(A-B) 
Ae“ + pe ka = Se" 
(heita _ pe ikay = pge" 
Akke a 


透射 概率 为 
Pals = _ 
Ë 4(kk' cos k'a)? + (k? — Kk") sin2 (k'a) 
2 一 2 天 2 
要 达到 共振 透射 ， 必 须 满足 ka = nz ， 即 人 射 粒子 动能 ~ 二 一 -多 时， 发 生 共振 透射， 


粒子 的 透射 概率 P=1. 
252 势 阱 的 透射 和 反射 
题 2.52 考虑 势能 为 V(x) 的 一 维系 统 
Vos x>0 


Yo- x<0 


其 中 Wo 为 正常 数 . 若 一 能 量 为 已 的 粒子 束 从 x= -处 人 射 , 其 透射 率 和 反射 率 各 为 多 少 ? 
考虑 EE 的 所 有 可 能 值 . 


解 ” 如 题 图 2.52 所 未 VO) 
voslo x>0 = 
0, x<0 


d 2mE _ x 
TY+ a 题 图 2.52 
可 令 
， _i E 
yix) = el + re efe- o | 
当 x>0 时 
2 一 
A y+ EW) o) = 0 


dx? 声 


. 112 . 量子 力学 


(D) E<V, 
d? 2m(V, -E 
a = 
考虑 到 xo vO R, 48 
, 2m(V, -E 
yO = k= 人 ) 
由 连续 性 条 件 
l+r=t 
ik —ikr = —tk' 
得 
_k'+ik _1~ik'/k 
ik-k' 1+ik'/k 
所 以 反射 率 
R=| 中 =1 
透射 率 
T=1-R=0 
(2) E>V,,x>0 
2 
CEINE 


y(x)=te > 
(考虑 到 x 一 +oo 时 只 有 出 射 波 ) 
I l+r=t 
ik —ikr =ikft 
得 
大 一 天 
r= 5 
k'+k 
所 以 反射 率 
ñ 2 
a= [z =) 
k'+k 
z1- R- Ak _ 
(k +k}? 
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题 2.53 一 质量 为 m. 动量 为 的 粒子 从 左 射 人 阶 路 状 势 多 ， 计算 下 列 两 种 情况 下 粒 
子 向 后 散射 的 概率 : (1) E ov; ; (2 Z ev, 


第 2 章 _ 一 维 定 太 问题 


解 ”如 题 图 2.53 EaR, Schrödinger 方程 为 


d? 
Ë: + 


d? 
Ë 


(DE< Vo 


ež 0-5) + 


y(x) = 
te 


rO) x<x 


k (x=) 
> 


2mE 
mE yono x< X 


加 -who X> X 


VOo) 


x 
如 


题 图 2.53 


X> X Ë = 200-2) 2) 


其 中 考虑 了 xz- +o iiy OARRA. 连续 性 条 件 为 


l+r=t 
ik —ikr = —k't 


所 以 
天 "十 达 
r= 
这 一 下 
反射 概率 
R= | =1 
(2) E> Vo 
ek=) 十 pekli) x<x Ë: = PrE) 
w(x) = 
pet O=) X> | k= pre- w) 
(考虑 到 x> xo RA HI) 
l+r=t 
ik —ikr =ik't 
所 以 


反射 概率 


"113 ， 


. 114: EE + J 


R= 作 (a) 


254 粒子 自 势 阶 方向 入 射 时 的 透射 、 反 射 


题 2.54 若 粒 子 从 右边 人 射 ， 求 一 维 阶梯 势 的 反射 和 透射 系数 ， 一 维 阶梯 势 为 
Ñ x>0 >0) 

V(x)= 

0, x<0 


解 粒子 从 右边 入 射 ， 所 以 E> 
ASE — w, =A 
反射 波 y, = Be te 
透射 波 W, = Ce" 


2m(E —V.) 2mE 
k= prew, k, = = 


由 波 函 数 及 波 函 数 的 一 阶 导数 连续 条 件 得 
4eibr M + Be m = Ce" 
Ak els aT Bhe" " 


A+B=C, (A-— B)k, = Ck, 


其 中 


x=0 
= Che] 
0 x=0 


得 


由 上 式 可 解 出 反射 系数 


IR? = 12 _ k, = NE- - Ë _ W _ č 
A. [utk] IYE-W+VE (E= (YEW + JE: 
透射 系数 加 | =1-|R|. 


注意 。 适 册 系 数 不 能 用 |9| ， 这 是 因为 肖 身 系 才 的 定义 为 了 -二 ，/ ARNE, 
正比 于 人， 因为 两边 的 波 和 不同 ， 所 以 不 是 简单 的 | 


255 势 阶 反射 比率 
题 2.55 用 量子 力学 的 观点 讨论 ,一 质量 为 的 粒子 束 沿 正 x 方 向 以 能 量 向 x=0 处 
的 势 阶 动 运动 . 当 x<0 时 ， 该 势 为 0 ，x> 0 时 为 2 . 问 在 = 0 处 被 反射 的 粒子 比率 有 多 


大 ? 
RR Schrödinger 方程 为 
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式 中 上 = V2mE / 声 ， 合 乎 题 意 的 解 为 
x<0 时 v =e + pe ww 
0 时 yst? 


由 波 函 数 在 x=0 处 的 边界 条 件 ， 有 
lj+r=t 
h —_ r) = 


所 以 


粒子 被 反射 的 比率 为 了 


2.56 # 3634 


题 256 考虑 一 个 近似 由 平面 波 描述 的 粒子 束 沿 z 轴 从 左 人 射 到 势 Y(z) =7y6(x) 上 ， 
y> 0. ó(a) 是 Dirac ó RZ. (1) 给 出 x<0 处 波 函 数 的 形式 . (2) 给 出 x> 0 时 波 函 数 的 形式 . 
(3) 给 出 波 函 数 在 两 个 区 间 之 间 的 边界 条 件 . (4) 计算 透射 概率 . 
解 (1) 在 x<0 处 有 人 射 波 e* 和 反射 波 Re  ， 所 以 
yix) =e + Re, x<0 
(2) 在 zx>0 时 ， 只 有 透射 波 Se ， 所 以 
w(x)=Se x>0 


(3) Schrödinger 方程 为 
k d? 
-二 TY +ó (z)w (x) = Ey(x) 
所 以 
wo- Eo 
波 函 数 在 x=0 连 续 
y0 )=Y(0 ) 
(4) EA DAG) 
l+R=S 


is-ika- n) = TS 
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257 ”一 维 散射 的 能 量 守 恒 


题 2.57 考 虚 一 个 质量 为 m 的 粒子 入射 到 如 题 图 2.57 所 示 的 势 的 一 维 问题 . 假定 粒子 
能 量 在 x 一- 时 大 于 Vo, Vo 为 势 当 x o 时 的 渐 近 值 . 证 明 反 射 和 透射 强度 之 和 等 于 人 
射 强度 . 


解 ” 设 在 x 一 -o BF, y> +r; x y +o BJ , 
ye, 人 射 强度 定义 为 单位 时 间 内 入 射 的 粒子 数 7= 
类 似 地 ,反射 强 度 和 透射 强度 分 别 为 R= 中 PE, r= 26. 
将 Schrödinger FERU y” 


2 
-和 + 多 Vw = Ev `w 
f m 
KEHA y 
2 
-wy +y Vy = Eyy 
m 
两 式 相 减 ， 得 到 
y' Vy -wy = Vy -Wy)=0 
p -v S -处 处 相等 特别 地 ， 将 多 在 xm 处 的 渐 近 形 式 代入 ,有 
ka-|r = Al 
所 以 
I=R+T 


258 v(x)=-—vosech?x H $ B£ 


2 
题 258 一 维 Schrödinger yma -ey m=z), (1) 证 明 
X 


ew (tanhx+ c) 只 要 选取 合适 的 c ， 是 一 个 解 . 计算 这 个 问题 的 8 矩阵 (反射 和 透射 系数 ), (2) 
REZ sechx 恰好 满足 方程 ， 计 算 相应 束缚 态 的 能 量 . 简单 论证 这 个 态 必 是 基态 . (3) 扼要 
说 明 如 果 你 事先 不 知道 基态 波 遂 数 的 具体 形式 ， 如 何 估计 基态 能 量 . 

解 (D 把 所 给 形式 的 解 代 入 Schrödinger 方程 ， 不 难得 出 当 c=- 达 时 
ex (tanh x+ c) =e" (tanh x- ik) 是 方程 的 一 个 解 ， 相 应 的 e=k? 
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X30 时 ， y =e™(1-ik) 
x——oBF,  y=e"(-1-ik) 
反射 系数 尺 =0， 透 射 系数 T= 1. 5 矩阵 为 
1—ik 
Ik i 


1-ik 
“Iik 
(2) #= -3. 由 于 sechx 为 在 全 x 空间 无 节点 的 束缚 态 ， 故 必 为 基态 . 
(3) 选取 一 个 无 节点 的 带 参 数 的 束缚 态 偶 函 数 ， 用 变 分 法 得 出 基态 能 量 的 近似 值 . 


259 ”中 子 束 在 平板 上 的 反射 


题 2.59 一 束 单一 能 量 E 的 非 相对 论 中 子 打 到 一 个 厚度 为 t 的 平板 平面 上 . 在 这 平板 
中 ,中 子 在 一 吸引 的 均匀 势 阱 中 运动 ， 势 阱 深 为 V. 中 子 束 与 平板 的 法 线 交 成 6 角 . 见 题 图 
2.59(a). (1) 如 果 : 一 oo ， 有 多 少 中 子 被 反射 (2) 如果 V 势 是 排斥 势 ， 且 V=E， 有 多 少 中 
子 被 反射 ( 令 1 是 有 限 的 )? 


题 图 2.59(a) 


iko:r—icot 


解 (1) W, (x,y,t) =e 
W,.(x,t) = Aeib rio 
在 x<0 处 , 波 函 数 为 


u (x: y) 一 eicosg ztikosing.》 + Re ikocos8-z+iko-sin@-y 


É x > 0 ñF Schrödinger 方程 为 
2 
-Vy =(E+V)y (D) 
m . 
其 解 为 
y= Telr rty 
RARO), 得 
k + k? = mE 


在 <= 0 处 ， 有 边界 条 件 
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vi (0,y) = (0,y) 
ay (0, y) - OW,(0, y) 


Ox Ox 
得 
eiko'sing.y + Reimsinb3y =T? 
ikọ cos gerine _ Riocosgeiosinby ~ Tik, . ey? 
H 
从 而 有 
li+R=7 
ik, ~ R)cos@=T -ik, 
即 
i+R=T 
Tk, =k,(1— R)cos@ 
由 上 二 式 得 
_ ka cos —k, 
kocosð +k, 
反射 回来 的 概率 为 
p=| R? _ [ko cos- «| 
k cos@-+ k, 
2m(E +V , 2mE 
k? — sino, 好 ~ 一 人 
(2) 解法 一 在 x<0 时 波 函 数 还 是 (1) 中 的 形式 . 在 0<x<t 时 Schrödinger 方程 为 
Ë 2 
-二 Vy = 0 y 
2m s 
若 y 歌 这样 的 形式 : ex? .ek # 0 
-k 2k? =0, k=+k' 
所 以 0 < x < t ENE RRO 
Vy (x, y) = Cae" + beyet? 题 图 2.59(b) 
总 起 来 有 
x<0, é (x) = et 二 je- 
O<x<t, (x) =aek% +pe k 
x>t, Á, G) = celkx 
其 中 


= JZE coso, e= [E sino 
h P 


这 里 只 写 x Ay Et. y 分 量 均 为 es 
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2mE . 
ky = | z2 -sin 


所 有 边界 条 件 为 
(0)= #0) ó$,() = ó (0) 
dø (0) _ dø, (0) dé, (t) _ dó, (0 
dx dr ' dx dx 
得 
l+r=a+b 
ik.(1- r) =k'(a—b) 
cele = qel + pe 
ik, -ce = k'ae™ — k'be kt 
解 得 


__e* -1 _k'-ik, 
e2 pe _ 


IR? =| = 
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RRO AARARIERMÉIAT ARRA, AP Fabry-Perot 干涉 仪 的 情 


只 考虑 x 分 量 ， 以 Ti:，R&1 分 别 表示 波 从 介质 1 到 介质 2 的 振幅 透射 及 折射 系数 . Ta, 
Ra 表示 波 从 介质 2 到 介质 1 的 振幅 透射 及 折射 系数 . 设 人 射 波 振幅 为 1， 见 题 图 2.59(c) 穿 


过 介质 2 出 来 的 波 振幅 


T= Tae ‘Tnt Te : Re R, ‘Tat Te? : (R,e 2 R, y Tyt 


= e T, U+ Rae + (Rae 22 六 + = 了 2Die 


其 中 e“ 是 波 在 介质 2 中 从 一 界面 到 另 一 界面 的 衰减 系数 


S=kt, 有 = D2mEGQ —cos2 0)/h= V2mE sinO/h 


可 以 利用 (1) 的 结果 
Riz =(k,-k,)(k tk), Ta=1+ R=2k kx + kox) 
但 其 中 
k. =V2mE cos0/h 
k,, =ik' =iV2mE sin0/h 


于 是 
2k i 
T = 一 一 = 2086 _ =2cosge >? 
katko cos@+isin@ 
2ka -2sing __ 2isin @e `° 


17 7 p 
katka cos@-+isin@ 


_— f _ 
1- R2 


g 
1 2 了 


题 图 2.59(c) 
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kay -kiy _isinĝ -cos _ ezio 


21 k. +k, isin +cosð 


所 以 
T =T,,T,,e? ——— 
2 2 1 一 Re 22 


_ 有 cosgsinge ”? .ek! 


1 p2 
_ 2isin 20e ce 
_ 1— e 4682 

r= 4sin? 20e… 

(1 -ecos40) + (e 2: sin 40)? 

4sin? 20e 2k 

1+e™" -2e cos 40 

4sin? 20 
e2 re _ 2 cos40 


反射 率 
2 4sin2 20 
由 =1- e” 4e _ 2 cos 40 
e% pe% _ O 
e ei 2cos40 
其 中 
k'=V2mE sin0/h 


260 ”光学 ( 虚 ) 势 的 吸收 系数 


题 260 求 在 一 维 常 虚 势 -iy(Y < E) 下 运动 的 粒子 的 波 函 数 . 计算 概率 流 并 证 明 虚 
势 代表 粒子 的 吸收 . 求 吸收 系数 ， 用 V 表示 . 


2 
解 nev-i} 
2m 
ku =e mno ， 风 有 


HTV<E, HA 


所 以 有 
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RP, w, 和 w_ 分 别 对 应 于 指数 衰减 的 右 行 波 和 左 行 波 ， 于 是 概率 流 为 
uq sa aS LES KL] 
2mE 2mE V 
j= =+Ž z E oola fr Pp e 


这 显然 是 两 个 分 别 沿 着 各 自传 播 方 向 指数 衰减 的 流 . 而 吸收 系数 为 


1 dj) | dinj | 2mE 2) 
一 一 | 二 | 一 一 一 一 | 一 z V 
VP E 


Meen 


由 此 可 见 虚 势 代表 吸收 . 
261 Galileo 变换 下 Schrödinger 方程 的 解 


题 2.61 令 有 确定 波长 4 的 一 维 自由 粒子 含 时 Schrsdinger FERE yD ,作为 某 观 
察 者 o 在 坐标 为 (x,?) 的 参考 系 中 对 该 粒子 的 描述 . 现在 考虑 观察 者 0' 由 坐标 (x',f) 所 得 的 
波 聘 数 y'(x',z) 所 描述 的 同一 粒子 . Jeri Gr, E Ge.) 由 Galileo 变换 相 联 系 

x'= r—vt 
t'=t 
(1) yw(%,) ,YW'(x', 直 是 否 描述 同样 波长 的 波 ? (2) 如 果 yw(x,n) 和 w(x',t") 都 满足 相应 坐标 的 
Schrödinger 方程 ， 求 两 者 之 间 的 关系 ， 
解 (1) 一 维 含 时 Schrödinger 方程 为 


2 
ið y (x,t) = -Ë ayet) 
2m 


其 确定 波长 的 解 为 
TAER) = etlo) 
其 中 4=2nh/p=2n/k, w= 启 ?/2m. 在 两 个 相互 运动 的 参照 系 中 ，p 不 同 ， 因 而 波长 4 也 
不 同 . 
(2) 访 8, (xt) = ihaw (x— vt,t) 

= May, t) -vð y E 

= -a y'i t) —ihvo y t) 

= Pay (x—vt,t) —ihv0,_w'(x— vt,t) 
所 以 


2 . 
-2a [ee —imv hy vt „|= ih, [ee —imv KERN vt, n| 
REE v(x) 所 满足 的 Schrödinger 方程 ， 精 确 到 一 个 相 因 子 ， 有 


2 
y(x, t) =w'(x—vt,t) al Ë _ | 
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2.62 在 尸 表象 中 求解 5 势 又 的 透射 概率 


题 2.62 在 动量 表象 中 计算 粒子 对 5 3 VG) = WóG) 的 透射 概率 (E > 0). 
解 动量 表象 中 定 态 Schrödinger 方程 为 


p ° 
P-gp + | v, e(p4p' = Ep(p) () 
其 中 
ip -p)x _ V 
= sÍ Goo i era 2 
因为 
1 ， 
1 yz px 
ra- 二 Í @(p)eh dp (3) 
由 式 (2) 和 式 (3)， 可 有 
fy wp)dp =- pe g(p')dp' = -vO (4) 
把 式 (2) 和 式 (4) 代 入 式 (1) 得 
(p? hk?)p(p) + 2 v0) =0 (5) 
V2mE 


其 中 天 = k=— > H ó 函数 的 公式 
(E-E) -4)=0 
可 知 式 (5) 的 通 解 为 
e(p)=có(p—hk)+c,(p+hk) — e, = O 


其 中 c, c2, 6002493388. 把 式 (6) 代 入 式 (3)， WA hq 


-2 eie _ 2mVo px 
vosi" =° A ) 一 之 ae P= p° P” 0 
式 (7) 中 积分 信 应 该 取 主 值 ， 可 由 转 道 积分 算出 ， 结 果 为 
i =" [ee - ew), x>0 
| a 8 
p- ae" i) x<0 
故 由 式 (7)、 式 (8) 得 
| 0) 


把 式 (8) 和 式 (9) 代 人 式 (7) 得 
V2nhy(x) = e ei +e 
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因为 x>0 区 ,不 存在 e* 项 ， 故 ci1，c2 存 在 下 列 关系 


. mW 
C2 = -i— (Cc +c 
2 28k 1 2) 


得 
V2rhy(x) =qe" — mA (q + c,)elË = (e, + e, ele 
从 而 
_& tC ik 
v= n e ， x>0 
同样 有 
W(x) = zle — c, )elt + 2e, ie ]. x<0 
把 式 (11) 写 为 
y(x) =e + Re iz 
则 有 a -cs = V2mh ， 可 得 透射 系数 为 
c) +c, ° zh- 2c, ° 
C1 — C _ G +c 
由 式 (10) 得 透射 系数 为 
1 
V. 
|) 


263 在 已 表象 中 求解 双 6 势 垒 的 反射 、 透 射 系 数 
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(10) I 


(11) 


272 
题 2.63 粒子 以 能 最 忆 = (E>0) 信 射 双 6 势 侈 V0)=W[5(W)+5(x 一 q)] ， 求 反 


射 系数 和 透射 系数 ( 题 图 2.63) 


0 a 
题 图 2.63 


解 ” 相 应 的 定 态 Schrödinger 方程 为 
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R æ | 

[EE + a00 + at-a) = Ev» a) -~ 

在 xx*0 与 zx#a 处 ,方程 (D) 改 写 为 | | 
2 


E y= Eyo) 


2m dx 
其 解 为 
el 十 Re i x<0 
y(x) =; Ac + Be, O<x<a (2) 
Te, x>a 
在 fx=0 与 x=a 点 ， 波 函数 yw(z] 的 连续 条 件 和 一 阶 导数 yy'(x) 的 不 连续 性 条 件 为 
w(0')=w(0_) 
w(at)=w(a`) 
w'(0)-w (0 )= 
We ) 一 we ) 和 Vowa) 
把 式 (2) 代 入 以 上 四 式 ， 可 得 
I+R=A+B 


ik(4-B- I+) = 2 A+B) 


Ae + pe ™ = re 
ik(T ~ Ae™ +ikBe™ = ZMV ja 


以 上 四 式 联 立 求解 ， 可 得 


_ mVo 
2 
Ë s) +e% 
mVo 
kht 
T= mV? 
ko Y 
(a) +e% 
mVo 
由 此 可 得 > 
中 
h 
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2 . 
若 记 如 -= < ， 则 上 式 可 简写 为 
mVo 
R? -orog [ee] 


` (c-i ek || (c+ + 2 
同 理 | 
kht I 
h mvg c 
透射 系数 = U = 一 一 一 | = 天 一 一 
mvo 
ct 
` ct + 2c? + 2cos(2ak)(c? —1) + 4csin(2ak) +2 

显然 

|R? +r? =1 
RAR ó S: 80 551831 RE. 


2.64 Dirac 梳 的 全 反射 
题 2.64 ”质量 为 六 的 粒子 束 以 动量 P= 角 从 z= -处 人 射 ， 受 到 周期 性 5 Sk 
yG)=V,S16(x—na), a>0 
n=0 
的 作用 ， 求 能 够 出 现 完全 反射 的 动量 值 . 
R 采用 动量 表象 ， 定 态 Schrödinger 方程 为 
p2 +0 Rk? 
Pops | ViolpYdp' = Ep(p)= oP) D 
其 中 
+° i(p'—p)x. W Ç i(p'-p)na, 
v = U | yeye p) "2 p)nafh 
PP) EI p 表象 中 的 波 函 数 .x 表象 中 的 波 函 数 为 
1 fm i 
= d ipx/h 2 
v= | Pope O 
WV, RARO, 18) 
2 _ p272 LACES [u n „i(p'-p)nalh 
(P -Rp -T | Po 


= -m > V2nhy (nayeipna!h (3) 


n=0 
根据 函数 基本 公式 
(E-i -60)=0 


可 知 式 (3) 的 通 解 为 
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2mV, W(na) _ —ipnalh 
Pp) = VILAS p -AK) + BECP + AON- D2 aE 


代入 (2)， 即 得 


i ~i mW *° dp i(x-na 
y(x) = Ae + Be "rg voa], i )pih (4) 
其 中 定 积分 应 取 主 值 ， 可 以 用 复 p 平面 上 转 道 积分 法 算出 ， 结 果 为 
re | ig-na) _ „-ik(x-na) 
N dp ei(x—_na)p!h = 2hk le e 1, x> na 
-oa p° — 2k2 ÍT Cien) — ekna) x<na 
2hk 


RARA, 并 令 二 >o( 即 > na, n=0,1,2, =), BB8 
T zk Zvona = + Ë +i re S y(na)e"* k: (5) 


根据 题 意 ， 信 射 波 ~e* ， 则 在 x* 一 oo 处 w(z) 应 表现 为 透射 波 ， 即 


多 ( x) 一 oo D eik 


voelan i 


式 (5) 中 e 项 系数 为 0， 因 此 
i> > ynae™™ 
类 似 的 ， 对 于 x<0 ( 即 x<nam= 0,12, …)， 式 (9 给 出 
pofan 2 ymae iat la +2Be i (6) 
其 中 第 一 项 为 人 射 波 ， 第 二 项 为 反射 波 . 
如 果 出 现 完全 反射 ， * oo IRA gitu 等 于 0， 即 式 (5) 中 e 六 项 系数 为 0， 这 时 
vne 


B= 


-i 
在 这 条 件 下 ， 式 (6) 可 以 写成 
y(x) =24e" +2Be wt, x<0 


2 
这 时 ， 反 英 概 率 =|| =1, slalla, 8! 


ikna = += (7) 
能 使 式 (7) 成 立 的 最 简单 的 充分 条 件 是 
elt =1 
相应 的 动量 值 为 
p = hk - 7, 3, 
a a 
AHRR KA 


2 1 1 
A= =2a,— (22), (2a), 
L x 20), ( a) 
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在 这 条 件 下 ， 从 相 邻 两 个 5 势 又 上 反射 回来 的 波 相位 相同 ， 从 而 使 总 的 反射 波 达 到 最 强 ，; 
而 透射 波 则 逐 级 减弱 ， 最 后 衰减 为 0. 
2.65 受 冲力 P6(N 作 用 的 谐振 子 基 态 


题 2.65 一 个 质量 为 m 的 粒子 处 于 频率 为 中 的 一 维 谐振 子 势 降 的 基态 上 , 受到 一 冲力 
PEO. 求 它 仍 处 于 基态 的 概率 . 


解 ” 设 粒子 的 动量 为 P ， 初 始 时 动量 为 p, F= pó()= ， 则 粒子 的 动量 是 一 个 阶 
0 
有 路 函数 已 = ph(t) + po = [or +P t> 0 转 到 动量 空 SE oCo) > 9(po + p). 
p 
谐振 子 基态 


tip Z2 
多 (xD) = ° 2h 


- 7 
si 
o= |== lve d= Ey 
一 TI Cana hme 
amoh 


WEP), REP + p) 


2 


{PtP pa 
—f e 2mo | 
nmøæh 


-PP 
=e 2moh 


P=|(e(po)|e(p, + pM = 


2.66 谐振 子 势 场 的 突变 


题 2.66 REX m 的 粒子 处 于 谐振 子 势 V(X) -3 (K > 0) 的 基态 . (1) 如 弹性 系数 


突然 增 大 1 倍 , 即 势 场 突然 变 为 V(x) =K’, (K >O , 随即 测量 粒子 的 能 量 , RETF V, 


D 势 场 由 Vi 突变 为 后 , 不 进行 测量 , 经 过 一 段 时 间 * 后, 让 势 场 重新 恢复 成 负 . 问 
rt 取 什么 值 时 ， 粒子 正好 恢复 到 原来 势 场 V 的 基态 (概率 100%)? 
解 (D 初始 时 谐振 子 基态 波 函 数 
U4 max 
m-( 和 名] e a 
势 场 改变 后 ， 谐 振子 的 基态 波 函 数 
, _[ mo, 1⁄4 -nex 
Wo -(=2) © 
这 里 ，K =m@?，2k = m2 . 
势 场 突 变 后 谐振 子 的 波 函数 不 变 ， 仍 为 wo ， 所 以 在 此 波 函 数 中 找到 多 的 概率 幅 为 
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max 1⁄4 _ max 


1⁄4 
， m — í mo. 
(valvo) = (22) e 7 (=>) e 外 dx 


1⁄4 x 14 Simax 
(z2) E |=) E 


irn 


4, 
25 
所 以 概率 为 Kw'|yo)| = = =0.9852. 
(2) 设 1=0 时 刻 , Hamilton E% H , 势 突变 后 的 Hamilton EA H’. ya, wr SY H 、 


H' 的 本 征 态 ， 相 应 的 本 征 值 为 E. . E, 
E, =(n+1/2Dħ@, E'=(n+1/2)h@ 


18 vo H H' Bak Eb 8k y, 展开 
palz, 0) = ,Cay (x,0) 


随时 间 的 演化 
yo (x, = > Cpe ™ y, (x,0) 


设 经 过 z 时 间 后 ， 粒 子 又 变 成 yo(x,0) ， 则 要 求 
Wo (x,z) = wo (x,0) 
2 Ce ety (x,0) => Cw (x,0) 
Lo =g? . 
0 为 任意 常数 相 因 子 . 
[| 52 20+2n, =0k... 
2) h 


l 
0 = pici 
因为 *= 0 时， 谐振 子 的 基态 为 偶 宇 称 态 ， 势 场 始终 保持 宇 称 态 ， 所 以 ，z 只 能 取 偶数 ， 取 


n=2k， 于 是 有 
2kot=2n, k=1,2,... 


为 了 使 此 式 对 每 一 个 上 都 满足 ，mr 必须 是 7 的 整数 倍 ， 即 ，@2r= In (1= 1,2…)， 所 以 


rm 
2K 
267 重力 场 中 粒子 的 能 量 
题 267 ”对 重力 场 中 的 任何 运动 ， 证 明 其 能 量 依赖 于 m. z Mh, ERS 
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gone | ， 人 确定 &. 
解 ”重力 场 中 的 粒子 ，Hamilton 量 为 


d 
= w ` 十 mgx 
由 量 纲 分 析 
> mèg -1/3 
mte 25 |- ies -| 
所 以 
mg -1/3 
[E] -|s (e) | 
也 就 是 说 必定 有 


2 -1/3 
E = Kmg (e) 
Et KELES. 即 w = -了 


268 一 维 Ising 模型 
题 2.68 对 一 个 一 维系 统 电子 态 ， 一 简单 模型 的 Hamilton 量 为 
N N 
H=) Efn) a+ ÈW {naa ah, en EZE, (n): Bf w g 
n=1 n=l 
参数 . 假定 有 周期 性 边界 条 件 使 |N + j=l), H3PF0623098 B. 
解 体系 的 正 交 完 备 归 一 大 为 | 办， n=1,2,..…,N 
N N 
H 5È Eol) {n| + 2 Ww {n)a +1 +n +n} 
BJ) 
H =E, +W(A+ A*) (1) 
N N 
式 中 ， 4= > | 站 人 十 直 ， A* => |n+l)(n| ， 且 有 关系 式 
n=l n=l 
Aln) =|n—D), A'|n)=|n+)) 
AAt=AtA=1 或 At=A 
由 式 (1) 和 式 (2) 知 道 ， 丹 , 4, 4* 有 共同 的 本 征 和 撩 ， 于 是 我 们 仅 需 去 求 At 的 本 征 矢 和 本 征 值 
A, =(K'JA]k) = Ser 


(2) 
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0 1 
00 1 
A=]: 
0 1 
1 0 Jax 
-4 1 
0 -4 1 
A-A=| : 
0 1 
1 O -A 
所 以 
det(A—AD)=(-A + -DY = [AN -= 
A =e, 8-25, j=0,1,2,.…,N —1 


于 是 ， 可 认为 |E) 是 4, 4 的 共同 本 征 态 ， 并 记 为 | 五 》 
+ 1 
AJE)=4|E), A |E)==|E) 


中 -| amfa + jls) 


= (Ep + 2W cos@,)|E,) 


故 豆 的 本 征 值 为 
E, = ÉE, +2W cosĝ,, g=, j=0,1,2,-,N -1 
对 应 的 本 征 函 数 可 从 和 矩阵 方程 ' 
(A-4p|E;)=0 
求 得 
1 
el! 
1 , 
E. )=— i29; 
| i) JN ° 
e (ND, 
或 


N . 
E;)= en) 


2.69 关于 Dirac 梳 的 计算 
题 2.69 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 个 无 限 扩展 的 周期 势 中 运动 . 除了 在 相隔 为 a、 宽 
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JE28 b (b < dg) 的 区 间 内 为 Vo 外 ， 其 他 地 方 处 处 为 0. 这 里 内 是 一 个 大 的 正 势 . 可 以 把 势 当 
fE Dirac ó 函数 之 和 : V(x)= > (Wb)ó(x —na) . 或 把 间隔 当 作 有 限 然后 取 极 限 从 而 得 以 同 


n=—o 


样 的 答案 . (1) 什么 是 波 函数 的 适合 的 边界 条 件 ? 为 什么 ? 设 可 通过 势 传播 的 波 的 最 低能 
27 2 . 
B E, =” 9 (这 是 后 的 定义 ) (2) 给 出 一 个 可 解 出 后 ( 即 E EENE G) 给 出 能 量 为 


E 的 波 隧 数 在 0<x<a 的 形式 (选择 归 一 化 和 相 因 子 为 y(x=0)=1). 在 x=a 和 x=a+b 
间 波 函数 如 何 ? (4) 证 明 存 在 着 E 大 于 二 的 一 些 范围 ， 其 中 不 存在 本 征 肖 数 . 求 第 一 个 这 


样 的 能 隙 开始 时 的 能 量 精 确 值 . 
解 (1) Schrödinger 方程 为 
2 2 的 
É . + 》 Vb- mo) vO) = Ey(a) 
HASHEEM x=a-£ 到 x=a+e 积分 . SRA e — 0. 可 得 
2mV.,b 
z7 y(a) 


ya’)-y'(a )= 


加 上 波 函 数 的 连续 性 条 件 
w(at)-w(a )=0 


式 (和 式 (2) 就 是 波 函 数 适 当 的 边界 条 件 . 可 适用 于 x=na,n= o... 10.1... 


(2) fE x= na 处 ，Schridinger 方程 的 两 个 基本 解 为 
u(x)= er N t, = e x 
相应 的 能 量 为 
27 2 
Eh 
2m 
令 
y(x) = Ae" +Be™, O<x<a 
根据 Bloch 定理 , Æa < x< 2a 处 
W(x) = ele [ Aeik(z-a) 十 Beo | 
代入 式 (1) 和 式 (2) 
ee(A+B)= Ae + pe ha 
ike™" {A — B)=ik(Ael2 — Be ™)+20(Aek + Be”) 
mob A. B 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 


式 中 心 = R ; 


. . , |=0 
ike" - (这 +20D)eii ike + Gk -20e 
经 过 计算 化 简 ， 可 得 


coska + 2 inka =cos Ka 


这 是 确定 Bloch 波 数 天 的 式 子 . 而 的 介 许 值 限 制 在 下 列 范 围 中 
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<1 


coska + Zein ka 


-1 1 
|cos[ka — tan ons 
MERATE k EEA ko. 
(3) Æ E= El} 
y(x) = Ae” + Pear， O< x<a 
由 w(x=0)=1 得 
yx) =2iAsin hx+e >, O0<x<a 


由 边界 条 件 可 得 f 
e™ = 3jAsip ka +e% 
eka _ e ila 
Sin koa 
所 以 , 
ya) = (ote ~eta SO | gritos 
sinka 


w(a)= el = y(a+b) 
y'a +b)—w'(a) = 20e" 
在 xela,a + biit, KAMARA A 的 形式 
ki = J2m(V, Eo)ih 
H-Fb<a, ， 所 以 ， 在 此 区 间 中 ， 波 函数 可 视 为 常数 


(4) 当 如 =2zz+9 时 (6 是 一 个 小 正 数 ) 
kos[za —arctan(Q / k) | =|cos[ó ~ arctan( Q /k)] 


式 (3) 要 求 
|G+tan6 2/k)cosd|<1 


2. ó 
边 = 由 + 一 和 一 一 十 …: 
左边 13 


cosó-(+tanó- Q/k)/ L+ Q /k| 


G) 


当 很 小 时 ,左边 14+ a>. 于 是 ,在 4> 2 的 某 - 一 区 间 中 . 不 对 应 着 本 征 函数 . 而 


ka = 号 对 应 着 本 征 值 . 所 以 ， 第 一 个 能 隙 的 地 点 为 kx=n， 即 互 = na 


270 由 算 符 满足 的 最 低 阶 方程 求 本 征 值 


题 2.70 设 二 维 Hermite 算 符 4 满足 二 次 方程 妈 -34+2=0, 且 知 这 是 4 满足 的 最 低 


阶 方程 . 问 : (1) 4 的 本 征 值 为 何 ? (2) 4 的 本 征 态 为 何 ? 
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解 (1) 由 题 设 知 4 BOEBERE 2 < 2 8, BRERA -31+2= 05948, HA 
=l, 有 =2 


J . 相应 于 本 征 值 4= 1,1= 2 的 本 征 态 分 别 是 B BI 


1 0 


(2) 在 4 自身 表象 中 ， a-f; 2 


2.71 ERARI BERR” Ei 


题 2.71 如 果 |w) 是 电荷 算 符 Q 的 相应 于 本 征 值 4 的 本 征 态 中 的 任意 一 个 ， 即 
o|v,)=q|v,) 
BRA” Wc 作用 到 |w,) 上 使 之 成 为 2 的 、 本 征 值 为 -9 的 本 征 态 
clw-s) =w) 
(1) 求 算 符 cQ+ Qc 的 本 征 值 . 2) 一 个 态 可 以 同时 是 c 和 的 本 征 态 吗 ? 
解 D l=) |w), MI | 
q 


(cQ+Qo ws)= gly-s) -qly.s)=0 

所 以 本 征 值 为 0. . 

(2) 由 于 c era qq 63a3edk, cQc'=-Q, BlcQ+Qc=0, c 和 @ 没 有 共同 的 本 征 
态 ( 除 非 g=0 ， 而 这 是 不 带电 情况 ， 引 入 c 也 就 没有 意义 了 ) 
272 算 符 本 征 态 的 完备 性 与 可 观测 量 Hermite 性 的 应 用 

题 2.72 已 知 一 量子 体系 ， 除 了 能 量 之 外 ， 还 包括 另外 三 个 可 观测 量 ， 称 为 P，Q， 
R. 设 该 体系 只 有 两 个 ( 归 一 化 的 ) 能 量 本 征 态 |1), |2) ， 它 们 未 必 是 P. Q, R 的 本 征 态 . 基于 
下 列 各 组 “实验 数据 ”， 尽 可 能 多 地 定 出 了 ，Q，R 的 本 征 值 (注意 有 一 组 数据 是 非 物 理 的 ， 
Fm ë h=1): G) (P=, aP y=. @) (j|o|D=1/2, 全 22 力 =16 . 
(3) (RID=1, GRID=5/4, (|R| =7/4. 

1 


解 (1) 因为 4|P|1)=1/2， 可 设 PID=3|D+al)， 由 态 的 正 交 归 一 和 P 的 Hermite 


tE, 得 (1|P|2)=e". FETE P|2) =o |) + p12) 
Ppr ziala) rea) (3e+op) 
H 0|P*|D =1/4, aa =0, a=0. 所 以 ， Pli) =+), B) P MEE Z 的 本 征 态 : 
|2) 也 是 的 本 征 态 ,但 本 征 值 未 知 . 
(2) *o|)=1D5+>]2. 同 (1) 得 XY=(116-1/4)<0， 所 以 这 组 数据 是 非 物理 的 . 
(3) B R|D=|D+4|2) , h (AJR |1) =5/4 可 得 
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A*A =1/4, Dr 


B R|) =l) +z e|2). 因为 (|R|2)=(2|R|D) ==e 2, 可 设 R|2)== +e |D) +n]2). 则 有 
R |1) = 2l Larme 
i 1 i 
R= ame |D) + + |2) 


由 (R=7/14 ,得 7=1. 所 以 在 基 |1), |2) 下 ，R 的 矩阵 为 


lis 


由 此 可 得 R MEEA, Z, 


273 ”能量 表象 中 的 求 和 规则 (1 


题 2.73 利用 坐标 动量 对 易 关 系 证 明 
>, - Eo)Kn|x|O)P = 常数 


2 
其 中 E, 是 本 征 态 |n) 的 能 量 . 再 求 出 该 常数 的 值 . Hamilton EX H = t VO. 
2 
解 H=-? V(O 
2m 
(H, x)=- 
m 
#2 
[[H,x],*]=—— 
m 
—=(k|I[H,xl,x)|k) = (k| Hx? —2xHx+ xH |k) 
= 2E, (k|x? |k} — 2(k|xHx|k) 
= 26, 5 Kelxln) -25tl xn E 
=27,(E, —E,)|(k|x|n)É 


令 k=0， 可 得 
2 K 
ZE, -Epel -Ë 
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2 
274 V(O) =W Ë -2 
x a 


2 
题 274 求 在 势 场 VG-W <- (a> 0) 中 运动 的 粒子 的 能 级 与 相应 的 状态 


数 ， 并 证 明 其 能 谱 与 谐振 子 的 能 谱 相同 ( 题 图 2.74). 


VO) | | 


题 图 2.74 
解 ARES Schrödinger 方程 


为 了 求解 这 个 方程 ， 首 先 求 在 > 一 中 时 的 泊 进 行为 ， 当 x-? 中 时 ,方程 (1) 简 化 为 
2 2 
EAr A 


引 和 新 的 变量 #= 2 2 ， 风 方程 (2) 变 为 
EvO - G =0 


其 解 为 y ~e*?, JH r— o 时，e8 一 oo 会 去 ， 有 


当 x 一 oo 时 ， 方 程 (1) 简 化 为 


向 变 系数 的 一 阶 党 和 分 方程 的 庆 定 广 


s(s—-D+sait+b,=0 
(这 里 ，a_1 =0, bp =-2mVpa? Ih), RAS 


2 1⁄2 
siia) | 
2 R 


,dl 
其 中 (x) 可 在 x=0 处 展开 成 x 的 宕 级 数 . 但 当 x 一 0 时 
[rawway] 
x 


于 是 


w(x) ~ u(x) — ç 


. 135. 


波 函 


0) 


(2) 


(3) 
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不 满足 波 函 数 的 有 限 性 ， 故 只 到 


J 2 a 22 
S Hf1+8mWa2 /A ] 
z ) ueo 


WX)~X 
1/2 
si - | 并 将 变量 zx 换 为 5， 则 上 式 改写 为 
yé- gzu(é) (4) 
综合 (3) 和 式 (4) 时 ， 可 令 方程 (1) 的 解 为 
— n 
w =e 2£2u(6) (5) 
把 式 (5) 代 入 式 (1)， 得 x( 久 所 满足 的 方程 为 
工 _ ， | 于 1 _ma(Ë +2W) - 
ču + 外 Ë= py PA | 0 (6) 
知 仅 当 


B=~+——— =k, k=0,1,2,... 
2 4 2h/2mV, 


时 ,方程 (6) 才 具有 物理 意义 的 解 . 由 此 可 得 方程 (1) 的 能 量 本 征 值 为 
g = 2 | |- 


ma 

h 2 
Tm ll h Sma y, 

ma 4 4 Å 


-2AM 1,1 18V _ 8mV,a° 
a 2 4 让 让 O 


3⁄2 o= 2 n ， 则 式 (7) 可 简写 为 


2 2 
E =ho|k+t4t HOC -aa || 22012. (8) 
214 h h 


式 (8) 即 为 粒子 的 定 态 能 级 ， 显然 与 频率 为 四 = % 的 线性 谐振 子 的 能 谱 相同 ， 只 是 零点 


2 2 
utk i a ep J 与 式 (8) 相 应 的 定 态 波 函数 是 


a mV, Y? 2mV 
w, (x) = c, x + -[ 28 a fefta, | a x 
式 中 ， -= me) k=0,1,2,… ，cx 为 归 一 化 常数 ， 
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275 所 分 子 钟 工作 原理 


88275 ” 氨 分 子 钟 的 工作 原理 . 
解 ” 氨 分 子 钟 作为 时 间 标 准 和 频率 标准 而 受到 人 们 的 青睐 ， 其 工作 可 简单 解释 原理 如 
+: 

氮 原 子 (N) 是 5 价 的 ， 其 电子 组 态 为 1s22s22p. 在 2p 轨道 上 的 3 个 电子 与 3 个 氨 原 子 
具有 三 角 锥 的 几何 构 型 . BUAT N 在 3 个 氨 原 子 组 成 的 平面 两 侧 来 回 振动 ， 其 势能 函数 类 
似 于 双 5 势 阱 . 氢 原 子平 面 两 边 的 两 个 平衡 位 置 对 应 于 两 个 势 谷 ， 氨 原子 N 靠 隧道 效应 穿 
过 氢 原 子平 面 形 成 的 势 人 又, 可 用 双 5 势 阱 的 简化 模型 来 模拟 . 通过 求解 相应 的 定 态 
Schrödinger 方程 ， 可 得 氮 原 子 的 定 态 波 函 数 . 


设 0<E<W 
0, x<—a 
Asin k(x +a), —a<x<-—b 
w(x) =; Bcoshk,x, -b<x<b (D) 
Csink (x — a), b<x<a 
0, x>a 


式 中 ， g=, 好 = 季风 -加 >0， 并 利用 了 边界 条 件 w(+a) =0. 再 根据 波 函 数 


yw(*) 在 tb 点 的 连续 条 件 ， 可 得 氮 原 子 能 量 E 满 足 的 超越 方程 为 

kcotk(b—a)=—k, tanh(k,b) 
为 了 进一步 得 出 氮 原 子 的 振荡 频率 和 能 级 的 关系 ， 将 双方 势 阱 作 如 下 近似 处 理 

W=, pb 一 0， bla«&i 

于 是 双方 势 旱 中 的 小 方 势 阱 等 价 为 5 势 刍 ， 使 得 %( 妇 在 切 点 的 连续 条 件 简 化 为 
Asink,(b+a)=Csink,(b—a) 
Asink,(—b+a)= Csink (—b—a) 

得 

k (b+ a)= k,(b— a)+ nz, n=1.2,3,-::- 


2 2 
nn nn h 
k = 一， ,= =1,2,3,.… 
! 24 8ma? É 
Mín=lBD =, ， 由 式 (D) 可 得 
0, x<-a 
Asink (x +a)=Acoskx, —a<x<-b 
yi(x)=40, -b<x<b 


Csink(x-a)=-Ccoskx, b<x<a 
0, x>a 
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当 n=2 时 ， k ==, 得 


0, x<—a 

Asink (x+ a)=-Asink;x, —a<x<-b 
y, (x) = š 0, —-b<x<b 

Csink,(x—a)= Asin kx, b<x<a 

0, x>a 


显然 ，wa( 习 具有 奇 宇 称 . 
若 在 初始 时 刻 != 0,， 外 界 有 一 个 微小 的 激发 , 使 氮 原 子 处 于 由 wi(x) 和 w2(x) 的 于 加 态 


之 中 

G0.0) = Jl (O) +w (2] 
HEOR G) 的 宇 称 相反 ,使 得 Gx,0) 只 在 一 个 阱 内 有 非 零 值 , 而 在 另 一 个 阱 内 的 值 
为 零 . 表明 在 1:=0 时刻 , 氮 原 子 只 在 一 个 阱 内 , 而 在 1>0 时刻, 氮 原子 开始 在 两 个 阱 内 来 
回 振荡 ， 振 荡 频 率 由 时 刻 的 波 函 数 (四 决定 


-ig i B- 
=° h on 人 "| 


+ 时刻 ， 在 阱 内 找到 粒子 的 概率 为 | 


1 * -6-5 ) 
paot =i rh wine + 


W, w SS i 


2) 


1 E, — E, 
| m 中 


式 (2) 表 明 , 粒子 概率 密度 |p(x, 人 | 的 最 大 值 在 两 势 阱 间 振荡 , 即 氮 原子 来 回 穿 透 势 鑫 . 若 振 
葛 周 期 用 * 表示 ， 则 


TE Vali 3i v 为 


由 于 E, BEETH, 2nh Ek, Mv ERRED, TARZANI, BEREE 
等 因素 的 影响 . 


2.76 能 量 表象 中 的 求 和 规则 (2) 


2 
题 2.76 粒子 做 一 维 运动 ， R= VO, 定 态 波 函 数 为 | 四 


第 2 章 _ 一 维 定 态 问题 


H|) =E n), n=12,3,... 


(n|p|m) = an (nlxlm) 
并 求 系数 4, D 利用 式 (D) 推 导 求 和 公式 


LE, -En nlem) = (nll) 


(1) 证 明 


(3) 证 明 
>, -En (niam) 1 
8 (1) 可 以 证 明 


p= |> H] 


p A 
Beali Javo] Haz- p 


利用 式 (3) | 
(nipo) = (n| Ls Hm) = (n|xH ~ an) ŻE, ~ Ba nls) 
-Hp _ 
Amn 一 h (E, En) 
式 (4) 可 以 表示 为 
(E, - E, )(n|x|m) = -4 (n|plm) 
利用 式 (5) 
> (E, ~ E,)l(nla my 
= 一 2 (En - E,)(m|x|n)(E, - E,)(n|x|m) 
⁄ ihY 
-| Erle) (alom) 
Ë 
-2 (mp2 n)(n| p|) 
Eol. 
| a le” |m) 
ACHE. 以 上 利用 了 完备 公式 


Eo- 
DE, -Epal 
-人 


* 139. 


(1) 


@) 


(3) 


@ 


5) 


. 140. E + J 
= Ch hn) (elal) + (malala) (nl ele) 
- (r|) (n|x[rn) - (mala 9) 
-$I arn) (nllr) + (mZ elaz) 
-nll (eal) (nls) nla he) 
= T (m|xix+ xHx— Hxx — xxH |m) 


-了 如 | 可 xJ+ ix, Hlx|m) 


由 
H]ļ=-[H,x]=- Ë 
[së]=-[Ħ.x]= p 
因此 
; 2 
2, -E,)|[n|x| mj) = me — px|m) => 
得 证 . 


2.77 能 量 表象 中 的 求 和 规则 (3) 
题 2.77 对 于 一 维 粒子 ， 五 = p>/24+V(x) ， 证 明 求 和 规则 
BE 
2, -EP |x, = 2 3 
证 明 由 Hellmann-Feynman 定理 ， 有 
3H \ _ dE 
da] dh 
D (E, -EY |x, => (k|xH - Hn) (n|Bz— xH|k) 
y2 p 
=—(k|(Hx— xH) W=- ehe 


2 
= 27? (k| k} = -27° (k)? jk) = -272 E 
2u ðu ôu 
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题 2.78 设 体系 能 量 本 征 态 记 为 |n) ，H|n)= Eln) 力学 量 4 在 能 量 表 象 中 矩阵 元 记 
H An =(k|A|n) ,证 明 


第 2 章 一 维 定 态 问题 .141. 


dA : 
(T), -io 
EP op =(8,-E,)/h. 
证 明 
EA 
=- (k]Ha]n + (k| AH |n) 
=i ŽE (k]Aļn)- iSe (kajn) 
=i On A, 
279 在 动量 表象 中 求解 均匀 力 场 中 运动 粒子 的 定 态 波 函 数 


题 2.79 质量 为 4 的 粒子 在 均匀 力 场 f a) =—F(F >0) 中 运动 , 运动 范围 限制 在 x>0. 
试 给 出 动量 表象 中 的 定 态 方程 并 求 出 定 态 波 函数 g(p). 
解 ” 由 作用 力 fG)=-F =-VV 得 势能 V = Fx. 定 态 方程 为 


p? 

Ë + rr jo = E(p) 
24 

P 

Ë +ifiF jee- Ep(p) 


其 解 为 


9(p)= ho 十 F Ë 一 >J 


2.80 在 均匀 力 场 中 运动 粒子 22 2 与 æ p 的 关系 


题 2.80 质量 为 /的 粒子 在 均匀 力 场 FG) = -FF >0) 中 运动 ，p(p,t) 为 其 在 动量 空间 
中 的 概率 密度 ， 求 好 与 82 的 关系 . 
of op 


解 ” 在 动量 表象 中 ， 粒 子 的 势能 
V = Fx= -ihr © 
op 


RRR oln 满足 方程 
i: Žepi- Pi je (£) 


方程 (1) 的 Hermite HEA 


.142 ， 量子 力学 


ih Z= eO, = (Z-n? zhe (pt) (2) 


PPDA — @(p,t) x A2) #8 
8 2_ 0 2 
aP PP] =F ap PP” 


Bp 


ppt) =p DF 


= øp, p= — D 
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题 281 中 子 n 和 反 中 子 元 的 质量 都 是 m, CNRS |n ma 可 以 看 成 是 一 个 自由 
Hamilton 量 H, 的 简 并 态 
Holn)=me?|n), — Bo|a)=me'|n) 
设 有 某 种 相互 作用 将" 能 使 中 子 和 反 中 子 互相 转变 
Hn=ala),  H'|ny=aj|n) 
其 中 =w , 试 求 1=0 时 刻 的 一 个 中 子 在 :时刻 变 成 反 中 子 的 概率 . 
解 RHR, ÆRA) =|n)]2)=]7). 体系 Hamilton Ë H = H, + H' E H RAH 
矩阵 元 
Hp =(|H + H'|i) =(R|H;+ R'|n)= me? 
Hy =(1|H, + H'|2) =(n|H,+H'|n) =a 
H, =H), =a 
H,,=(2|H;+ H'|2) =(R|H, + R'|n) = me? 


定 态 方程 为 
Hlw)= Ely) 
或 
oefe) 
a meja C2 
解 之 得 


E, =m? + a, m-i) 
B=mè-a a) -0E 


JG) = he [yi)+ BeH |y,) 


yo) = Aji) + Bly,) -9 
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A={y o)= 0, ol J- 
B= (ylw(0)) = x -of = 


1 _ 1 _ 
jwe) = F° Majee KTA) 


cos Ž 
leima l -iat/n J + "| 1 ) 本 h 
2 1 -i -isin Ž 
h 
= e imeth feos 于 -ass af J 


= e imetfh feos Zn- isin (7 2) 
t 时 刻 半 一 元 的 概率 为 sin? a 


282 表象 与 表象 变换 例 (]) 
题 2.82 ”有 一 量子 体系 ， 其 态 矢 空间 三 维 , 选择 基 矢 仙 ),|2),|3)}. 体系 的 Hamilton 量 


H 及 另 两 个 力学 量 4 与 下 为 i 
100 010 

sdo 0 1l, =i 0 j 

010 001 


1 0 O 
0 2 0|, 
0 0 2 
lv) = 五 四 +3 凤 + 
(1) 在 :=0 时 测量 体系 能 量 H 可 得 哪些 结果 ?相应 概率 多 大 ?计算 H 平均 值 互 及 
AH = JH? - (H? . (2) 如 在 1= 0 时 测量 4， 可 能 值 及 相应 概率 为 多 大 ? 写 出 测量 后 体系 的 


态 矢量 . (3) 计算 任意 1 时 刻 4 与 8 的 平均 值 4(D) 与 BO(). 
解 (D 能 量 的 可 能 值 为 瓦 =joo ， 也 =E =2hwo， 相 应 概率 为 1⁄2 与 1⁄2. 


H = hon, H = ia}, AH = JH? -(H} = ha, 


(2) 由 4 的 本 征 方程 
1 0 01fa a 
0 | a-s ` 
0 1 oig C3 


.H=ho, 


设 上 =0 时 体系 的 态 矢 为 


(1) 


| f° 
À, =a, eal 
1 


由 于 如 = hs =a ， 相 应 的 简 并 态 有 无 限 多 个 ， 只 要 cs =c, c 取 任意 值 ， 并 满足 归 一 化 条 
件 | +e +e =1 的 |p) ， 均 为 4 的 本 征 什 a 对 应 的 本 征 态 . 式 (0 中 给 出 的 | 甸 ) 55 |e,) 
是 最 简单 的 一 组 本 征 态 矢 (选择 a =1 与 0). 已 知 != 0 时 体系 的 态 矢 为 


1 
L| 
2 

1 


AO 


测量 4 取 值 -a 的 概率 为 


,| [z ° 
lalo =| 天 5-D=| 1 | =o 
V2 2| 1 


故 :=0 时 测量 4 的 唯一 的 a 值 . 测量 A 后 ,体系 的 态 矢 为 |p,) 或 | 全) 或 它们 的 线性 组 合 . 
(3) 任意 1 时 体系 的 态 矢 为 


pe io 
_ 1 i l i 1 i 
-le iE A |] 一 iEz/h iE/ = —i2wot 
TAO) 万 | u 2+3e |3) 2 e I 
@ -i2%or 
于 是 
1 0 of Ve 
A = (vA) = (Ve o 0 le joa 
0 1 0 e 20 
0 1 OY J2e ee 
BO) = (w(o|B|w(0) = (ieia e ioe, e?e) 1 0 0 | ee 
0 0 1Je 22 


= AE COS Wot + 1) 
平均 值 4(D 不 随 z 变 化 是 因为 力学 量 4 同 Hamilton E H XJ, ARIER. 
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题 2.83 Hermite 算 符 4 与 满足 4 =B?=1，AB+ BA=0，A,8 均 无 简 并 , R: (1) 


在 4 表象 中 4 与 妃 的 矩阵 表示 式 , 并 求 8 的 本 征 函 数 表示 式 ; (2) EB RAH A 55 BWE 
阵 表示 式 ， 并 求 4 的 本 征 函 数 表示 式 ; (3) 4 表象 到 B RREME S. 
解 (1) 因为 4 = B =1， 算 符 4, 下 的 本 征 值 为 -1， 在 4 表象 中 ，4 的 矩阵 表示 式 


为 对 角 阵 ， 对 朋 元 为 其 本 征 值 4 。 5): #pmEnkmats |° a) 


2 
4B+BA=[2 0 1-0 
0 -2d 


a=0, d=0 


p20 bY {be o) 
c o} (0 be) 
又 因为 81 =B, Wb =c, 于是， 有 


i6 -iô 
b=e'°, c=e" 


0 e? 
[| 


1 1 
B 的 本 征 函数 £|.) ， 相 应 的 本 征 值 为 1; 其 eo ， 相 应 的 本 征 值 为 -1. 


D HLE, HEK A 与 B 的 地 位 交换 一 下 即 可 . 
G) $s -| r) , JARRA B SE B01E2E3EMOEBE, MA 


1 Ojo 0 e? 
sf 5) [5 g 
人 
c d) 0 -1 |e-is 0 八 C d 
a -b)\_ ceo de? 
c —d] (ae? pesë 
解 得 a=1,b=1,c=e*,d=-e 3 . HAS ELEMRE, Sl=s ， 最 后 得 到 
s= d 1 1 
7) eó ei? 
284 ”由 不 确定 性 关系 求 最 小 不 确定 性 态 
题 284 Hsr JG-22.6p = Ao- pY, Hyo) th x= p, -0. BR Ssp, 的 最 


小 可 能 值 ， 并 写 出 最 小 不 确定 性 态 的 波 函 数 . 
R 考虑 下 列 不 等 式 
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由 于 被 积 函 数 是 绝对 值 ， 显 然 不 等 式 成 立 ， 其 中 a 是 任意 实 常数 , 上 式 右边 可 写 为 
f (em) axy +—— dy dx 
~o dx dx 
SK] Ry, AAA 
g? f a lyf dr=@ (8x? 


j Eyra ee- af k det y = dx=-of™ wh dr=-a 


dyl 
ay +H dx>0 
i dx 


je Karz - 广 Yar- sÉ V Paydr = (6p) 


将 式 (2)、 式 (3)、 直人 人 人 二 0 可 和 
a2(6x)2 -a+-r@p)° >0 


(D) 


Q) 


(3) 


(0) 


如 果 这 个 关于 & 的 一 元 二 次 方程 对 所 有 的 & 而 言 都 是 正 的 ， 则 它 的 判别 式 必 为 负 ， 从 而 给 


出 下 列 不 等 式 
1 
Sx6p, >>h 


(5) 


由 式 (5) 可 知 ，6x6p， 最 小 可 能 值 为， 此 时 波 包 称 最 小 不 确定 性 波 包 ， 最 小 不 确定 性 波 包 


波 落 数 呈 下 列 形式 


x 
r= ar” vli Pox -| 
其 中 po 和 6x 都 是 常数 ， 这 个 态 的 坐标 概率 密度 为 


y 
MW = -n e|- >, 
这 是 一 个 Gauss 分 布 ， 坐 标 标准 偏差 为 Br . 动量 表象 中 的 波 函 数 是 


_ l f aha  _ _ (x) (p, -poy 
W(P) FF [vo dx= Aes| — 


动量 的 概率 分 布 lw(Pxj| 也 是 对 称 于 平均 值 .= po 的 Gauss 分 布 ， 标 准 偏差 为 õp, = rr 


W. 


e zx 


2.85 U(x)= 


题 2.85 求 出 粒子 人 射 势 又 为 U(x)= ( 题 图 2.85) 时 的 反射 系数 . 


ex 
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解 在 本 题 势 散射 下 的 定 态 Schrödinger 方程 为 
See- U, jn (1) 


d? R lr+e™* 
设 x 一 +%m 时 ，w(o) =constxew*. 作 变量 代 换 
q=, -oo<1j<0 


间 时 令 


y =m un) (2) 
其 中 nOD 520 x+ ) 时 应 应 趋 于 一 个 常数 . 题 图 2.85 
将 式 (2) 代 人 式 (D)， 结 果 K7) 满足 下 列 超 几 何方 程 


; 2 _ ,2 
Nl mu -[' + a -qu + AH 0 (2.239) 
a a 
其 解 为 超 几何 函数 
u= — k-k ka -i | (2.240) 
a a @ 
Z y 一 o (B x — — ) 时 yw 函数 的 渐 近 式 为 
yx gie la [a (p Va +C, (pite | 
= (ope [ C et + C, e] 


其 中 
_ IT(—ik/a)X(2k,fe+D 
l T +k Oil +k) at) 
O (k/a k, /a+1) 
2 Tilk -k/a Gl -k,)/æ +1) 
PRRIRA R=- , PARAR 
Dr -x)= 
Sin TX 
可 得 到 


p (Shlak -ko)/a]Y 
(sinh [x(h +k,)/a] 


当 EE=Uo(ks =0) 时 R 变 为 1， TX E ww 时 R 按 下 面 规 律 趋 于 零 


a= [a xU, “ 22。 -各 VE 
| oh E° 


经 典 力学 极限 情形 下 REX 0. 
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2.86 U(x)= Uo 
cosh’ ax 


题 2.86 求 粒子 穿 过 势 又 U(x) = y 的 透射 系数 ， 设 该 粒子 能 量 已 < Uo. 
解 ” 设 粒子 能 量 瓦 >0 ， 此 时 sop se . 方 和 为 


dy | Uo J 
E2 E =0 (1) 
d? 大 cosh? zx y 


作 变 量 代 换 y= tanhax ， 并 令 
k=1 SmE, 5 并 | 
ñ 2 a 


kla? 
-0 
-7 


sla- PE “|. [sens 


RARA), T48 


a> 


w =(1—1) 2u) 
类 似 题 2.85 的 计算 ， 可 知 &7) 为 超 几 何 函 数 ， 结 果 有 


ik 
y = (1-1) die- -ik _ gi -2 +S+ L -+ =) 


上 述 解 在 z 一 o (Bj n— 1, l-ai, v 中 只 含 透射 波 (~e*)， 由 超 几 何 函数 的 性 质 
可 知 ， 当 x 一 -oo (7 — -DT v 的 渐进 式 为 


-ikr ikx 
多 ~ Ce "> + C,e' 


ADD GMD a 


rr JE) 
@ 


其 中 


由 式 (2) 可 得 R=|Ci/C,| ， 而 透射 系数 站 =1-R ， 结 果 是 
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，1 2 nk 
sinh 8mU, i 
9 2 2 
sinh? + cos? EET ha 
p-  “ 2 @ 
I sinh? ZË 
a mU, 


-全 一， 一 >1 
sinh2 = +cos2? gi —8mU, / ha? ) ha? 
式 (3) 中 对 Vo <0 也 适用 ， 这 时 粒子 不 是 越过 势 急 而 是 越过 势 阱 ， 当 
8m|U,,| I 
1+ ma? 
时 D=1. 越过 势 阱 的 粒子 无 反射 . 
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题 2.87 (1) 给 定 一 个 本 征 值 为 a, ， 本 征 函 数 为 由 (0 Q= 12,3,.... N,0< x< D B 
Hermite 算 符 4 ,说明 算 符 e* 是 么 正 算 符 . (2) 用 任意 算 符 的 矩阵 构造 出 一 Hermite 算 符 的 
矩阵. (3) 给 定 另 一 Hermite 算 符 B HAIER bn ,本 征 函 数 为 内 (xz) ,构造 出 一 么 正 算 符 V 
HER, ECHE B 的 本 征 矢量 转换 成 4 的 本 征 矢量 . 

解 (1) 4 为 Hermite 算 符 ， 则 4f =A 


Ñ .nl atn " Ñ E 
e-z E | 2 i A =e =e (N 
FRU eA E: Z EER. 


(D) U m HAREE, O Somn =U,,+Ul , W 
(s? Jmn = uh + U mn = S mn 


=(2n+ 1) 


S 是 Hermite #E E£. 
O) 设 有 勾 正 算 符 Y KRR Vm, E 
ua CX) =V pmm) 


nm m 


利用 (x),v(x) 的 正 交 归 一 性 
[Í i OV (dx = j “y, OW dx =V, 6, 
0 0 
即 得 
L * 
Va = Í, u, (x)v, (x)dx 


2.88 Heisenberg 表象 中 算 符 运动 方程 


: p2 mok 
88 2.88 考虑 Hamilton Et H = 的 一 维 谐振 子 . (1) 求 出 “初始 位 置 ”和 
“初始 动量 ” 算 符 
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Xo = XCOS Ot 一 — sinot 
mw 


po = pcos ot + moxsin ot 


的 期 待 值 对 时 间 的 依赖 关系 . (2) 这 两 个 算 符 与 Hamilton 量 对 易 吗 ? (3) (1) 和 (2) 的 结果 相 容 
吗 ? 试 讨论 之 . (4) 在 Heisenberg 表象 中 算 符 的 运动 方程 为 何 ? (5) 计算 对 易 子 [po,m0], 在 
测量 理论 中 它 有 什么 意义 ? 
# (1) 
3, ) = (Sto) Jeosen —w{x)sin ot 
dY? (dt 
l (p) 


一 (Soi æt —— cos øt 
mao \ dt ma 


= [x Hicoser-o(x)sinat 
1 


-Lip Hisinor- L (p)cosot 
mæ iñ m 
=0 


Lin) = (So) )eosor-olp)sin @t 

+ mo($ (a) jn ot + mæ (x) cos cot 
= Zip Hjcosor -o(p)sinøt 

i 


+ mo Ix Hsin Ot +m? (x)cosot 
i 


=0 
ñ#k (x0) FU (po) 都 不 随时 间 变 化 . 
(2) 
加 — cost + ihoxsin ot 
m 


sin ot = 


Do R]= x, R]cosot [PH]; 
ma 


[p . H] =[p. H]cosot + meo[x, H ]sin ot = —iñmo2xcos ot + iha psin øt 
即 Xo、 Po 不 与 五 对 易 . 
GB) (1D) 和 (2) 的 结果 是 相 容 的 . 由 于 ,po 的 定义 式 中 显 含 时 间 t , Ek x,, po 不 与 及 对 
易 并 不 说 明 它 们 不 是 守恒 量 . 正确 的 关系 是 
d 0 1 
Se (e)ko) 
( 在 Heisenberg 表 杀 中 算 符 的 运动 方程 为 5 = 2 LIAA], ANRA > Po MEZ 
方程 为 
do =0 dpo =0 
dt ` dz 
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(9) [momo1- -这 ， 这 阅 明 Ap aq >Ë ， 即 规定 了 同时 测 准 这 两 个 物理 量 时 ， 它 们 
可 能 达到 的 精度 上 限 之 间 的 联系 . 
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HR 2.89 (1) 设 4(0) 为 公正 算 符 ， 对 上 可 微 ， WEH ia 可 以 表示 成 
dA 
hZ 1 
ih 1 BA a) 


RR B A Hermite SER. (2) Wein SÀ = BA Br, BX Hermite 算 符 , 证明 AA 满足 方程 
i aa’ 
进而 再 证 明 ， 如 != 加 时 4(0) 为 么 正 算 符 ， 则 4(0) 总 是 么 正 算 符 . 


证 明 (1) 因为 4() 是 么 正 的 ，4(D)4iCGD = 4i(D4(0D =1. 对 1 求 导 ， 即 得 


=[B,AA!] (2) 


Sd oaa at, adi _ 
T= ar Å +A q 0 
EB . 
Mt w 
dt dt 
令 
B= ih— At 
d 
则 
t 
Bi 对] = = int AtB 
d d 
即 B 为 Hermite 算 符 . 
(2) 如 4(b) 满 足 (D， 而 且 BG)= B81(t) ， 则 式 (D 的 共 配 方程 为 
j. dal :+ 
访 TAB (3) 
因此 1 
hd (AAt)=in at ina -BA AAtB= [BAA 
iñ (AA 有 = 这 gr A +ihA— = PAA -AAB = [B,AA"] 
此 即 式 (2). 由 
AA 
gl^ l= tA dt =0 
可 得 
3 AAA a 
dz dt 


两 边 乘 ih, HAARO, 8 
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-ih 

dt dz 

比较 式 (3) 和 式 (4)， 可 见 ，4” 与 4! 满 足 间 样 的 方程 ， 所 以 4-1=44i,4 为 任意 常数 . 但 是 ， 
如 果 在 时 刻 t0,A(10)4i(46)=1, El AG.) 为 么 正 算 符 , MA C= AT). 由 此 初 条 件 可 得 出 


结论 41) = A E, R RAEE, AOA ERR. 


A`% = A BAA” = A'B (4) 


2.90 BATE BO=BO|A f Boar | 的 和 


题 2.90 ”验证 积分 方程 
BOD = B(0) + ila 人 Bírja 
有 下 列 解 
Bt) = eW p(0)e At 
其 中 4 与 时 间 无 关 . 
证 明 ”对 该 解 求 导 
BO =iAe'B(0)e i _ eitt g(0)e M! A =i[A, B(f)) 
上 式 两 边 在 0~t 对 时间 积分 ， 即 得 
BG) = B(0) + f andz| 


2.91 入 射 至 半壁 无 限 高 势 阱 粒子 的 入 射 波 和 出 射 波 的 相位 关系 
题 2.91 考虑 一 维 方 势 阱 ( 题 图 2.91) 


co, x<0 


v(x) =+ —W, O<x<a 


0, x>a 


(D 对 已 <0, 求 出 束缚 在 该 势 中 粒子 的 波 函 数 , 写 出 确定 E 允许 值 的 方程 . (2) 设 一 具有 能 
E E> 0 的 粒子 人 射 到 该 势 上 ， 求 出 人 射流 和 出 射 波 间 的 相位 关系 . 


v(x) 解 ”Schr6dinger 方程 为 
K d 
D 7 x | 入 入 -ave-0 0<x<a 
-所 
2 42 
题 图 2.91 5 lo =0, x>a 
(1) E<0. 


i) 先 讨论 W < ~ 情况. 此 时 可 得 波 函 数 形式 为 
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0, x<0 
y(x) = 4 Asinh(kx), O<x<a 
Be *”, x>a 


其 中 


mV, E) , mE 
k= — h k'= > 


而 波 函 数 连续 性 条 件 ， 得 
Asinh(ka) = Be 
Akcosh(ka) = —Bk'e * 
kesch(ka) = —k' 


因为 当 *>0 时 恒 有 cschx > 0 ， 故 无 解 (或 说 只 有 平凡 解 ) 
i) 34, > —E,ik — k,k = J2m(V, + E)/ b? ， 确 定 能 级 的 方程 化 作 kcot(ka) =—k' 


0, x<0 
y(x) =. Asin(Kx), O<x<a 
Be**, x>a 
由 波 函 数 连续 性 条 件 及 归 一 化 ， 得 
172 
A= — 
~ .2 _ 四 
Px sin“(ka)+a z% sin(2ka) 
1⁄2 
p=— 2 | Hsia) 


Tsin? (ka) +a -F sin(2ka) 
Q) E>0 


0, x<0 
WX) = 4 Asin kx, O<x<a 
Bsin(k'x +ø), x>a 


k= 2m(E + Vo) k= 2mE 
y k? y 天 


(ka)cot(ka) = (k'a)cot(k'a + @) 


其 中 


oln 
x=4 处 ，< 一 此 连续， 得 
OlInx 


所 以 
@ = arccot [eo] -k'a 


在 x>a 区 域 
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yO = Z eio _ Z artio 
其 中 
p O) er p (D) oet? 
所 以 出 射 波 相 对 于 人 射 波 的 相 移 为 


S=29= a| acco: (£ eo - va 


292 能 量 表象 中 的 求 和 规则 (4) 

题 2.92 设 F 为 Hermite 算 符 , 证 明 在 能 量 表 象 中 的 求 和 规则 

DB - EDFA] = (L Pt) 
证 明 
(8, -Ene 

= 2 (KFH |n) (n| F |k) - (k| HF In)(nl F |K) 
= (k| FHF — HFF |k) 
= Z (|F |x) (n| HF]k)-(k|F |n)n| FH |k) 
=(k|FHF — FFH |k) 
= (k| FHF ~ HFF + FHF -FFH |k) 


= 人 [LE,PIA) 


第 3 章 POJARE [B] 3: 
3.1 中 心力 场 中 有 一 定 轨 道 角 动量 的 定 态 中 ，(7) =0 


题 3.1 粒子 在 有 心力 场 Vn) 中 做 定 态 运动 , 证 明 : 在 任何 具有 一 定 轨道 角 动 量 的 定 态 
中 ,粒子 平均 位 置 在 原点 . 


证 明 由 于 Hamilton 8 H =Z- +t V(r) 具有 空间 反 演 不 变性 . 对 于 一 定 轨道 角 动 量 的 
状态 lw)》 ， 具 有 确定 的 宇 称 ，z|lw) 2 +1. 这 里 为 宇 称 算 符 zy(r) =w(-7) .由 于 
[zr] =zr+rz=0, Blzrm=-r, MI 

(w|[z.r] Iw)=2a(y|rly)=2a(r)=0 
Ë (r), =0. 

事实 上 ， 这 一 结果 可 由 字 称 选择 定 则 直接 给 出 ， 这 是 由 于 r 为 奇 宇 称 算 符 ， 其 在 字 称 

相同 两 态 之 间 的 矩阵 元 为 0. 


3.2 Landau 隧 落 


题 3.2 质量 为 4 的 粒子 在 中 心力 场 V(7) = -5a > 0) 中 运动 . 证 明 : 存在 束缚 态 的 条 


件 为 0< s< 2 ; 再 进一步 证 明 在 巨 ~ 0 附近 存在 无 限 多 束缚 态 能 级 . 
证 明 由 Viia 定理 ， 有 


(0) -Es zy- AG YO)- ( 关 )>0 


= s>0 


34V(to)—> 0, BV(r) 0 束缚 态 的 总 能 量 和 需求 小 于 等 于 零 ， 又 有 


OM i 


= s<2 


所 以 存在 束缚 态 的 条 件 为 


0<s<2 
接 下 来 我 们 设想 构造 一 个 波 包 ， 其 径 向 分 布 概率 集中 在 ro 附近 的 Ar 范围 内 ， 而 且 


Ar 之 ， 则 
a-(3-1]s* (3 z 
2 r. 2 m 


只 要 六 足够 大 ,| 如 就 可 以 小 于 任意 指定 正 数 , 这 样 就 得 到 无 限 多 条 密集 在 E ~0- 附近 的 能 
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级 . 
也 可 以 这 样 考虑 这 个 问题 ， 构 造 如 上 的 波 包 ， 则 其 构成 必须 受 测 不 准 关系 的 制约 
Ar .AD >ñ 
由 于 束缚 定 态 (p)=0 ， 所 以 
(p°) =(4p} > T 
E=(T+V)> £ a 


2 (Ar 六 

由 于 Ar 必须 小 于 m， 如 s > 2 ， 则 对 于 足够 大 的 mx， 上 式 将 给 出 >0 ， 不 能 成 为 束缚 态 
BZ, 如 0<s<2 ， 对 于 足够 大 的 ro, 上 式 第 二 项 起 主要 作用 ， 将 给 出 <0， 而 且 当 
h>, E >00 ， 各 能 级 密集 在 E~0 附近 . 


33 原子 单位 


题 3.3 给 出 原子 单位 , 进 人 Coulomb 场 Schridinger 方 程 的 物理 常量 总 共 三 个 ;天 e, ph. 
为 简化 表述 , 可 采用 原子 单位 制 ; 在 计算 中 , 形式 上 略 去 这 三 个 常数 , 即 相当 于 令 它们 为 1; 
在 最 后 结果 中 ， 再 添加 上 它们 适当 寡 次 的 组 合 ， 凑 得 量 纲 正确 即 可 . 
f Coulomb 场 Schr5dinger 方程 
K| 23, e] e ô 


Hy=Ey =-= p+. -Ey = Š 
x= ry a ror r v rr. Ta 


由 量 纲 分 析 
| 


[JY Dl U 
由 此 可 得 各 种 特征 单位 ， 如 质量 特征 单位 [4&]， 长 度 特征 单位 [r]= 


N: L, ， 时 间 特 征 单 


位 四 = 一 上 ， 可 组 成 速度 、 动 量 、 能 量 的 特征 单位 
PAGI 


2 
计算 长 度 ， 在 最 后 结果 上 乘 以 o, = Tz) 


e 


HIRR, ERRARLRI ., 
计算 动量 ， 在 最 后 结果 上 乘 以 饼 全 


计算 能 量 ， 在 最 后 结果 上 乘 以 各 
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34 = ZR 2 2 BE 


题 3.4 一 个 电子 被 禁闭 在 一 个 三 维 无 限 深 势 阱 中 . 三 个 平行 于 x,y,z 轴 的 边 分 别 长 为 
L. (1) 写 出 适当 的 Schrödinger 方程 . (2) 写 出 相应 于 最 低 可 能 的 能 量 态 的 时 间 无 关 波 函数 . 
O) 给 出 具有 能 量 小 于 某 给 定 值 互 的 态 数目 N 的 表达 式 , 假定 N >1. 


解 (1) 方程 为 
WADA yy, O<xy,z< L 
ôt 2 
其 他 情况 ，w =0. 
(2) 从 以 上 方程 可 见 波 函 数 等 于 三 个 一 维 无 限 深 势 阱 波 函 数 之 积 ， 最 低能 态 波 函 数 为 
Wi (x, y,z) = OW YY (z) 


2. f7 
y (x)= E sin( Zx) 


因此 
(x y= Bi sin (=) (2) sin (= 
Wi X,y,2)= L L L L 
相应 能 量 为 
E 3R n? 
1H 2 
(3) a 
-ŻE (m +n? +n) 
要 求 能 量 小 于 给 定 互 的 态 数 N， 下 
2m 
的 态 数 ， e male E AFRA RER ARAA, NL, 对 n>0 该 
数 为 球体 体积 的 1/8 45, A 
1 可 = | mE 可 
8 311 3 (2n 
35 “夸克 ”禁闭 


题 3.5 一 个 “夸克 ” (质量 = m,13) 禁 闭 在 一 个 长 fm=2X10-!5m 的 立方 盒子 中 . 求 从 
基态 到 第 一 激发 态 的 激发 能 ， 用 MeV 表示 . 
E ”三维 盒子 的 能 级 为 


En? 
Bnn = Tr (n pria, n, =1,2,.… 
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基态 能 为 


第 一 激发 态 能 为 
6? 3er 


从 基态 到 第 一 激发 态 的 激发 能 为 
2 一 2 
AE = 这 中 -458xl0teV = 458MeV 
2ma 


36 3 Z KB B ta 3-9 WB 09 3 X k K 


题 3.6 氧化 钠 唱 体内 有 些 负离子 空 穴 , S A270ORDI NEF. 可 将 这 些 电子 看 成 束 
缚 在 箱 中 ， 箱 的 长 度 具 有 意 格 常数 的 量 级 .晶体 处 于 室温 ， 粗 略 估计 被 这 些 电子 强烈 吸收 
的 电磁 波 的 最 长 波长 

O DETER Em = (tmk), RP n. m. k395ES3E3698, a 是 箱 的 尺寸. 


2ma? 


取 a=1A ， 电 子 基 态 能 级 为 
242 
En -并 和 z112eV 
2ma 
从 电子 的 能 级 公式 和 En 的 量 级 ， 对 于 处 于 室温 的 晶体 ， 考 虑 热 分 布 可 知 ， 电 子 儿 乎 全 部 
位 于 基态 ， 所 以 被 强烈 吸收 的 电磁 波 的 最 大 波长 为 


= =E, -En =112eV 


Am 110 À 
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题 3.7 一 电子 被 束缚 在 半径 为 R 的 球形 曲子 中 ， 求 处 于 基态 的 电子 对 里 壁 的 压力 
解 ”基态 1=0 ， 径 向 波 函 数 R(7) = x(r)/r ， 得 方程 


Was r> R 


再 利用 x(0)=0 ,得 


这 时 力 下 为 
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ZOR ETE 


__ 2E _ wR 
TOR TR 


电子 处 于 基态 ， 可 知 


压强 p 为 
F nh 


P=4 E aE 


注 (= hi ssp aspa, 本 是 的 绝热 不 变量 为 了 =Z ZE, . 


3.8 ”粒子 在 两 个 不 可 穿 透 的 同心 球 壳 中 的 运动 


题 3.8 一 个 质量 为 m 的 粒子 被 限制 在 半径 为 -=a 和 ~=z4 的 两 个 不 可 穿 透 的 同心 球 
面 之 间 运 动 ， 不 存在 其 他 势 . 求 粒 子 的 基态 能 量 和 归 一 化 波 函 数 . 
R BATHARA R= x(7)/r ， 则 x(7) 满 足 方程 
d'ir). 
dr 2 
对 于 基态 ，!=0 ， 只 有 径 向 波 函 数 才 有 意义 . 由 题 设 知 V(r) = 0, #9 K? =2mE/h , WE] 
题 化 成 求解 下 列 边 值 问题 


[z (E -V(r))- <o ()=0, a<r<b 


Xr"+KiX=0 
= Zli =0 
由 xla) =0 定 出 解 的 形式 为 
y(r)= Asin K(r—a) 
由 xX(5)=0 定 出 下 的 可 取 值 


K= r n=1,2,.… 
a` 

粒子 处 于 基态 时 ， 相 应 的 n=1， 于 是 得 到 基态 能 量 

PK Br 

2m 2m(b- a) 
最 后 ， 由 归 一 化 条 件 

f R? (r) dr = [x (dr=1 
定 出 
a- 2 
b-a 


于 是 ， 归 一 化 的 基态 径 向 波 函 数 为 


R(r)= 二 一 sinz 
-ar 
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而 基态 归 一 化 波 函 数 为 
1 2 1 in n-a) 一 a) 


rO T b~a ” b-a 


39 谐振 子 基 态 是 最 小 不 确定 性 态 


题 39 (1) HF-MERTH = (mp + )， 证 明 其 基态 能 量具 有 与 不 确定 性 原 


理 相 容 的 最 小 值 . (2) 使 测 不 准 关 系 取 最 小 什 的 小 函数 是 Gauss Neh 波 包 . 利用 这 一 事 
X, 不 解 任何 微分 方程 , 求 w . (3) 利用 升降 算 符 ， 不 解 微分 方程 ， 写 出 谐振 子 的 第 一 激发 
态 的 波 函 数 (不 归 一 ) (4) 对 于 一 个 三 维 谐振 子 ， 在 球 极 坐 标 中 写 出 简 并 第 一 激发 态 的 波 函 
数 ， 和 同时 是 的 本 征 态 . 
E (D 谐 振子 基态 是 偶 字 称 的 ， 所 以 
x=(0|x|0) =0, B=(0|p|0)=0 


(=Z, (A= 


不 确定 性 关系 
(Ax) (Ap} >> 
所 以 
E= 2 + 大友 
21 2 
> £ J. 
m 
h jk ho 
2Vm 2 ° 


即 基态 能 量具 有 与 不 确定 性 原理 相 容 的 最 小 值 . 
2) 
g Lere a 
r e2 dx 4 
2 f” -az d? -ax? 
5 fe gaed 


p = w - 
f dxe 222 


当 a=} fim _ mo 
29 2 


时 能 量 最 小 ， 所 以 
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ma 
CQ = 一 一 
2h 


(3) 


H = (e a+— Aho 
2 


基态 波 函数 为 |o) ， 则 有 


H|p)= hojo) 
即 
aial0) =0 
有 (wo))= ¿hen |0)+ wata at|0) = hen |) 
所 以 
|1) = a* l0} > e sop- mea), “一 ”表示 转 人 坐标 表象 


(4) 三 维 谐 振子 的 波 函 数 为 
W, (T) = w, FY, (FY (2) 


HA (m.n.m )=(0,0,0). 
第 一 激发 态 (m,n,2s)=(1,0,0),(0,1,0),(0,0.1) 


W (r) = N BN,2axexp(- Za 2 r) 
Wu (r) = N. iw2oem|- -la 2 r) 


Won (r) = NIN, 2azexp( -a"r ) 
Hoye 用 球 谐 函数 展开 ， 重 新 组 合 可 得 L MRES 


w, (r) = N, so e]a, (0,@) 


$ 式 中 a= 是 通常 的 定义 ， 与 (4) 中 不 同 . 


3.10 ”中 心力 场 运动 粒子 各 能 级 径 向 波 函 数 的 结 点 数 


题 3.10 题 图 3.10 给 出 了 在 某 个 三 维 中 心 势 中 运动 的 无 自 旋 粒 子 的 6 个 最 低能 级 及 其 
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相应 的 角 动量 . 这 一 能 谱 中 不 存在 偶然 简 并 ， 给 出 各 能 级 相应 径 向 波 函数 的 节点 数目 (在 节 
点 两 边 波 函数 符号 不 同 ). 
£ Š 解 “ 三 维 中 心 势 中 的 粒子 径 向 波 函数 RD) -2O T 0) 的 方程 当 给 


1 定 1 值 时 ,和 一 维 Schr6dinger 方程 相同 . 因此 当 其 外 普 不 存在 个 然 简 并 时 ， 
/其 径 向 波 函 数 的 节点 行为 同一 维 波 函数 一 样 . 对 于 束缚 态 ， 仍 然 有 斯 特 姆 
/-1 定理 :基态 径 向 波 画 数 的 节点 数目 为 0， 第 激发 态 径 向 波 函 数 的 节点 数 
/=0 EFHn. 

现在 考虑 1=0 的 3 个 能 级 ， 其 径 向 波 函 数 的 节点 数 从 下 到 上 依次 是 : 


1=0 
题 图 310 0,1,2, 关于 1=1 和 1=2 的 能 级 ， 在 添加 对 应 项 全 六- 改变 位 势 之 后 ， 


分 别 再 按 上 述 类 似 讨 论 . 
总 之 ， 本题 所 给 6 个 最 低能 态 径 向 波 函 数 的 节点 数 从 下 到 上 依次 是 : 0, 1, 0, 0, 1, 2. 


w 


3.11 三 维和 名 向 同性 谐振 子 能 级 的 占有 数 和 和 简 并 度 


题 3.11 一 电荷 为 9- 质量 为 m 的 粒子 被 一 个 球 对 称 线性 回复 力 束缚 在 原点 .能 级 间 
距 是 hw, ， 基 态 能 量 是 瓦 = Sha, ， 态 可 由 Descartes 坐标 (三 个 一 维 谐振 子 ) 或 球 坐标 (中 心 
场 ， 分 解 成 径 向 运动 和 角 向 运动 ) 描 述 . (1) 在 Descartes 坐标 系 中 ， 将 基态 和 前 二 个 激发 态 
的 占有 数列 表 ， 求 出 各 个 能 级 的 简 并 度 . O) 在 球 坐 标 中 ， 写 出 径 向 运动 方程 (不 要 求解 ) 
(注意 在 球 坐 标 中 =- Âr E, P 是 总 罗 道 角 动 量 算 子 的 平方 除 以 大 》 指 出 并 而 
出 有 将 势 ， 对 于 给 定 的 角 动 量 ， 夯 出 径 向 法 函数 的 基态 及 相同 ! 信 的 另 两 个 态 ，C3) NFO 


中 的 四 个 能 级 ， 写 下 这 些 能 级 中 所 含 的 角 动量 及 宇 称 . 将 总 简 并 度 与 (1) 的 结果 比较 . (4) 第 
二 激发 态 (E, =7ho, /12) 有 线性 Stark 效应 吗 ? 为 什么 ?比较 这 一 谐振 子 能 级 与 非 相 对 论 氢 


原子 第 二 激发 能 级 (x =3) 之 闻 的 同 异 . 


解 (1) 见 表 3.1 
D) w(r)=R(r)Y,,(0,2). 径 向 波 函 数 为 R， 满 足 如 下 方程 


1 df/,d mf m ,,) +D 
.rR E_n -EB Ro 
7 2 dr ) | 强 rr] 7 


2 
Va =l e HtD) 
2mr 


而 有 效 势 为 


" 1⁄4 
EH 3.11(ayr r, -| eap] . 题 图 3.11(b) 给 出 了 相同 ! 的 前 三 态 的 波 函 数 形状 .注意 波 
函数 的 节点 数 等 于 六 
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表 3.1 


[30,0), |0,1,0), ]0,0,1) 


12.0.0}, |0,2,0), ]0,0,2) 
{1.1.0}, [1,0,1), 0,1,1) 
130,0), ]0,3,0), 10.0.3) 
[21.0}, [0.2,1), 1,0,2} 
|1,2,0), |0,1,2), [2,0,1 
j1) 


E; 


(4) 没有 线性 Stark 效应 . 因为 x 是 奇 算 子 , 而 柬 的 所 有 简 并 态 都 具有 偶 字 称 , AN H' 
的 矩阵 元 在 能 级 子 空间 中 为 零 . 

对 于 氧 原子 第 二 激发 态 , = 3， 它 的 简 并 态 既 有 字 称 为 偶 的 态 ， 又 有 奇 宇 称 态 . 存在 
线性 Stark 效应 . 


3.12 三 维 耦 合 谐振 子 


题 3.12 (1) 一 个 质量 为 m 的 非 相 对 论 粒子 在 一 势 场 中 运动 ， 势 为 
V(x,y,z) = AQ2 + y? +2A4xy)+ B(z2 +242) 
其 中 A4>0,8>0,|4|<1，4 是 任意 的 . 求 能 量 的 本 征 值 , (2) 现在 使 势 变 成 V，. 对 于 z> u 
KEE] x, y, Vrew = V, V (DHR). 对 于 z< 一 4 及 任何 x,y, Viow =+o ， 求 基态 能 量 . 
解 (1) 选 两 个 新 的 变量 umt, tE 


反 解 之 有 


V(x, y,z) = Ava + +1210)+3 (e +f -24t +24: ZUP -| 


+B(2° +2uz) = A|0+ 4) +(— 2 |+ B? +242) 
3 3 1 0 l 


Br -3 万” Bt P 


? _ l, e l fl. 人 3 8 1 A 
ax (Ə V2 ðt J2) 2 (dtu V2 Ə J22 
ð 3 1 ð 1 


8 ðu ot V2 


? _ (2 E E 3 
02 (ô V2 br J] Jo wap V2 ə V2 
y- 
ð Or az 
这 样本 征 方程 为 


六 2m 


a 


MAA z) = UWT A)Z(2) 


2 
2 
pU- Pa 
2 
TO _ Zae, -A(- 2) ]70)=0 


ə? 2m 
aO BB +2] =0 
E= E, + E, + E, 


sn 十 一 Tjo, @= Para 
m 


B, =n 地 jw @, = 


解 之 得 


第 3 章 “ 中 心力 场 束缚 态 问 是 . 165 . 


E=E +E, +E, 
(2) 现在 当 z<-Aw 时 了 =o ， 而 z>-4 时 与 以 上 一 样 ， 这 要 求 波 函 数 在 z 一 -4 时 趋 于 
F. 这 自然 要 ns 为 奇数 . 所 以 基态 当 =n = 0,n, =1 时 的 能 量 为 


已 = 了 Ma +0) + ho Bp 


313 ”对 数 势 中 运动 的 粒子 


题 3.13 一 质量 为 m 的 粒子 , 在 一 对 数 势 中 运动 , 这 势 可 以 写成 V(r)=Cln(r/n). 请 
WA: (1) 所 有 的 能 量 本 征 态 都 有 相同 的 均 方 速度 . 并 求 出 之 . (2) 任何 两 个 能 量 态 间 的 能 


量 间隔 是 与 质量 mm 无关 的 . 
证 明 (1) 
ay |P = 1 [py 
(9)=(5) /rv py 
对 于 定 态 有 
1 
(7)=3(7° VV) 
所 以 
/P12 ll. 
()-()=1 at= Erv) 
-1 Jar cr 二 co “jwv=cjer 风 -2 
对 任何 本 征 态 均 成 立 . 
85, oH lh 1 C 
02) laml )= (l-2 Zal =- vl )=-1.S 
则 


所 以 - Ep E5 m RH. 
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题 344 假定 孤立 氢 原 子 的 本 征 态 都 已 知 ， 且 按 通常 的 记号 ， 写 为 
Vam 0,6) = Ra n00). 设 有 一 氨 原 子 的 原子 核 距 无 限 高 势 壁 为 4， 显而易见 ， 势 壁 力 
图 使 所 原子 变形 . (1) 当 4 下 0 时 ， 写 出 这 个 氨 原 子 基态 波 函数 的 形式 . (2) 求 出 所 有 其 他 半 
空间 中 该 氢 原 子 (4 下 0) 的 本 征 函数 ， 用 R, 和 Ym 表示. 

解 (1) 建立 坐标 系 ， 原 点 取 为 原子 核 所 在 位 置 ，Z 轴 垂 直 于 势 璧 表面 . 由 于 4d 0， 


在 半空 间 ，Z > 0 内，Schridinger FREDE R, Yn, BIRETO = 时 多 =0 的 条 件 ， 即 
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只 有 1!+ 玉 = 奇数 的 那些 解 才 是 满足 要 求 的 , 如 


Yo = È cos0 
` 4r x 
所 以 基态 波 函 数 为 R, Y, . 
D 所 有 其 他 本 征 态 为 RY ，l1+m= 奇 数 ， 即 m=1 一 11 一 3,…,-1+1 为 [ 重 简 并 . 
注 这 种 做 法 同 问题 的 对 称 性 密切 相关 . 


=0 


t 


3.15 氮 原 子 波 函 数 随 时间 的 演化 


题 3.15 在 := 0 时 氢 原 子 的 波 函 数 为 
w(r,0) = 而 [we +W t VWa + VETA | 

其 中 指标 是 量子 数 n, L. mHE. 忽略 自 旋 和 辐射 跃迁 . (1) 什么 是 该 体系 能 量 的 期 望 值 ? 
(2) 在 :时 刻 体系 处 于 ! = m=1 态 的 概率 是 什么 ? (3) 电 子 在 质子 10 em 之 内 的 概率 是 什么 
(t= 0 时 ) (这 里 可 采用 近似 结果 )? (4) 波 函 数 怎样 随时 间 变 化 ? R yC.) . (5) 假设 一 次 
测量 发 现 L=1,L =1， 用 上 面 的 ww 描述 这 一 测量 后 瞬间 的 波 函 数 ， 

解 DERRE 

E=(y|Hly) = (8 +6E,)= Zr =-7.68(eV) 


其 中 ,B= 2 为 复原 子 基态 能 量 
(9) =e "jy(0)) 
É (ml1|w(0)= ó, (211le™™ o) = sole 
所 以 概率 


P=|nlilw(ON = 5% 
当 n=2 时 ，P= 志 ,其 他 为 零 
(3) 令 Q=10 "cm 
P= [ “rdry'ydn 
=fr rar 二 (4Ro +6|R,,| °) 
2 
[Rof -Że K jk, = = —e” a=5.29x10?cm 


Ba <a, ， 所 以 
erta 1-2, erta wl 


a a 
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a a 2 
p~<| asi], rzdr -一 i=) 
1040 a a 1070 24a a 


HOE] 


(4) wirt) =e ty(r,0) 
l -iat ~io viant imt 
= o 2° MW te “Yao + V2e “n + V3e Waa) 


式 中 


E, 
, m = 


(5) 由 于 上 = 1 所 以 n= 2. 于 是 ， 所 求 态 矢 为 
| }=C,[211}+ C1210) +c |21-15 


HERA L| )=|), ML, =G +L)/2, BA L| )=| ) 成 为 
3(Vicl21D) + Vacc, +C_)|210) + /2C,|21-1)) 
=C,|21+C,|210) +C_|21-1) 


得 
2 2 
所 以 


| )=zc,[ 2|21)+2|210)+ Val21-)] 


— 1 y 
归 化 C =P ， 所 以 
| )=|21D+ V2|210)+|21-D) 


3.16 EF 
题 3.16 和 氢 原 子 的 基态 能 量 和 Bohr 半径 为 
E - Quo = K 
° 2m ° me 


其 中 m 是 系统 的 折合 质量 . mp =9.11x10%g, mpy =1.67x10”g, e=16x10®c, 
h=1.05x10” erg? - s. (1) 计算 电子 偶 素 的 基态 能 量 和 Boh 半径 . (2) 由 于 电子 有 自 旋 , Hi 
子 偶 素 基态 的 简 并 度 是 多 少 ? 写 出 具有 确定 总 自 旋 值 的 可 能 自 旋 波 函数 及 其 相应 的 本 征 值 . 


Q erg 为 功 的 单位 , lerg= 10-7。 
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(3) 电子 偶 素 的 基态 会 发 生 衰变 ， 潭 灭 为 光子 ， 计 算 这 个 过 程 中 释放 出 的 能 量 和 和 角 动量 ， 
证 明 终 态 至 少 有 丙 个 光子 . 
解 (D 电子 偶 央 的 折合 质量 为 电子 质量 的 一 半 普 = mer ,将 所 给 数据 代入 题 设 所 给 
公式 ， 得 到 
a =106xl10 ° cm, E, =-6.8eV 
2) 电子 偶 素 基态 的 简 并 度 为 4. 记 正 电 子 为 粒子 1， 电 子 为 粒子 2， 单 个 粒子 的 自 旋 
在 z 方 向 分 量 的 本 征 态 为 & Mp. ww 和 分 别 对 应 于 本 征 值 之 ， -2 . 则 基态 的 具有 确定 总 
自 旋 5 =$, +S 和 总 自 旋 z 分 量 S. =S, + 5,, 的 本 征 态 为 
aal), S=ħ,_ 5, -= 
gleo +PDa)], S =A, 3=0 
BOLOQ 5=h S. =-—h 
geOD -paC]， S=0，  S,=0 
(3) 正 负电 子 潭 灭 时 ， 放 出 的 能 量 主 要 来 自 于 两 者 的 静 质量 
AE = 2ma ye’ =1.02MeV 
释放 出 的 角 动 量 的 大 小 取决 于 潭 灭 前 电子 偶 素 所 处 的 状态 . 在 基态 ， 轨 道 角 动 量 为 0， 
没有 贡献 ， 所 以 对 5 = 0 的 态 来 说 ， 释 放 的 角 动 量 为 0， 即 没 有 角 动 量 放 出 . 对 5 =A RIA 
些 态 来 说 ， 释 放出 的 角 动 量 大 小 为 Ar = VIL+ 仿 = /2h. 
下 面 来 证 明 终 态 至 少 有 两 个 光子 . 假设 电子 偶 素 漆 灭 后 只 放出 一 个 光子 ， 则 过 程 的 能 
基 和 动量 不 可 能 守恒 . 道理 是 这 样 的 ， 光子 只 要 有 能 量 E， 就 一 定 同时 带 有 大 小 为 EC 的 


动量 . 于 是 光子 在 任何 一 个 参考 系 中 动量 不 为 0， 而 在 电子 偶 素 的 静止 参考 系 中 , 过 程 前 后 
动量 都 应 为 0， 因此 可 以 断定 终 态 至 少 有 两 个 光子 . 


3.17 电子 在 势 场 V = kr, k> 035234 


题 3.17 考虑 电子 在 球 对 称 势 中 的 运动 ，Y = kr,k >0. (1) 用 不 确定 性 原理 估计 基态 
能 量 . (2) 用 BohrSommerfeld 量子 化 条 件 计算 基态 能 量 . (3) 用 你 选 的 尝试 波 函数 通过 变 分 
原理 草 复 上 面 的 计算 . (4) 精确 求解 基态 的 能 量 本 征 值 和 本 征 函 数 (提示 “利用 Fourier 变换) 
对 于 非 零 角 动量 的 态 ， 给 出 等 效 势 . 


解 (D E=P +k 
2m 
由 不 确定 性 关系 可 知 
PP jay 
我 们 立刻 可 算出 能 量 E 的 最 小 值 为 
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E, = Ser /4my! 
(2) Bohr-Sommerfeld 量子 化 条 件 为 
bPar=nh Bag=n 
粒子 是 在 6 => 平面 内 运动 . 基态 取 n, = 0,m =1， 阅 轨道 ， 半 径 为 4 


P, = moa° = h 


2 AU3 
a=| 2 
品 


p2 3 1⁄3 
E =—. 了 + 如 = kh? m 
° m a > ) 


(3) 考虑 尝试 波 函 数 为 y(r) = e ”，14 为 变 分 参量 
PAL B k. + 站 | 


而 mo"e =k ， 所 以 


(viy) 2 A 2m 
ôH ¿ 
x 9, 解 得 
3 km 1/3 
É 3 
所 以 
173 
E, = "k 
2\ 4m 
(4) Schrödinger 方程 为 


2 2 


La p+- E)y=0O 
2m dr 
这 里 %*=rR,R 为 答 向 波 函 数 . 由 于 是 基态 ，(b,g) 方 向 的 波 函数 是 常数 . 作 变 换 


方程 化 为 (x(7) =O) 
IZO) 7(y)=0, y>0 
dy 
这 是 Airy 函数 方程 . 
角 动 量 不 为 零 时 的 有 效 势 为 
BIG -+D 


V. = kr+ 
f 2mr2 
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318 Ega FR RE ERS V(r)= A+ Br 


88348 重 夸克 之 间 的 相互 作用 经 常用 一 个 自 旋 无 关 的 非 相对 论 的 势 来 近似 ， 这 个 势 
是 径 向 参数 + 的 线性 函数 ， 这 里 7 是 夸克 之 间 的 距离 矢量 . 即 Y(r) = A+ Br , 著名 的 柴 粒 子 
w 和 w' (静止 能 量 分 别 为 3.1GeV 和 3.7GeV) 就 被 认为 是 质量 为 1.5GeV/e 的 e 夸克 和 相同 
质量 的 反 夸 克 在 上 述 线性 势 下 构成 的 零 角 动 最 的 上 = 0 和 n= 1 的 束缚 态 . 类 似 地 , 新 发 现 
的 y 和 六 被 认为 是 由 bb 夸克 及 其 反 专 克 在 相同 的 作用 势 下 构成 的 零 角 动 量 的 z= 0 和 n= 1 
的 束缚 态 . b 夸克 的 静止 质量 加 = 4.5GeV/1c: ，y 的 静止 能 量 为 9.5GeV. (1) 用 量 纲 分 析 方 
法 ,推出 w 和 w 的 能 最 间 隔 和 y 与 大 的 能 量 间隔 的 关系 ; RA, WA 六 的 静止 能 量 (所 有 
能 量 均 用 GeV 表示 ). (2) 将 n= 2 态 (轨道 角 动量 为 零 ) 上 的 昧 粒子 称 为 w" ， 用 M.K.B 近似 
法 估算 w' 与 wy" 之 间 的 能 级 间隔 ， 并 将 这 个 能 级 间隔 用 y 与 y' 的 能 级 间隔 表示 ; 然后 ， 给 
H v” 的 静止 能 量 的 数值 估算 . 

解 ”在 夸克 和 反 专 克 所 组 成 的 质心 系 中 ， 相 对 运动 方程 为 


2 + ve))eo)= Evo, u=” 


2 
AF E, 为 相对 运动 能 量 ，m 为 夸克 质量 . 在 零 角 动 量 的 情况 下 , 上 述 方程 在 球 坐 标 系 中 的 


形式 为 
2⁄ 1 d d 
= 2 Evoje = E. R(r) 
令 RO) = 如 (n/r， 则 如 () 满 足 方程 
d2 2 
了 + (Er -V(r))z, =0 a) 


以 V(r)=4+Br 代 和 人 


d? 
+ TECE, - A- Br)z, = 


(1) 现在 对 上 述 方程 作 量 纲 分 析 
[B]=[E]NL]', [A] =E} Lm] 
[EP®? = [Bh][mT] !2 
E= f (XBW (ay 1” 
了 (n) 是 仅 与 主 量子 数 n 有关 的 无 量 纲 常 数 ， 则 


(Cj (Bh). 


AE, = E, - E, = fü) - f (0) 


A He 


En (f(D - f) 


AE, = Cj， 


(/0)— f0) 
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则 
AE, _ 1⁄3 -4) 
AE, \/h 3 
E, — E, = 0.42GeV 
E, = E, +0.42 = 9.5 + 0.42 x 9.9(GeV) 
(2) 由 方程 ()， 用 W.K.B 近似 法 可 得 出 Bohr-Sommerfeld 量子 化 定 则 
a 3 E, - A 
2 f JIE, — A— Brdr = (n +h a= 
得 
3 2/3 
EG 3 Janza] 
E = A+ ~ao 
由 此 求 得 
_ _ (BRF ay 9 2/3 
fe E Su” (s i 器 
(Bhy22 af 2] 213 
Yn [Ë [e] 
E ,— E, (332 _ (2125 
= e e ED a 
E, _ E, (22 — (922 0.81 
Ep - E, =0.81x (E, -E,)=0.81x(3.7-3.D = 0.49(GeV) 
E =3.7 +0.49 ~ 4.2(GeV) 
319 ”质子 和 中 子 通过 交换 人 J EARR RA VO) =-2 e7 


8349 两 个 质量 各 为 M 的 粒子 通过 势 
V(r)= -Ee 


互相 吸引 ,其 中 d = himc , 县 me =140MeV, Me =940MeV. (1) 证 明 : 只 要 适当 选取 参数 
2 和 有 ， 则 通过 变量 代 换 上 = ae “ ， 可 以 将 该 体系 1=0 时 的 径 向 Schrödinger 方程 化 成 


Bessel 方程 
d en 1 eo + 人 -和 ja 
(2) 假设 已 知 该 体系 只 有 一 个 束缚 态 ,结合 能 为 22MeV, 计算 g? /hc 的 数值 并 指出 其 单位 ， 
GÈ REFRA J G) 的 数值 图 ， 见 题 图 3.19. (3) 为 使 该 体系 具有 两 个 1 = =0 的 束缚 
E, g /hc 的 最 小 值 应 等 于 多 少 (d 和 MM 不 变 )? 
解 (1) 1=0 时 ， 径 向 波 函数 R(r) = x(r)/r 满足 的 方程 为 ( 约 化 质量 = M /2) 
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题 图 3.19 


dgr) M 
a P 
如 果 作 变量 代 换 
r— x=maer, 


并 记 X(7)=7(x)， 则 


PI 1 d/@) Ë x 


d? x dx 
若 令 
a= SË Mq, 
并 记 
2 _ 4d MIE|_ 
P=- 


则 径 向 Schrödinger 方程 化 成 o 阶 Bessel 方程 


; (z) 1 ME, 
Kdf a) è PE 


zeloa] 


L 


1 
P= 


_4d 2ME 
K 


7 | 
mp L? 
vA L? 
A 
G 
SmE 
BE 
m 


s| re Jo =0 
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J G) 1 dJ (2) 2 
++ 1-5 J,(x)=0 


(2) 对 于 束缚 态 ， ERr o PF, R(r)— 0. 满足 该 条 件 的 解 为 (不 考虑 归 一 化 ) 
CO)=J (ee) p>0 
男 一 方面 ， 必 须 有 x(0) =0 ， 这 给 出 
J,(a)=0 
现在 已 知 
24 2 n 2 
p =- | 本 =— Mc | 本 = 二 0VY940x22 = 0.6 
根据 题 图 3.19, 可 以 近似 求 出 p=0.6 时 函数 J 0 的 最 小 零点 值 为 3.3, 这 也 就 是 给 出 只 具 
有 一 个 束缚 态 的 势 阱 的 c 值 


a = 3.3 
于 是 ， 容 易 求 出 
g ħa? „mea _140xG.3 04 
hc 4Mcd AMc2 4x940 
这 是 一 个 无 量 纲 数 . 


O) 考察 题 图 3.11， 不 难 发 现 当 a <5.5 时 ， 给 定 & 值 ， 只 能 求 出 一 个 p(> 0) ， 使 得 
7p(Q)=0， 这 时 无 论 如 何 只 能 给 出 一 个 束缚 态 . 因此 ， 要 得 到 两 个 1=0 的 束缚 态 ， 必 须 
gg>5.5 ， 于 是 g? /fic 的 最 小 值 为 


g? Main _ 140x (5.5)2 ~il 
nin 4Me 4x940 ` 


320 ”中 心力 场 束缚 态 的 一 个 重要 关系 
题 3.20 证 明 在 非 相 对 论 量子 力学 中 , 对 于 中 心 势 场 V(r) 中 的 任何 单 粒子 束缚 态 有 下 


列 关 系 式 成 立 
2_m/avn\ 1/ 
woo) -2 dr ) =Í) 


AP yO 是 原点 波 函 数 ，Y(”) 为 势能 ，m 为 粒子 质量 ， 忆 为 角 动 量 平方 (令吉 = 1)， 在 角 动 
量 不 为 零 的 情形 下 给 出 方程 的 经 典 解 释 . 
证 明 在 中 心力 场 下 


l ð -ð LP 
Er lvevov=e 


> 


y(r,0,9) = ROY, (8,0) = TOA (0,9) 
其 中 u(r) = rR(r) ,得 
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u alame- V(r- np), =0, r>0 (1) 


式 (有 ) 两 边 乘 以 w(r) ， 并 对 了 积分 ， 得 


Í u'(rju"(r)dr + f [ze- Ve- =i Ë :He-0 


分 部 积分 之 ， 并 利用 "(eo) = 0,u(oo) =u(0) = 0 
u"(0) =[R(r)+ rR'(r)] = RO) 


得 
-RO0) + 让 "| VD „zar -| 天 党 到 r2dr |- 0 
所 以 
kof = RO) 
m = 之 | IROX, 0, p} S Ko r’drdQ 
-二 二 | [ROn 00] 5 RU, (0,9)]- rdrdQ 
即 
: mafdy(mD If 
oj | dr J 2n (5 ° 
I=0BF, WOP =0， 所 以 
(o= iJe 
dr / m\r 
其 经 典 对 应 为 
CONN EEA 
dr m r @ 
而 吓人 = ， 为 向 心力 
dr 
LES-m pof =m% -(vsin{r, v)? =m = ma, 
=H 其 中 + 为 沿 球面 的 切 向 加 速度 ，a, =v /r 为 向 心 加 速度 . 可 


NA 见 式 (2) 正 是 牛顿 第 二 定律 的 表达 式 . 
3.21 有 限 深 球 方 势 阱 中 的 束缚 态 
Yi 题 3.21 一 个 质量 为 m 的 无 自 旋 粒 子 ,约束 在 一 半径 为 
£ no 的 球 方 吸 引 势 阱 内 . (1) 为 了 获得 两 个 零 角 动量 的 束缚 态 ， 


题 图 3.21 势 阱 的 最 小 深度 为 多 少 ? 在 这 个 势 阱 深度 下 . O RTEA 
动量 的 Hamilton 量 本 征 值 为 多 少 (如 果 需 要 ， 你 可 以 将 你 的 部 分 解答 表 成 超越 方程 之 解 )? 
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如 果 粒 子 处 于 基态 , (3) 在 坐标 基 下 画 出 波 函 数 和 与 之 相应 的 概率 分 布 . 详细 解释 后 者 的 物 
理 意义 . (4) 用 这 一 波 函 数 预言 对 粒子 动能 的 单 次 测量 的 结果 ， 可 以 将 之 表示 成 一 维 定 积分 
的 形式 . (5) 在 不 确定 性 原理 基础 上 ， 给 出 (3) 和 (4) 联 系 的 定性 分 析 . 

解 D 径 向 波 函 数 R(r)= z(r)/ r 满足 方程 (1=0) 


b d 

-3 g Vz =Ez, O<r<n 
2 2 

-Ey 而 < 六 < oo 


X(0)=0， Yo 有限 
于 是 ， 波 函数 应 取 
sinar, Ogrgn, ol =2m(V,+ E)/P 
ZES gp, 2 2 
B ， Wn<r<w, °*'=2mJE]/h 
由 r= 处 的 边界 条 件 得 出 
-acotaņ = B 
&¿=a,n= Bn， 则 得 出 
£ +° =2mV re / b° 
-cot =7? 
由 题 图 3.21 可 以 看 出 ， 要 有 两 个 束缚 态 的 最 小 势 阱 深度 为 
| 
h° 2 
Ih? 
Bme 


(2) 在 (1) 中 的 势 阱 深度 下 所 求 Hamilton 量 的 本 征 值 为 
E,=0 


Voda = 


而 基态 能 量 E, 满足 方程 


二 J h- a) -g` 
-4 (2) =% 


g =- \ 
2m 
(3) 归 一 化 后 的 基态 波 函 数 为 
四 Asinar, 0Srs 力 
r)= 
: Asinan ee" 了 > 为 


归 一 化 常数 为 
1 


A 
ma p 的 意义 已 在 (1)、(2) 中 给 出 ， 其 波 函 数 与 概率 分 布 如 题 图 3.21'(a) 与 图 3.21'(b) 所 示 . 
从 题 图 3.21' 中 可 以 看 出 , 粒子 在 r < 区 域 中 的 概率 很 大 , 在 外 指数 衰减 , 故 可 认为 
粒子 被 束缚 在 此 球 方 阱 中 . 


1 1 
9 . 2 
=— (Qn -sinan cosgr,)+ -—sin aY, 
7al ° è) 28 ° 
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(4) 粒子 动能 马 = 区 是 动量 Pp 的 省 数 , 故 对 粒子 动能 的 测量 概率 等 同 于 对 动量 p 的 测 


EER. 这 里 r ) 是 基态 坐标 波 函数 的 Fourier 变换 ， 而 %( 刀 是 它 对 方向 作 4x 积 


分 . y 
l . YX(7) e Pit qy 


. 1 [二 
Oray” J ja x 


2 
O pr pr ; 
=. | [ LD oer sin 939d@-r'ar 
4n(2nh) 


2 

h — rdr 
pr 
ID] 3 


wip =t 


fz N 


ya 


代入 (3) 中 的 z(r) 表达 式 即 可 积 出 . 


平均 动能 数值 忆 为 
E, =(n]- yn) = 到 EAMA, 
=E +V f Asin? or :二 :radr.4r 
0 r 
= V A? -en ) 
E, + 2rV,A Ë Ja 
zo) ix 


(b) 


(a) 
题 图 3.21 


(5) 由 上 述 讨 论 可 知 ，(3) 中 的 空间 波 栈 数 给 出 了 空间 的 概率 分 布 ， 而 (和) 中 空间 波 函 
数 给 出 了 动量 的 概率 分 布 ， 这 两 者 弥散 特征 量 之 积 应 满足 不 确定 性 原理 
ApAr > h/2 


即 两 者 的 “ 胖 瘦 ”应 该 是 互补 的 . 


3.22 有 限 深 球 方 势 阱 存在 束缚 态 的 条 件 


题 3.22 (1) 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 个 三 维 方 势 阱 V(r 中 运动 . WEB, 对 于 一 个 半 


径 R 一 定 的 阱 ， 只 有 其 阱 深 起 码 有 一 极 小 值 时 ， 才 可 能 有 束缚 态 存 在 ( 题 图 3.22(a)). 计 
算 此 极 小 值 . Q) 在 一 维 中 的 一 个 类 似 问题 有 不 同 结 果 . 这 一 结果 是 什么 ( 题 图 3.22(b))? 
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(3) 你 能 证 明 (1)、(2) 结 果 中 的 一 般 性 质 对 任意 形状 的 势 阱 均 成 立 吗 ? 例如 ， 在 一 维 情况 (2) 中 
V(x)=Af(x) < 0, a<x<b 
V(x)= 0, x<a B x>b 


保持 Jo 不 变 ， 讨 论 不 同 的 4 值 . 


解 (1) 假定 存在 一 束缚 态 w(r) , HR 0F---- x 
定 它 为 基态 (=0) ，yw(r)=y(r). 本 征 方程 -K 


为 (E <0) @ 

和 题 图 3.22 
rr A) OG 

2m r° dr 
如 图 3.6(a) 所 示 

0, r> R 
V(r)= 
P O<r<R 
解 得 
sinkr r<R k 2m(Ë + Vo) 
7 h 


y (7) = 


BE, ron, k= ZE 

r h 
A、B 是 归 一 化 常数 ， 利 用 在 + =R 处 的 边界 条 件 

Hevea] =o] 

得 到 
8mR° 

O) EERDE, KERRU, 总 有 一 束缚 态 存在 束缚 基态 对 原点 总 是 对 称 的 
( 肝 的 中 心 为 原 避 ， 本 征 方 入 


Lyo + [z -V(X) = 0 


v> 


如 题 图 3.22(b) 所 示 


注意 到 w(x)=y(-x), 解 之 可 得 


Acos(kx), | 十 < R 
w(x)= 
Be thi |> —_ 


利用 与 (D 中 同样 的 边界 条 件 ， 有 
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(2); 
tan| -一 |= 一 
2 k 
得 
a(R) _ 1 2mV, 
see | 2 J- É m 
从 而 有 
ar 
cos| — |= 
2 2mV, 
Ë 
对 任何 WW 均 有 解 存在 . 
G) 对 一 维 情况 ， 定 义 一 个 方 势 阱 内 ， 使 之 满足 
R 
-V> 加 < 了 
V (x)= R 
0, h>; 


EVVO 对 任何 x 均 成 立 ( 题 图 3.227. 从 (2 中 可 知 存在 一 个 
jy。(x)) ， 是 与 V(x) 相应 的 本 征 束缚 态 ， 即 


(yo maA, <0 


但 是 


p p 
(lag t YO) < mlaz to) 


题 图 3.22' 


所 以 


p: 
(wo x t Y|) <0 


即 题 中 所 给 的 Y( 形式 的 阱 均 有 束缚 态 ( 对 其 他 形式 的 V(x) ， 可 能 没有 束缚 态 ). 


ofo xs0，y,z 任 意 ，、，，， , | 
3.23 丰田 VGs y= 人 x>0, yz 任意 中 还 动 的 粒子 ， 计算 其 Green š 


AAGE, r A 


8323 对 于 在 势 
%， x<0，y,z 任 意 


Voy, a-fo x>0, yz 
中 运动 的 非 相对 论 电 子 ， 计 算 其 Green 函数 及 1GC,r',D9P ， 描 述 概率 随时 间 的 演变 并 给 以 


物理 解释 . 
解 本题 的 势 可 用 x=0 处 G(r,rt) =0 的 边界 条 件 蔡 代 ， 而 这 一 边 值 问题 可 由 镜像 法 


求解 . 设 r" 为 r' 关 于 x=0 的 镜像 
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(i noera =ë(pn[ó(r -r-r —r”)] (1) 


这 一 方程 的 解 的 x>0 部 分 就 是 真实 的 Green 函数 的 x>0 部 分 ， 而 后 者 在 x< 0 时 为 零 ， 令 


G(r,r', t) = z ik.r—i@t G(k,r', o) oO) 
代入 式 ()， 可 得 
G(k,r', @) = = [e*” -e7 ] 
ho- 
2m 
RERO, 48 
kdo riot er e 
ho- EE 
2m 


先 对 四 积分 , 考虑 到 因果 性 要 求 , 当 !<0 时 ，G(r,r ,办 =0, 我 们 使 的 极点 作 一 移动 -is ， 
2 为 一 小 正 数 ， 最 后 令 一 0. 


GGr,r',t)=—— pr m == [eee r~- Ee mik" -e™”) 


if m f im(r — r" _ im(r — r”) 
i PJ fexp | 2ht | ep | 2ħt | 
所 以 ， 当 ,1 同时 大 于 零 时 ，Green 函数 由 式 (3) 给 出 ， 否 则 为 零 . 在 x> 0t>0 时 


oera- al] e- prefero zy r s sa "了 


如 果 没 有 势 V(x,y,z) ， 则 自由 空间 的 Green 函数 |G,(r,r',D| EAF. RENTEA 
存在 ， 因 而 出 现 了 干涉 项 . 


(3) 


324 ”电子 在 不 可 穿 入 的 导体 表面 上 方 的 运动 


题 3.24 ”一 电子 在 一 不 可 穿 人 的 导体 表面 上 方 运动 . 它 被 自身 的 像 电荷 吸 向 表面 ， 因 
而 经 典 地 说 它 沿 表面 跳跃 . 如 题 图 3.24(a) 所 示 . (1) 写 出 该 电子 的 能 量 本 征 值 和 能 量 本 征 函 
数 所 满足 的 Schrödinger 方程 . 忽略 像 电荷 的 惯性 效应 . (2) FERH x, z 的 依赖 关系 是 秆 
Z? (3) 所 保持 的 边界 条 件 是 什么 ? (4) 求 出 基态 和 它 的 能 量 ( 提 示 ”它们 与 氨 原 子 的 基态 
及 能 量 形成 紧密 相关 ). (5) A 


T) 
(a) (b) 
题 图 3.24 


1 

r N yz 
N ⁄ 1 
~、/ `Y ` ) 
' 
' 


- e(x,-y,z) 
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解 (D 如 题 图 324(b) 所 示 ， 系 统 电能 V7) = 了 了 gy =-e?/4y 


p2 e 
(Zv 一 z) w(x, y, z) = Ew(x,y,z) 
2m 4y 


(2) 对 上 述 方程 进行 分 离 变 量 
V(X, Yz) = W Oz) 


y(x z) = m La za 


(3) 边界 条 件 
y(x, y,z) = 0, y<0 
(4) 分 离 变 量 后 ，Schr5dinger 方程 化 为 
P dyo) e _ 
氨 原 子 径 向 Schródinger 方程 为 
É 1 d [88 r tan .REER 
r 2mr 
令 R= 了 x0)， 则 对 于 1=0 有 
E g e _ 
Cm a r Z= Ez 


比较 式 (1)， 式 (2)， 则 基态 波 函 数 为 
yi(y)= y: Rio(y) = yn 


2 3/2 2 2 

me me" y , 4h 
=2y — -一 一 |， = 
y 的 | 4h? J l= ne 


E oo = -me /32h° 


ex 


基态 能 量 为 


BJ HLK Hi y = a' = 4° /me? = 40 (a, 为 Bohr 半径 )， 表 示 电 子 基态 最 大 概率 之 所 在 . 


(5) 能 量 完备 集 为 
- me’ 1 
Espn = 3 +p) 
波 函 数 为 
W, (r) = Rolex -让 p.x+ p, J 
c 为 归 一 化 常数 ，: 


325 非 相对 论 电子 在 无 限 太 接地、 不 可 穿 透 导 体 上 方 的 运动 


(D 


(2) 


题 3.25 一 非 相对 论 电子 在 一 无 限 大 的 接地 平面 导体 的 上 方 运动 ( 题 图 3.25)， 它 被 自 
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已 的 像 电荷 所 吸引 ， 但 电子 不 能 穿 透 导体 表面 , (1) . 写 出 电子 波 函 数 所 满足 的 边界 条 件 . (2) 
求 出 电子 的 能 级 . (3) 对 基态 ， 求 出 电子 与 导体 表面 之 间 的 平均 距离 . 


解 (1) 
> vy e h? ra 2 g e 电子 (2c) 
= 一 一 -一 一 — = —— 一 一 十 一 一 | 一 一 一 
22 a ulo oy 02] 4z 导体 (ze 
电子 波 函数 需 满足 | a 
w(x,y,2) = 0, z<0 . 题 图 3.25 
1 2 e 1 
=—( p. +p, )+ E 五 ”= 一 一 一 
0) z” P; ) ” Bd n 
l, o Her 1 
E = -一 一 十 一 。 一 -一 
oA P) 
太 mA K n e, e 
(3) ESEE E= 3292 ° d'= er e =+) Piol% y, z) = ne 


《olzl0) = f awiz = [L era = 24 = 2 
3.26 将 子 在 劳 场 V(r)= -25 中 运动 ， 由 不 确定 性 关系 信 计 其 基态 能 


题 3.26 质量 为 m 的 粒子 在 势 场 V(r)=-4/r? 中 运动 ， 用 不 确定 性 关系 估算 其 基态 
能 量 
解 在 中 心 势 场 中 ， AEAEE r R, 7=B=0, 放 有 P=(Ap)， =A. 


由 不 确定 性 关系 Ap - Ar>2， 得 
H-P a > Ap (z) 


2m 2m  lh/2 
求 能 量 的 极 值 点 得 到 
óH 

La -0 

ó(Ap) 

n Gmâ12} 
> 
>H= 274 

32 h 


327 EU EEVOD = -7y6G(r-a) 中 运动 


题 3.27 ”质量 为 4 的 粒子 在 球 势 阱 Y(D) = -6(r 一 a)(y,a > 0， 中 运动 ， 求 存在 束缚 态 
的 条 件 . 
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E ”束缚 态 为 基态 时 (= 0) ， 给 出 此 条 件 , 令 Y=ry ，Schridinger 方程 
E HEE str- o+ 268) = 0 
波 函 数 的 边界 条 件 是 x(0) = Yoo) =0、 因 为 V(r >0)<0, 所 以 束缚 态 E<0. 


He k= -2E Schrödinger 方程 改写 成 


> GEOI AT gr ~ a)y(r)-k?2y(r)= 0 
E (a —g,a + s) KIRRI (e 一 D ， Menane i 


lim Xate)~ y'la-e)= -< yla) 
即 
r=a+0 

Z) 2 

£ r=a-0 h 
在 ”>#a 处 ， 方 程 为 

Z'-k'y=0 

此 方程 的 解 为 


Y = Ge， r>a 
X=c,sinhkr, r<a 


将 式 (3) 代 入 式 (2)， 可 得 
-k ~kcoth ka = r: 


如 久之 值 刚 够 形成 第 一 个 束缚 态 ， 能 级 必 为 E=0  ， 这 时 大 ~ 0, cothka ~ = 


代 人 式 (4),， 有 f 
_ 1 _ 2, 
a ñ 
1⁄2 
r= Gl 44 z 
2 2 儿 GIF 
方程 化 为 
2 2 2 
td 
相当 于 和 握 原 子 径 向 方程 中 1 换 成 ! ，e 换 成 a. 由 氨 原 子 的 能 级 
2 
E = 一 a ; n=n, +I +1 
2n'a, 
m= n, =0,1,2,... 


得 到 本 题 的 解 


(D 


(2 


(3) 


(4) 
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ma? ` 


E,==— n=n +U+l 
nf An’ 起 


3.28 VD)=-2+ 分 ，(a, 4 >0)， 粒 子 的 能 量 本 征 态 


题 3.28 RVO- +, (a, A>0). 求 粒子 能 量 本 征 值 


解 ” 取 守恒 呈 完 全 集 为 (H, 世 ,LL)， 其 共同 本 征 函 数 为 
zÇ r) 


yr,0,9)= R(r)Y,,(0,@) =——Y,,(0,@) 
Y(r) 满 足 的 径 向 方程 
2 2 à 
-E Belni, -+ sle- Ex 
pa 


rU += 


329 三 维 各 向 同性 谐振 子 与 Coulomb 场 束 缚 态 径 向 方程 的 联系 


题 3.29 试 将 三 维 各 向 同性 谐振 子 的 径 向 方程 和 Coulomb 场 中 束缚 态 的 径 向 方程 联系 
起 来 ， 并 利用 后 者 的 本 征 解 得 出 前 者 的 本 征 解 . 


解 ” 谐 振子 势 场 为 
V(r)=Ar’, 4>0 


(HH, 忆 ,L) 的 共同 本 征 态 可 以 表示 为 


w = RY,.(0,9) = T z(y, (0,29) 


2 2 
A dz, _ 
2⁄4 dr 


4( 门 满足 径 向 方程 


R 
2yr’ k =0 O 
Coulomb 吸引 场 为 


(R, L, ) 的 共 辐 本 征 态 可 以 表示 为 
y = up (0.o) 
w(r) 满 足 径 向 方程 | 


7 ar 2 
和 ED h =° (2) 
i r 2ur f 


如 对 式 (1) 作 变换 
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r=p, x)= pvp) 
可 得 wp) 满足 径 向 方程 
É dv P 
"Z rga =0 
2u do? 7-4 p eoep 
其 中 
E" =-4/4<0, A"=-El14<0 
tept 1 3 
PC+D=TC+D- 元 
式 (0) 亦 即 
, Í 1 
[= 二 -二 
2 4 


式 (4) 和 式 (2) 构 造 相同 ， 其 间 对 应 关系 为 
u-v, r-p, l-l, E-E’, X-A" 


众所周知 ， 式 (2) 的 本 征 解 (束缚 态 ，E” <0) 为 


E' =-= (y (m +I+D2, n, =0,1,2,--. 


u(r)= r” F| -n ,21 +2, 2u iair e AIr Nn, HA 
í (n, +1+)D)P 


因此 ， 式 (4) 的 本 征 解 为 


E =- L (AP, ++, n =012,.-. 


i 24i ip eai npa? 
y = pF -n 2 + 2, MlA'ipin, +E +h 
(=P | ; (n, +1+ DI 


式 (8) 和 式 (10) 中 F(@,y,z) 是 合流 超 几 何 级 数 . 
将 式 (5) 及 式 (7) 代 人 式 (9)， 即 得 到 三 维 各 项 同性 谐振 子 的 能 级 公式 


2 1⁄2 
z-(=2) (212). n, =0,1,2,--. 
H 2 


通常 ， 将 谐振 子 势 场 写 为 


V(r)=4r° = : Lar 


Masino, WE 
N=1+2n, 
则 式 (1D 可 以 写 为 
BE-[N+3jho N=0,1,2,--. 
将 式 (10) 代 入 式 (3)， 则 得 到 谐振 子 径 向 波 函 数 为 (未 归 一 化 ) 
RO) = 2 -zz[- -n 143, nfr e> 


6) 


(4) 


(5) 
©) 


(7) 


(8) 


9) 


(10) 


ar) 


a2) 
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Hee = Juolh ， 式 (12) 即 
R(r)= "Fm + Lar je 
这 个 结果 也 可 以 直接 解 式 ( 了 ) 而 得 出 . 
330 V(7)=hAr, -2<y<w% 的 v>0 和 v<0 径 向 方程 的 联系 
88 3.30 对 于 震 函 数 型 中 心 势 场 
V(r)= 4r”, 一 2<Y<o 


试 找 一 个 变换 ,将 v>0 和 vy<0 的 径 向 方程 联系 起 来 ， 并 加 以 讨论 . 
解 (HP,L ) 的 共同 本 征 态 表示 为 


wy = ROY, (0,9) = (0,9) 


K Su, u=0 
2u Er 


P=", u(r)= p (0) 


径 向 方程 为 


作 变 换 
a 0 待定， 利用 公式 
容易 算出 
d'u 1. 


2 8-5 n 2 1) 1p-2 2 1 
ap “y+ 28+1-— p “+a jp- ay 


到 p= 二-!]， 就 可 以 使 消失. 为 此 目的 ,可 令 


RARO), 再 代入 式 (1)， 即 得 
K 2+v'+2v'/v N v ? v ? v 
In’ v H-a) + 人 p p 
K -2 aE] "o _1 2+w'+2v'/v =0 
x, v å\ v 4 P v 


2+v'+2 = 0, Biy’ = 一 2v 
v 2+v 


如 取 


则 式 (4) 成 为 


* 185 


a) 


2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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h. wt- Ap "pe 
2u 


P- (z) x --e(2) r= (lj A+ 
` y)’ T v)’ p 2) 2 2+y 2 
式 (6) 和 式 (1) 构 造 相似 ， 只 是 y,4',E' 的 正 负 性 质 分 别 与 v,4,E 相反 ,例如 
y,4,E > 0, w. 1. E <0 
反之 亦 然 ,由 此 可 知 , v,>0 时 式 (1) 的 本 征 解 , EROP v, A <0 的 本 征 解 得 出 . v,4>0 
时 显然 有 无 限 多 束缚 态 能 级 (0 < E <co) , 因此 -2<y<0 时 也 有 无 限 多 能 级 (E<0) ， 上 题 就 
是 一 个 具体 实例 ， 而 且 是 能 量 本 征 方 程 可 以 求解 的 唯一 情形 . 
RERO, RG AS, A 


==) = (6) 


其 中 


13+372 


p=r 
当 -2<y<oo ， 必 有 1!1+y/2>0 ， 因 此 


7 一 0 即 D 一 0， r — co Ë) p — co 


由 式 (6) 可 知 


ZI+l 1 
Pp 二 0 处 ， V(O) > p" = p> 2 
则 由 式 (2) 就 有 

21+2 


r— 04k, un) p? =r" @ 
这 个 结果 可 以 直接 从 式 (7) 得 出 . 
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题 3.31 质量 为 4 的 粒子 在 中 心 势 场 
V(r)= Ar”, 一 2<Y<o 
中 运动 . 只 讨论 能 够 出 现 束缚 态 的 情形 , 即 Xv >0 的 情形 . (1) 找 出 特征 长 度 的 量 纲 构 造 式 ， 
将 径 向 方程 无 量 纲 化 ; (2) 视 如 ,4 为 参量 确定 能 级 构造 和 它们 的 关系 ; G) 分 别 就 
v=2,1,-1 三 种 特例 作 具 体 讨论 . 
解 束缚 态 波 函 数 (五 , 己 , 友 的 共同 本 征 态 ) 可 以 表示 为 
u(r) 


y= R(r)Y,,(0,@) = 一 Y. (0,@) 
径 疝 方程 为 
K d'u 
P Eee- Ar- ==) =0 (D 


方程 中 各 项 量 纲 相同 ， 改 特征 长 度 的 量 纲 构 造 式 为 


1 
Ga 
r rag — 
zla] 


特征 能 量 的 量 纲 构造 式 
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A O) 
pr (u 
据 此 ， 引 入 无 量 纲 的 径 向 距离 p 及 能 量 s ， 定 义 为 
(ay 
s= r| = 


h2 
2 
_ 24 p? 2+y 
maa) ° 
并 令 
u(r)= OOD) 
则 径 向 方程 (1) 变 为 
do å p ND),. 
PPS sfe [al P 万 = (4) 


现在 径 向 方程 已 经 和 久 人 4 的 数值 无 关 ，e 作为 式 (4) 的 特征 值 ， 当然 与 入 ,和 4 的 值 无 关 . 由 
式 (3) 易 知 ， 任 何 两 个 能 级 之 差 AE 必然 和 式 (2) 具 有 相同 的 量 纲 构 造 ， 即 


由 此 可 见 ， 
D 不 论 * 取 什么 值 w> -2) ， 如 作用 强度 | 州 增 大 ，AE 亦 随 之 增 大 . 
© 粒子 质量 和 能 级 差 AE 的 依赖 关系 为 
v>0, A 增 大 时 AE 减 少 
v<0, J 增 大 时 AE 增 大 
具体 来 说 ，v = -1,2,1 三 种 特例 的 规律 如 下 : 
Hi, Coulomb $% (v =-1,4 <0) 


A 2 
VO) = 了 AE x< A 
事实 上 ， 能 级 公式 为 
ua 
PEPY n=1,2,3, 
L: 谐振 子 势 (v = 2,4>0) 
1 
VN=Ar, AEx |) 
u 
事实 上 ， 能 级 公式 为 
2 \U2 
E, (va 22 J , N=0.,.2, 
2 八 # 


丙 ; 线性 中 心 势 (" =14>0) 
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PPE 1⁄3 
2 
能 级 公式 没有 简单 表达 式 . S 态 (1= 0 ) 能 级 的 W. K. B 近似 为 


2 1 
3 / p2 22 N3 
E = 3 hA , n=0,1,2,--. 
2 4 2° 


V(r)= 47， AE œ | 


332 V(r)=4r”, -2<y<o 势 场 ， 粒 子 在 半径 为 @ 的 球面 内 出 现 的 概率 


题 3.32 粒子 在 中 心力 场 中 运动 ， 处 于 束缚 态 


v = R(DY,, (8, = y Y, (0.9) 


[ar =f xar =] 
如 以 原点 为 球 心 以 给 定 的 半径 a 画 一 个 球面 ， 则 粒子 在 球 内 出 现 的 概率 为 
Pa) = Í, R2r2dr = N udr 


径 向 波 函 数 的 妇 一 化 条 件 为 


如 势能 为 震 函 数 型 
V(r)= Ar", 一 2<y<oo 


试 证 明 ， 当 粒子 质量 4 或 作用 强度 | 外 增 大 时 ， 概 率 Pa 只 能 增 大 ， 不 会 减 小 . 


证 明 以 Pla) 各 4 的 关系 为 例 . S 
Ga) =+. Pas N aaa 


需要 证 上 明 G(a) > 0. 
AOF ur) RERED 


Ë du 
E gele- 四 |- 


2 Y= 
| ,u(r) = Cw(p) 


加 p k j 
1 | Zaja] 
则 式 (4) 就 可 以 无 量 纲 化 ， 变 为 


dw A 1GC+D 
一 全 二 | e- p” — m=0 
do’ | 4 A 


按照 题 3.31 分 析 ， 令 


olo) 作为 方程 (6) 的 特征 解 和 ,| 之 值 没 有 直接 关系 . 如 令 w(p) 满足 归 一 化 条 件 


(LD 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
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Í i wdp=1 
则 利用 a(7) 的 归 一 化 条 件 (2) 容 易 确定 式 (5) 中 的 归 一 化 常数 C， 显 然 


I 
c [J (a7 
-(2 | P 


现在 只 需 计 算 Bx(r)/8Hp ， 然 后 代入 式 (3)， 即 可 证 明 G(a) > 0 
Pu) BC pya c22 dy 
ðu ðu Bu dp 
c dw 


(p)+ Gava WL Pip 


=— y 
2(2 + vyu 


= por + are] 
2(2+ v)u dr 


- 1 .1.d [226] (7) 


代 人 式 (3)， 即 得 


| -I ma) ` (9) 


Gla) a 2Q+ WA 


=— _ ru 
22 +) 
由 式 (8) 易 见 
G(a) 2 0 

这 正 是 所 要 证 明 的 ,等 号 仅 出 现 于 wa) =0 的 情况 ， 即 = a 恰好 是 ulr) RJT A. 

在 关系 式 (3) 中 , 4 和 | 地 位 相同 , 所 以 P(a) 对 4 的 依赖 关系 可 以 仿照 以 上 步骤 进 
行 推导 、 分 析 ， 结 果 为 

12 poy fa) 1L 

zaa O fro od zerv 
即 作 用 强度 增 大 时 ， 概 率 只 能 增 大 ， 不 会 减少 . 

AOF, Wvo, MGa 忆 0， 这 时 Pla) 与 A 无关， 这 正好 反映 如 下 事实 ; 无 限 


深 势 了 中 的 粒子 ， 波 函数 与 粒子 质量 无 关 ， 因 此 粒子 的 空间 概率 分 布 与 质量 无 关 ， 
本 是 证 明 的 结论 可 以 从 量 纲 的 角度 给 以 简单 解释 如 下 : 特征 长 度 六 和 A 、| 刘 的 关系 ( 参 


着 题 3.32) 为 
p y 
=| 
加 
Hu RJA EER, aln RERE, 则 概率 P(a) 也 不 变 . 本 题 的 条 件 是 a 给 定 不 变 , 因此 


或 几 增 大 时 ， 变 小 ，a15 增 大 ， 亦 即 ， 如 距离 以 特征 长 度 为 单位 ， 则 久 或 | 几 增 大 
时 ， 球 面 半径 a/ 增 大 ， 故 粒子 在 球 内 出 现 的 概率 增 大 . 


au?(a) > 0 
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333 ”中 心 势 场 ， #50, w f (v -0))ar <0 


题 3.33 粒子 在 中 心 势 场 V(r) 中 运动 ， 处 于 能 量 本 征 态 
V= ROn (8p) = “Dy, (0, 9) 

如 g 已 经 归 一 化 ， 则 势能 平均 值 等 于 
(v)=[vy'ydx= f vonar 


试 证 明 ， 如 V(r) 为 单调 上 升 西数 ， 即 守 - > 0 ， 则 对 于 任意 给 定 的 虐 离 a， 均 有 


['(v-(V))war <0 a) 
证 明 由 于 Y(Cr) 是 单调 上 升 的， 显然 对 于 粒子 的 任何 状态 ， 总 可 以 找到 某 个 石 ， 使 
VCo)=() 


mH, 当 r< 石 时 ，Y()<(Y); 当 r> 太 时 ，Y(D)> 人 (人 ). 因此 , 如 a< 厂 ， 式 (0 显然 成 立 . 如 
a>, IJ 
人 -ww))ear<o 
但 因 
F -()war=(v)-(v)=0 
所 以 仍 得 
J -(vyear<o 


3.34 #SETENKRMNA Yms IA (r), A=-1-2,-3 


题 3.34 ”类 氢 离子 (核电 核 Ze) 中 电子 处 于 束缚 态 Wm ,计算 (7*), 4=-1,-2,-3. 
解 “ 已 知 类 所 离子 的 能 级 为 


2 2 
E, =E =- 


2 ;. 
na 


H a = B° / ue? 为 Bohr 半径 ， 根据 Virial 定理 
Pp\ ra zæ _ 1 
(EG T) 2 G) =- z Vni 


n=n,+i+i 


所 以 
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其 次 ，y 的 球 坐 标 表示 式 为 
Win (+,0, @) = Ra (r), (6,9) 
CEH, L ,到 ) 的 共同 本 征 态 ， 满 足 能 量 本 征 方程 


A IDR Ze | -p 
2u r ôr? nim 2ur r W; n ntn 
总 能 量 算 符 等 价 于 
2 2 2 2 
-lt _ Ze (1) 
2u r Or 2ur r 
视 1 为 参 变 量 ， 式 (1) 对 1 求 导 ， 利 用 Hellmann-Feynman 定理 ， 即 得 
og JƏH 1\# /1 
—=(—) = lliki (2) 
al Ol | nim 2 J24 Ar | nim 
HFnsn, +l+1, FF 
@E OE Zë 


2 
RARO, FAM a, = ， 即 得 


1 1 Z 
(=)= C K 
2 
R, WAr’. 对 于 s 态 (=0), r> 04k c (常数 )， 所 以 
l (rk 22 


35410, Ant) (5). 即 得 
dr Ar 


(+) -rá 
Pfam IQ+1Da X /wm 


3 
(h mom 
D|am IHL +1) Va, 


当 ! 一 0， 上 式 右 端 一 o ， 所 以 上 式 实际 上 适用 于 一 切 ! 值 . 

讨论 由 于 总 能 量 算 符 及 径 向 方程 均 与 磁 量子 数 思 无 关 , HA (ri) Ei m 32%. IB (r) 
SARTA EEX, 仅 取 决 于 主 量子 数 (r 2) 及 (r?) 则 与 mm! 均 有 关 ， 亦 即 对 于 能 级 相 
同 但 “轨道 形状 ”不 同 ( 不同) 的 各 状态 ，(r”) 或 (r”) 具 有 不 同 的 数值 . 

利用 式 (3)， 易 得 ww 态 下 离心 势能 的 平均 值 为 
( P ) „UDe p I+D 

2 oan QI+Dna, IG 1) 
2 


由 于 (—E,) 为 动能 平均 值 . 所 以 在 动能 中 离心 势能 所 占 比 例 为 LL+D/L+1/2)n ， 当 nn 确 定 


因此 
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后 ，! 越 大 ,这 个 比例 越 大 ， 当 ! 取 最 大 值 4=a -了 ,这 个 比例 为 -了 ， 这 时 径 向 动能 公 


占 动 能 的 二 一， 所 以 ， 如 及 光 1 ，(n,n 一 lm) 态 中 径 向 动能 很 小 ， 这 种 状态 相当 于 Bohr 
A 

量子 论 中 的 圆 形 轨道 . 

3.35 ET E ERU, 的 Kramers 3% HAA 


88335 ”对 于 类 氢 离 子 (核电 荷 ) 的 (H, E, L) RRES Van 证 明 各 (r) 之 间 有 递 扒 
关系 (Kramers 公式 ) 
(7) -4+ D) ijo -218 (r) =0 0) 
求 出 这 个 公式 成 立 的 条 件 ， 并 用 来 计算 (7) 及 (7?). 
解 wm 的 球 坐 标 表 示 式 为 
Van = Ru GY, (0:0) = (DO 


r 的 平均 值 为 
(r ba 一 fr Want dx = Ia (ua Ydr 
Uy 满足 径 向 方程 
2 > 2 
ti z -Z husga 2 
2ur r 
由 于 
aZ mt 
， n 2na, 5 G ue 
式 (2) 可 以 写成 
2 
egez) luzo 6) 
ar r na, 


Hiru 乘 式 (3) 各 项 ,并 积分 帮 …dr , =Z Bat r, r Rr KTI, 而 第 一 项 
给 


bs N 3 wm 
| riuu"dr =ru -f (r'u + Ar™u)u'dr 
0 0 


= [a -Ê piy? 
2 


| + A D (2) 一 Ñ r (uY dr 
如 果 4 的 取 值 能 够 保证 


k -1 © 
r'u =0, r wh =0 (4) 


我 们 就 有 下 列 初步 结果 
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< D -aan |) -去 | (= [ayar 
HA2 w 乘 以 式 (3) 各 项 ， 并 积分 ， 依 次 得 到 | 


b 
x 
2 
| 2⁄2: "dr = o 
0 


_ F (4+Dr? (yar 
F 2ru'udr = g! _ (A +D(r’) 
一 a(r) 


K 
在 式 (4) 得 到 保证 的 条 件 下 ， MERRE- JINT, 故 得 


u 
Jaar = r'u’ 


0 


人 2 和 dr= ru? 


1-2\ 91 Z [åa AVANI ? Apn 
(A-DI +17 ) zahr sa |Z) (r) Q+D| (dr 
将 式 (3) 和 式 (6) 合 并 ， 消 去 右 端 的 积分 ， 即 得 式 (1)， 式 (成 立 的 条 件 即 是 式 (4). 由 于 


r— 0, H ~ rt, r — co, u ~ ye nao 
易 见 ， 为 了 保证 式 (4) 成 立 ， 充 分 而 且 必要 条 件 为 
A414>—(21+1) 


在 式 (1) 中 ， 如 取 4=0 ， 并 注意 到 (x)=1， 立 即 得 到 


Gha w: 

T] nim _ na, 

题 3.34 中 已 经 用 Virial 定理 得 到 这 个 结果 . 
依次 再 取 4 =12 ， 就 得 到 


1 
(ra = ri -14 +D) 


2 
GN -es -x0+D]( 名 | 


ls 态 ( 基 态 )， (ro =>, (Ye =3; 2s 态 ， (r) = 6, (rye =42; 


2p 态 ， (ran =5, (Y, = 30 
RO, (la Z HA, (P) (a, 12 为 单位 
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(5) 


(6) 


(7) 


注意 ， 如 限于 本 题 式 (1)， 不 能 计算 (r*) ,但 如 利用 上 题 关于 (r?) 的 计算 结果 ， 册 只 
O 要 在 式 (1) 中 取 4=-1， 就 可 算出 (r”) ,结果 和 上 题 相同 . 如 再 到 =-2(1 > ,就 可 算出 
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-E 3n — (I+D 
T) 21 ( -2)(! + Ju 2 人 + 3 
HW (r) 可 以 依次 类 推 . 


336 三 维 各 疝 同性 谐振 子 的 本 征 态 中 (1*) 的 北 推 关系 


题 3.36 ”对 于 三 维 各 向 同性 谐振 子 ，( 瓦 , 妃 ,Z.) 的 共同 本 征 态 为 yi, ， 求 各 (x*) 的 递 


推 关系 ， 并 利用 得 到 的 递 推 关系 计算 (r”) R (r). 
解 po 可 以 表示 为 


1 
W, = R, (TY, (0,9) = FC (0,9) 


u MEZIJE 
-Eu + Ë Lor ++) =) = Eu 
利用 能 级 公式 
E, = (x + a 
可 将 式 (D 改 写 为 


+ ON + ae -ar D), =0 
r 


Rha’ = uolh, u ,的 渐进 行为 是 
r>0, usr ro%, u ~ ror/ 
分 别 以 re M2r U RIRO, ARA, AK, TE (PEERK 
R 4 - 
(4+ Da (2) -A +DON + Ie (r) + 了 [1 +0 -4 |()=0 


适用 条 件 仍 为 
4>-—(21+1) 


式 (3) 取 4=0 ,立即 得 到 


这 个 结果 很 容易 由 Virial 定理 导出 . 
式 (3) 中 取 和 =2 ， 并 利用 式 (4)， 可 得 
(7) ,= Spon +3 (A+A -)]a* 


例如 ，N =0( 基 态 ，!=n, =0) 


(D 


2 


G3) 


(4) 


5) 
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N = 1( 第 一 激发 能 级 ，! = 六 =0) 
2 5 -2 4 35 -4 
(r)=3a°, (j= Za 
这 些 结果 不 难 用 直接 积分 的 办 法 加 以 验证 . 
对 于 给 定 的 能 级 为 ，! 可 取 N,N -2,…,(1 或 0). 式 (4) 表 明 (r*) 只 与 直接 有 关 , 51 
ER. 式 (5) 则 表明 (r*) 与 N, IRER, NAEK, IBAK, (JEK. 


3.37 原子 核 的 突然 Bb 衰变 


题 3.37 电荷 为 Ze 的 原子 核 突然 发 生 记 衰变 , 核电 荷 变 成 (Z+De. 对 于 衰变 前 原子 
Z 中 的 一 个 KK 电子 (1s 层 电子 )， 训 变 后 仍 保持 为 新 原子 的 K 电子 的 概率 等 于 多 少 ? 
解 ” 由 于 原子 核 的 B 衰变 是 突然 发 生 的 ， 可 以 认为 核 外 的 电子 状态 还 来 不 及 变化 . 对 


于 原来 的 K 电子 ， 其 波 函 数 仍 为 
3 \2 
W. Ó (Z,r) = 5 e rl 
而 新 原子 中 电子 的 波 函 数 应 该 是 
1 
rain -| EE f ee 
Nap 
将 Wiow(Z,7) 按 新 原子 的 能 量 本 征 态 作 线 性 展开 
Wioo (Z,r)=2> C, (Z +1,r) 
则 衰变 前 的 1s 电子 在 衰变 后 处 于 新 原子 的 y,,(Z +1,r) 态 的 概率 为 
Po =|Can = Ky (Z +Dv,. 2) 


_2 G+) ZG) 4 he -_(22+D)r/ao al 


当 2Z 交 1， 上 式 可 以 近 做 取 成 


例如 
Z=10, Pw~0.9932; Z=30, Po ~0.9992 


338 用 不 确定 性 关系 估算 氨 原 子 的 基态 能 量 
题 3.38 利用 不 确定 性 关系 估算 氨 原 子 的 基态 能 量 . 
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解 ” 氨 原子 中 共有 两 个 电子 ， 电 荷 各 为 -e ， 核 电 核 为 2z， 总 能 量 算 符 为 
1 > 3 2/1 Í š 
H= (n +p;)—2e Cs (1) 


设 原子 的 最 概 然 半径 为 + ~R， 则 在 式 (1) 的 基态 平均 值 中 可 取 
1 1 1 1 1 
a C 


(p?)=(p?) ~ IR 


根据 不 确定 性 关系 ， 可 取 


因此 基态 能 量 约 为 
h ie . 
p= (ms -(+-3)Ś 四 
R 的 取 值 应 使 已 为 极 小 . 由 极 值 条 件 
BE _ 
二 = 
求 得 
R=. ta (3) 
2-1/4 me 7 


其 中 am = 所 /me? 为 Bohr 半径 . 将 式 (3) 代 人 式 (2)， 即 得 
Ex -人 Š - 3.06 
4) a a 

核 原子 基态 能 量 的 实验 值 为 -2.9035e2z / a. 


339 估算 核 力 的 力 程 


题 339 按照 核 力 的 介子 理论 ， 核 力 的 较 长 程 部 分 是 通过 核子 间 传 递 r 介 子 实现 
已 知 关 介子 质量 mm ~ 270m, ， 试 据 此 估算 核 力 力 程 . 

解法 一 ”实验 表明 ， 核 力 与 电荷 无 关 因此 在 力 程 的 结构 式 中 , 除了 介子 质量 mm, 外 ， 
只 能 出 现 普 适 常数 . 由 于 问题 涉及 介子 的 生 灭 ， 有 关 的 普 适 常数 应 该 包含 光速 c (代表 相对 
论 效应 ) 和 Planck 常量 (代表 量子 效应 ). 从 量 纲 结构 看 ， 由 m... hc 只 能 构造 出 一 种 特 
征 长 度 ， 即 Compton 波长 . 因此 ， 核 力 的 较 长 程 部 分 的 力 程 大 到 是 

hc 197MeV .fm 
r =—= ———A—IÑ1.4fm 
mc m, c? = 270x0.511MeV 
解法 二 ”利用 不 确定 性 关系 . 问题 涉及 的 能 量 不 定 值 约 为 
AE ~ m, 


动量 不 定 值 约 为 
Ap~AE/c~mc 
位 置 不 定 值 约 为 
Ax~h/Ap~h/mc 
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Ax ( 按 数量 级 说 ) 应 该 就 是 核 力 力 程 万， 所 以 
nh/mc=1.4fm 


3.40 ”对 于 氨 原 子 基 态 ， 验 证 不 确定 性 关系 


题 3.40 对 于 氢 原 子 的 基态 ， 求 Ax ，Ap, ， 验 证 不 确定 性 关系 . 
解 ” 氢 原子 基态 波 函 数 为 
z) 
Vio 三 | — e 
Tao 


字 称 为 偶 . 由 于 x 、P 均 为 奇 字 称 函数 ， 所 以 
(x)=0,  (p,)=0 
由 于 ww 各 项 同性 ， 旦 对 称 分 布 ， 显 然 有 


(7)=(7)=()=3(7); (el)le) 


容易 算出 
2 
(=) Fx=30 
(p°)= [lpwof dx yv Erer | 2) x= 
因此 
(2) =k Ax =[ (£) (aY Ë =A 
2 PË 2 ;_ b 
(=s Ap, [(p2)-(p.) ] Tz 
Ar- Ap, =- 
不 确定 性 关系 的 普遍 关系 是 
Ax:Ap, >È 


显然 式 (0 和 式 (2) 是 一 致 的 ， TE -入 很 搂 近 式 (2) 规 定 的 下 限 和 


3.41 类 所 离子 由 =0 态 的 讨论 


“197 + 


(1) 


2) 


题 3.41 对 于 类 和 氢 离 子 (核电 荷 Ze) 的 1=n 一 1 (n, =0) RE, HEO 最 概 然 半径 ; 


(2) 平均 半径 (r) ; (3) 涨 落 Ar ， 并 和 (7) 比较 . 
解 ” 类 氢 离 子 中 电子 波 函数 Www 可 以 表示 为 


1 
Y nim = nl Eim (6,9) = Frm (C9) A (0, @) 
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(1) 最 概 然 半 径 由 径 向 概率 分 布 的 极 值 条 件 


d 
ra= a) 


决定 . I=n-1BF, n,=0 


tin (r) = ene ze 


利用 极 值 条 件 (1)， 容 易 得 出 


这 个 结果 和 Bohr 量子 论 中 圆 轨 道 的 半径 公式 一 致 . 
(2) 了 的 平均 值 可 由 kramers 公式 算出 ， 对 于 本 题 


nia 
《站 in = G Jr: 


(3) 2 HFHH kramers 公式 算出 ， 对 于 本 题 


2 l| p4 3 3 1 2 ay 
( Jaa |” tm ila J) 
-人 eol 
因此 ,+ 的 涨 落 为 
Ar=[()- Cy) -全 % 
Ar_ NaI? _ 1 
(r) m+n/2 V2n+1 
可 见 ，n 越 大 ， 分 越 小 ， 量 子 力学 的 结果 和 Bobr 量子 化 轨道 的 图 像 越 加 接近 . 


(7 f 


342 所 原子 n, =0 态 ， 电 子 在 经 典 禁 区 外 的 概率 


题 3.42 对 于 氮 原 子 的 (n,n -1m) 态 ， 求 电子 在 经 典 禁区 (Y > E 的 区 域 ) 出 现 的 概率 . 
E ERE 给 定 后 ， 经 典 允 许 区 和 禁区 以 球面 六 为 分 界 ， 球 外 为 禁区 . + 由 下 式 决定 


2 
271 00 


2 
Vír )=-^ =E, = 
r 


求 得 
r, = 272ao 
它 是 最 概 然 半 径 的 2 倍 ，(n,n -mm 态 波 函 数 为 
多 Crre "RY, ,0,9) 


其 中 C 为 归 一 化 常数 . 容易 求 得 
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e _ l 2 2n+i 
(2n)! nag 
电子 在 经 典 禁区 出 现 的 概率 为 I 
[yoa] ee 


这 个 积分 可 以 用 分 部 积分 法 算出 ， 结 果 为 
3 
“lire e, Cn) —+: „q (0 e 
2! 3! Cn)! 


例如 
n=1( 基 态 )，w=13xe™ =0.2381; n=2,w=297xe* =0.0996 


n=3, w=7457.8x e 2 = 0.0485; n=4, w=195381xe™ =0.0220 
n=5, w=5244270x e =0.0108; n=10,w=8.669x10 x e = 0.000368 
可 见 ，n 很 大 时 ， 量 子 力学 结果 和 经 典 力学 结果 趋 于 一 致 . 这 只 是 对 应 原理 的 具体 体现 . 


343 氧 原子 态 s 态 中 计算 Ar Ap, 
题 3.43 对 于 氨 原 子 的 各 s 态 (nim=n00) ， 计 算 Ar Ap, ， 并 讨论 z 关 1 的 情形 . 
解 ” 由 于 s 态 各 向 同性 ， 所 以 
(=0 (p)=0 (P=) (r)i) 
r PHHAT H Kramers 公式 算出 ， 对 于 s 态 ,为 
(yo = (+5%)a; 
因此 


s- -A 
fin 


p° 平均 值 可 以 利用 Virial 定理 和 能 级 公式 求 出 


2 
T) Bl (y =. W 


当 n > 1 


2u 2n“ 00 "0 na na 
因此 
(P) h 
= Hp- _ 
Ap, = (p?) B V3na, 
1+5% 
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当 n > 1 
AxAp, ~ =n =0.527nh 


差不多 是 不 确定 性 关系 规定 的 下 限 h/ 2 Ay n fŠ. 


344 碱 金 属 价 电子 受 屏蔽 势 作用 时 的 能 级 


题 344 单价 原子 中 价 电 子 (最 外 层 电子 ) 所 受 原 子 实 (原子 核 及 内 层 电子 ) 的 作用 势 近 
似 表示 为 


之 2 
VN)=- A 0<1<1 
r r 


a, 2 Bohr 半径 . 求 价 电子 的 能 级 ， 并 与 氢 原 子 能 级 作 比较 , 
解 ” 取 守恒 量 完全 集 为 (五 , 尼 L.) ， 其 共同 本 征 丽 数 为 


V(r,0,9) = RY @,ə)=“2y, (0,0) 


u(7) 满 足 径 向 方程 
H ye a - 
Tzn" fun n = = a) 
令 
MCA+D-24=P+D (2) 
式 (1) 就 可 以 化 为 


K 
2° 
相当 于 氢 原 子 径 向 方程 中 1 换 为 了 .所 以 式 (3) 的 求解 过 程 完全 类 似 氢 原 子 问题 . 后 者 能 级 
为 


2 2 
a -2 = Es (3) 
2u r 


e 
E, =-—— n=n, +I +]1, n, =0,1,2,.… 
2n'a, 
将 /1 换 为 ! ， 即 得 价 电子 的 能 级 ， 
E, -0 n'=n, +l +1 (4) 
通常 令 
P =l+A, ' 
I m=n +I+A, +1=n+A, 
A, 称 为 量子 数 1 和 nn 的 “修正 数 ”. 由 于 4<1， 可 以 对 式 (2) 作 如 下 近 做 处 理 
IQ+D-24=lQ+D=Q+A)Q+A +D 
=I(+1)D +I +DA, +(A,) 


省 略 去 (4A, ， 即 得 
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-A 
A, ”一 一 一 5 
t 141/2 6) 


由 于 4<1， 所 以 |A,| <<1. 因此 ， 本 题 所 得 能 级 E, 和 氢 原 子 能 级 仅 有 较 小 的 差别 ， 但 是 能 
级 的 “1 简 并 ”已 经 消除 ， 式 (4) 和 碱 金属 光谱 的 实验 资料 大 体 一 致 ， 尤 其 是 , 修正 数 |4,| 随 


1 升 高 而 减 小 ， 和 实验 符合 得 极 好 . 


式 (2) 的 精确 解 为 
r=} +(! jfi -i © 
2 U 2] aD 


如 对 式 (9) 作 二 项 展开 ， 保 留 4 项 ， 略 去 4 AEAN, TEARS). 


345 ”中 心力 场 等 效 势 的 讨论 


题 3.45 中 心力 场 问 题 中 ，V(x) 和 离心 势能 之 和 为 等 效 势能 ， 记 作 
k? 
22 
如 存在 极 小 值 ， 相 应 的 距离 称 为 “平衡 距离 ”, 对 于 类 和 氢 离 子 (核电 荷 Ze)，! 之 1 的 情形 ， 
试 按 下 列 步 又 处 理 径 向 方程 ; 
(1) 求 史 的 极 小 值 及 平衡 距离 7 ; 
(2) V, Æ n MEIE Taylor EF, E (r-r) 项 ， 
(3) 视 电 子 的 径 向 运动 为 + 一; MERRI, FAEKS), 求 最 低能 级 和 激发 
能 级 ， 并 和 精确 解 比较 . 
解 (1 类 氢 离 了 的 势能 和 等 效 势能 为 


V,(r) =V(r) +I(I+]) 


2 2 
VD v=} -2 
r 2ur 
由 极 值 条 件 
Vo 
or 
求 出 
r =l 1 D 
a z 
o Ze _ Ze 
VDD ar 
其 中 
K 
ao Ba 
O) Sr=n+é, 将 V(r) 在 ;附近 作 Taylor 展开 
2 
VV + VO VE) SVD aE + a 


其 中 
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ua; = V,'(n) = agnt- 
I l 2) 
o-n Z 
' uè PG+D' a, 
(3) (H, ,L,) Bj38|F|2k Ez] ARRA 


y= ROOY,(0,0) = “y, (06,0) 
ul 站) 满足 径 向 方程 
du +V,(r)u = Eu 
2u dr 
将 V 的 展开 式 (1) 代 入 上 式 ， 即 得 
K du 
-a ag taeu [E-V,0)]u = E'u 6) 

式 (3) 在 形式 上 正 是 一 维 谐振 子 的 能 基本 征 方程 ， 本 征 值 为 

E-va) -B=(n+3 Jro, n, =0,1,2,.… (4) 


将 式 (2) 代 入 式 (4)， 即 得 本 题 所 求 能 级 公式 


1 Ze| 1 1+2n, 
E=V,(r)+| n, +— lto, =- S a |= E, 5 
i(n) [x z) @, 2a, F +D Pq + al- nl ( ) 


由 于 利用 了 近似 展开 式 (1)， 所 以 式 (5) 只 适用 于 n, 较 小 的 情形 ， 即 “小 振动 ”. 式 (5) 的 特点 
是 ， 能 级 间距 是 均匀 的 . 可 以 按照 n, = 0,1,2,.…, 将 他 们 依次 记 为 Eo ` E ` E, `Y 
类 氢 离 子 能 级 的 精确 解 为 


Z2e2 : 
"a n=l+n,+1 (0) 
现在 将 式 (5),， 式 (6) 在 1>1,n, 之 1! 条件 下 吉 以 比较 . 对 于 给 定 的 1 ， 精 确 解 式 (6) 中 的 最 低能 
级 (n, =0) 为 
Ze 
E (n, =0)= E = EEN (7 


低 激发 (n, 之 站 能 级 为 


Ze 
E =E =-— Z" 
K". P  Al+l+n Yo 


2 
=E z E | 1-— 
al I+ "J a( "J 


能 级 间距 也 是 近似 均匀 的 ， 相 邻 能 级 之 差 为 
AE > 


Ze 


Tri (9 


式 (5) 的 最 低能 级 为 
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p- Ze 1 1 
° 2a, (I+D PPID” 
Ze Ë J 


200C+D l í P 


ZL+1_ 1+1 l_ 1 1 ts s 


l p’ I 1 2 


由 于 ?7 之 1， 可 以 取 近 似 


因此 
1 
E, ~ En (去 | 
和 式 (7) 很 接近 . 式 (5) 的 能 级 间距 为 
. 3 
ho = Ze Ze 的 | _ Ze (2) 
”alC+DP2 AHUT J aP 2 


和 式 (8) 很 接近 . 


346 太原 子 分 子 ， 分 子 内 部 运动 能 级 的 近似 表达 式 


题 346 双 原 于 分 子 中 两 原子 的 相对 运动 波 函 数 ( 太 , 攻 ,的 共同 本 征 函 数 可 以 表示 
3 
V = RY (0,0) = u(r), (0,0) 
其 中 球 谐 函数 了 描写 分 子 的 转动 “0 请 尼 径 向 方程 
-Eu vosso 


zh Eu (1) 


其 中 必 为 约 化 质量 ，! = 012,… 为 转动 角 动 县 量子 数 ，y(m) 为 两 个 原子 的 相互 作用 势 . 近 
似 的 取 V(7) 为 振子 势能 
V(r)= T (r- RY 
及 为 分 子 键 长 ， 即 振动 、 转 动 完全 停止 时 两 个 原 TAR 的 距离 . 设 
=£, (2) 


了 pol > Di 


( 互 是 ”= 届时 分 子 的 转动 能 级 )， 试 求 分 子 内 ERARDI E 的 近似 天 达 式 ,并 


扼要 说 明 各 项 的 意义 . 
解 ” 径 向 方程 (0 中 ， 等 效 势 能 为 


VO)= VO rr D3 -pe (r— R? 


在 条 件 (2) 下 ， 必 然 存 在 平衡 点 5， G) UNAL, 元 由 极 值 条 件 


@) 
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w) o 
dr lyy 
确定 如 下 ， 
WR) jr 
q = u(r- R)-HWI+1]D p= Ab (r 
利用 式 (4) 即 得 


SRU D- 


EE ETT TA 
HVO 在 平衡 点 万 附近 作 Taylor 展开， 得 到 
VO = VO + IV + 

咯 去 (7 -以 上 各 项 ， 并 令 

x=r-m VIR) = 2° 
即 得 

VD) VR) + uo 
代入 径 向 方程 ()， 即 得 

_ du l eu = =[E-V,(x)|]u = E'u 


式 (7) 形 式 上 和 一 维 谐振 子 的 能 量 本 征 方程 完全 一 样 ， 所 以 


g-v0)= m= [v+ jo, v=0,1,2,3, 


v ARIETA 由 式 (3)、 式 (4) 和 容易 求 出 
27 2 
2 u 


oR 2u 
其 中 
1 i uw T’ 1 2l(+1)DP 
lt 58] a 5 
n R p a R R KAR 
代 人 式 (9) 得 


IADR PAHIR 


0 202 R° 


由 式 (3)、 式 (5)、 式 (9) 可 得 
e= Ly) = 
“ 


Ø= afian 5 
@ N 


* ua R 
将 式 (10) 代 人 式 (8)， 即 得 分 子 能 级 的 表达 式 


1 
2 2 
| so + E+ Dh 


(4) 


(5) 


(6) 


07) 


(8) 


(9) 


00 
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PË Qq+D2 M 
2RR ， 
_ IQ + DP 
1 2uR? 
式 (1b) 中 第 三 项 是 由 于 分 子 键 长 可 变 而 引起 的 振 - 转 修正 项 . 


v=0,L2,3,..., 1 =0,1,2,3,:.. (11) 


EÉ, (w+ 了 jhotB _ 


3.47 Morse 势 的 s & # 


88347 双 原 子 分 子 中 两 原子 间 的 作用 可 以 用 Morse 势 


VD=W [eT v, í) 
来 描写 . 对 于 分 子 内 部 运动 (相对 运动 ) 的 s 态 (L = 0) ， 试 设法 解 出 径 向 方程 ， 确 定 能 级 公式 
RAD). 
E s 态 波 函 数 可 以 写 为 
Kn) 
y¥(7)= > 
&( 门 满足 径 向 方程 
Ë a 
A -_V,<E<0 (2) 


u 为 约 化 质量 ， 为 两 原子 核 间 距离 . 
由 式 (0 可 知 ，>= 只 时 Y() 取 极 小 值 -%W ， 故 R 相当 于 分 子 的 键 长 . 根据 实验 测定 ， 
R>a (数量 级 相同 )， 所 以 将 Y(m) 在 >~ 尺 附近 作 Taylor 展开 的 办 法 对 于 本 题 不 适用 . 试 作 


变换 


£ = e RNa : (3) 
则 
dd d god 
dr dr dë a dë 
式 (2) 变 为 
Ste + -eg pn) (4) 
其 中 
a = V, B =E -2E 
由 定义 式 (3) 易 见 


r=>%, E30 r>R, tol r—0 £— e” >Í 


近似 地 可 以 认为 ->0 相 当 于 >w ， 根 据 -> 0.o 处 式 (的 渐进 性 质 ， 令 
u= e“ F(O 
代 人 式 (4), 得 到 FO 满足 的 方程 


2 
Ep +8+1-200) CE -(z+2ap-2a5F=0 (5) 


i 
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在 令 7=2ac ， 式 (5) 就 变 为 合流 超 几 何 方程 


7 +B+1- 9 至-( 2- zjz- 0 (6) 
ROMI —> 0 (£ > 0, —> =) Bek u -> 0 088 
P=F(p+3-02p+h20p] nD 


为 了 保证 4 一 % 处 u 一 0， 合 流 超 几何 方程 式 (7) 必 须 中 断 成 v 次 多项式 ， 其 条 件 为 
1 
+3725 y=0,1,2,.… 


p=a-(v+3] 


2 2 2 
E, =- =- h z a-[v+4) 
2ua 2Ha 2 


2 天 2 
[a -n @ 
2jaļ u 2 24a 


即 


即 得 能 级 公式 


其 中 o= j5, 式 (8) 中 第 一 项 相当 于 谐振 子 振动 能 级 ,第 三 项 为 V(r) 中 的 非 谐 成 分 引起 


的 能 级 修正 . 式 (8) 仅 当 v 不 太 大 时 才 成 立 ， 而 且 必 须 Va? > 去 ;， BRIE E, < -V 


348 有 限 深 球 方 势 阱 的 一 般 讨论 
题 3.48 质量 为 上 的 粒子 在 “ 球 方 势 阱 ”中 运动 


r <a 
Ka so i 
只 考虑 束缚 态 (0<E<V). 设 页 由 小 到 大 逐渐 变化 . (1) RHS AE382SBF VQ 之 值 ; 
D 对 角 量 子 数 ! 的 每 一 个 值 人 = 012…) ， 求 出 现 一 个 新 的 束缚 态 (相应 能 级 已 , ~ WV) 的 条 
件 ; O) 求 各 能 级 出 现 的 先后 次 序 ; (4) 对 于 很 大 的 见 值 ， 估 算 束缚 态 总 数 . 
E ”作为 中 心力 场 问题 ， 可 以 取 东 缚 态 波 函数 为 I, P L. 的 共同 本 征 函 数 ， 写 成 
u = R(r)Y,, (0,@) 
径 向 方程 为 
R+2R+| 中 -由 - le- 0 (D) 


HV HB AW0E4k, H3DNDOERBISBI Es V, RORY 
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R'+2 RY 28 2 0， ry<a( 阱 内 ) CO) 
r r 


Re 二 之 R TDR- =0,  r>a(BF#D (3) 
r 


阱 内 方程 (2) 正 是 球 Bessel 方程 ， 物理 上 许可 的 解 为 球 Bessel Rk 


RO)= (kr) k = Gd 


h 
阱 外 方程 (3) 的 解 为 
RO) =a 
( 另 一 解 "不 符合 “r 一 % 处 RR 一 0 ”的 束缚 态 边 界 条件 ， 例 去) 显然 有 
[RJ]=0, r>a (5) 
Er=aġt, RRR ARER, M T RO, žr a EURER), Bp 
一 [i itn] ,= | (6) 
利用 公式 
a Pus jG x] =x"! ja) 
式 (6) 可 以 化 为 


Ja (ka) =0 (7) 
这 就 是 出 现 一 个 新 束缚 态 ( 角 量 子 数 ! ， 能 级 已 , = ) 的 条 件 . 
第 一 个 束缚 态 != 0 ， 考 虑 到 


cos kya 


jka) = ka 


故 出 现 一 条 s # U = 0) STBB2E (E = V 的 条 件 为 
coska = 0, ka => 


出 现 第 一 个 束缚 态 时 ， ka= , Bp 


8u 
HV 逐渐 增 大 , 每 当 满 足 式 (7), 就 出 现 一 条 新 能 级 E V, 根据 球 Bessel 函数 J G) 的 令 


点 数值 ， 可 以 确定 各 能 级 的 出 现 次 序 为 
is, 1p, 1d, 2s, 1f, 2p, 1g, 2d, 3s, 1b, 2f, Li, 3p, 2g, 1k, 3d, 4s,--. 


各 光谱 符号 代表 /! 值 为 
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当 W 很 大 时 ， 可 按 “ 相 空间 中 每 万 范围 有 一 个 束缚 态 "来 估算 束缚 态 总 数 . 处 于 束缚 态 
的 粒子 ， 在 阱 内 的 最 大 动量 为 
Po = hk, = J2k 


因此 ， 束 缚 态 所 占 相 空 间 总 范围 为 
An 4 = m (ahk)' =Q 


3 307 
9 _2m (ak Y _ 2 (f a Y 3⁄2 
“C Gn — 9 ( J 9 (5) Wo) (8) 
例如 ， 当 ai = ， 最 高 能 级 为 4s， 由 能 级 序列 具体 数 出 由 1s 到 4s 的 全 部 状态 数 (注意 能 


级 ,的 简 并 度 为 21+1) 为 99， 而 由 式 (8) 则 得 N x94 ， 二 者 的 确 很 接近 . 


349 n-p 体系 束缚 态 


题 349 ” 饼 核 由 质子 和 中 子 结合 而 成 ， 是 质子 -中 子 体系 唯一 的 束缚 态 . 根据 实验 测 
定 ， 结 合 能 为 2.23MeV， 如 n-p 作用 势 近 似 的 用 球 方 势 阱 表示 
(1) 
求 力 程 和 作用 强度 久 的 数值 关系 . 

# np 体系 既然 只 有 唯 -的 束缚 态 ， 应 该 就 是 基态 ，1 = 0 ， 也 就 是 说 ，V.a? 的 值 ， 
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仅 够 形成 一 个 s 态 能 级 , 而 不 足以 形成 态 能 级 . 根据 上 题 讨论 ,可知 只 oz E A 稍 大 . 作 
为 粗略 估算 ， 可 取 
(2) 


其 中 


_ mm, 


， 2pe ”= 939MeV， hc =197MeV .fm 
m, +m, 


由 式 (2) 给 出 的 VW-a 数值 关系 如 下 表 


下 面 作 比 较 精确 的 计算 ，n-p 体系 相对 运动 的 s 态 波 函数 可 以 表示 为 
u(r) 


yrj= #2 
> 


u(7) 满 足 径 向 方程 
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du 2 _ _ 3 
m+ Vu=0, -WW<E<O0 (3) 
以 式 (1) 代 入 式 (3)， 即 得 
du r<a (4) 
dr“ 
2 
f x pu = 0, r>a 
其 中 
-2 
_ TUR D g- 2 (5) 
边界 条 件 为 
当 r 下 0 时 ，u 一 0; 3ir— oB, ú— 0 (6) 
满足 边界 条 件 式 (6) 的 式 (4) 的 解 为 
u= Asinar, r<a 
u= Be r, r>a 
利用 r=a 处 w'/u 的 连续 条 件 ， 容 易 求 得 能 级 方程 
cot(aa) = -2 (7) 
a 
式 (7) 和 下 式 等 价 
sin’ (æa) 2 = uE 
erp V, 


本 题 能 级 值 已 由 实验 给 出 ，E=-2.23MeV ， 则 指定 一 个 W 值 ， 由 式 (5) 就 可 以 算出 a ， 再 
由 式 (7) 就 可 以 求 出 相应 的 a 值 . 数值 结果 如 下 表 ( 注 意 rx/2< aa < m). 


| 
| m | 
350 介子 的 弹性 袋 模型 


题 3.50 有 一 个 关于 基本 粒子 的 非常 简单 的 “和 袋 ” 模 型 ， 将 介子 描述 成 限制 在 弹性 品 
弘 的 夸克 - 反 夸 克 态 ， 绕 为 球形 ， 半 径 (可 变 ) R ， 表 面 张力 系数 = 30MeV/dfm) . 夸克 - 反 
夸克 均 为 非 相 对 论 粒子 处 理 ， 静 质量 取 为 200MeV/cz， 不 考虑 相互 作用 . (1) SREE, f 
算 夸 克 - 反 压 克 体系 基态 能 量 (不 包括 静止 能 量 );，(2) ut R 变 化 计算 基态 的 “ 袋 ” 半 径 ， 
并 和 公认 的 “介子 ”大 小 作 比较 . 

解 D 当 半 径 尺 固定 ， 压 克 - 反 夸克 (质量 均 为 加 可 以 认为 在 无 限 球 深 妆 具 中 运动， 
基态 (=0) 能 级 为 


V/MeV 


_ h 
2mR? 


因此 体系 的 基态 能 量 为 
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mh 
mR? 
(2) 当 RR 可 变化 ， 还 应 该 考 虚 弹性 袋 的 表面 能 
E, (R) = 4onR’ 
R 的 取 值 应 使 琴 (R) + E. (R) 为 极 小 . 由 极 值 条 件 
Q(B,(R)+ E,(R)) 
Or 


R- nA? a mh e2 1⁄4 
4mo 4mc’o 
1 
[r (197MeV .fmy 4 = 1.3fm 
4 200MeV x 50MeV .(fm)? ` 


公认 的 基本 粒子 的 线 度 正 是 这 个 数量 级 . 


E,(R) =2E, = 


=0 


求 得 


3.51 二 维和 三 维 中 心力 场 能 量 本 征 值 的 对 应 关系 


题 3.51 求 二 维和 三 维 中 心力 场 能 基本 征 值 问题 的 对 应 关系 . 对 于 氢 原 子 和 各 向 同性 
谐振 子 ， 利 用 已 知 的 三 维 问题 能 级 公式 ， 导 出 相应 的 二 维 问题 的 能 级 公式 
解 众所周知 ， 在 三 维 中 心力 场 问题 中 ，( 忆 ,二 ,二 ) 的 共同 本 征 态 可 以 表示 为 


V7.0,0) = ROW (0,0) = “2, (0,0) 


ur) 满足 径 向 方程 
K du lL + DA _ 
ss v R =m (1) 
二 维 中 心力 场 的 能 量 本 征 方程 为 


P , 
V +V = E'w 
2u 


Laplace 算 符 V’ 的 平面 极 坐标 表示 式 为 
vo 188 1 8 
0° p op P dp’ 
(H,L,) 的 共同 本 征 态 为 
w(P, 人 =ROP)e 
其 中 4=0,+1,42,…,R(p) 满足 径 向 方程 


2 2 2 
a 4 1 d A R+V(p)=E'R 
2u\d pdp p 
令 
88262) 


1⁄2 
p 
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可 得 v(p) 满 足 的 方程 为 
P dy 2_1 P = F" 2 
2 rofa rpe (2) 


式 (D 和 式 (2) 的 结构 完全 相似 ， 其 对 应 关系 为 


r©p, uy, Leļaļ-Ż, ESE 


由 此 可 见 ， 如 将 三 维 中 心力 声 能 级 公式 中 的 量子 数 1 换 为 | ， 即 得 相应 的 二 维 中 心力 


场 能 级 公式 . 
2 
例如 .三 维 氢 原子 ， v =S 束缚 态 能 级 为 


e 


2 
一 一 一 ， a, = (Bohr 半径 )， n=n, +I+]=1,2,3,::- 
2n `a, Ke 


其 中 .=0,1,2,3,… 为 径 向 量子 数 ， 和 角 量 子 数 ! 互相 对 立 ，n, 出 现 于 径 向 方程 (1) 的 求解 


过 程 . 仿 此 ， 对 于 二 维 氢 原子 ， v= 由 式 (2) 求 解 ， 必 然 得 出 束缚 态 能 级 为 


e 


E=-— — 
afn, +|A|+ 引 t 
其 中 n, =0, l, 2, 3, e 为 径 向 量子 数 . 


又 如 ， 三 维 各 向 同性 谐振 子 ，V = ue, RN 
2-[N+3jio n= L+2n, =0,1,2,.… 


其 中 ， 必 =0.1 2 3… NSF 8-T3k. nk, FPR IRE, V = ano, 
E=(2n, +|A|+ I)iw 
EE, n, =0,1, 2,3,… 为 径 向 量子 数 


352 在 无 限 长 图 简 中 运动 粒子 的 能 量 


M 3.52 设 粒子 在 无 限 长 的 贺 简 中 运动 ， 简 半径 为 a， 求 粒子 能 量 ， 
解 ” 柱 坐标 下 的 Schrödinger 方程 
Eii + L _ 6 =E 
2m ð p õp) 2m 2m 02 v= 
用 分 离 变 量 法 求解 该 方程 


.212. BE. + JJ 


CA2 f 25 


2 2 252 EKR 
2 ð" p ðP 2mp 2m 


F jzen 


(Ë -vO =0 


关于 径 向 是 一 个 柱 Bessel 方程 


G) 1 2mE 2 v 
| . R t —k*—— |R(p)= 0 
[z p 0 2) (p) ka J (P) 


R(a) =0, rR(r > 0) > 0 
解 得 
2mE 
K 
因为 R(0) 有 界 ，B = 0 ; 由 a 端 边界 条 件 了,(wa) = 0 ,此 方程 的 零点 依次 记 为 0, 0,0. 
所 以 方程 的 解 为 


-k 


R(p)= AJ, (Wp) + BN, (wp), o= 


Rp) = 7,(@, p), 


粒子 的 能 量 
E= (k +o) 
2m 


353 ”中 心力 场 束 缚 态 能 级 对 磁 量 子 数 mF 


题 3.53 ”粒子 在 中 心力 场 V(r) 中 运动 ， 试 证 明 体 系 束缚 态 能 级 E 对 磁 量 子 数 m 简 并 ， 
简 并 度 为 21+1. 
证 明 在 中 心力 场 V(r) 中 运动 粒子 的 Hamilton 算 符 为 


2 
百 = 达 +V(C 
2u 


由 于 
[2 p’ |=[O@p,- yp),( p; + p? + p2)| 
EAT + 2) REAAL] 
"ESATEA p; ] 
其 中 
[ap p} |= [p.p + [x p? ] p, =[> p; |p, = 2ihp.p, 
同 理 | 


[pp ] = 2ihp, p, 
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所 以 
[L p° |= 2iñp, p, — 2ihp, p, = 0 
同 理 
[L p? ]= 0; [2 p’ ]=0 

即 | 

[L p’ |=0 
于 是 

[ P, p ]=0 
又 

[L,V(9]=0 
所 以 

[L.H]=o, [P.H ]=0 (D) 


于 是 可 取 {HPL 作为 体系 的 力学 量 完全 守恒 集 ， 他 们 的 共同 本 征 函 数 完备 集 为 
{22o]} 


H|E,l,m) = E|E,l,m (2) 
又 由 式 (0 知道 
[#.L.]=0 
所 以 
H (L, |Elm)) = L, (H |Elm))= E(L,|Elmy) (3) 


比较 式 (2) 和 式 (3) 可 知 ,车 态 |Blm) Æ H 的 相应 于 本 征 值 E 的 本 征 矢 , W L, |Elm) 是 五 的 相 
应 于 同一 本 征 值 的 本 征 矢 ， 即 |Elm) 与 |Elm) 是 互 为 简 并 的 简 并 态 ， 而 

L |Elm)= OF mFm+ AE,L, mt 
所 以 | Bi 与 | Elm+ 1) 是 互 为 简 并 的 简 并 态 ， 即 关于 磁 量 子 数 m 简 并 . 又 对 于 给 定 的 1 值 
而 言 ，m =0, 寺 十 2,…, 土 1 共有 (21+ 了 ) 个 值 ， 因 而 这 样 的 简 并 态 共有 (21+ 了 DD) 个 . 所 以 有 心 
力 场 中 运动 的 粒子 ， 束缚 定 态 能 量具 有 (21+1) 重 简 并 . 


3.54 ”中 心力 场 存 在 束缚 态 的 充分 条 件 


题 3.54 粒子 在 中 心力 场 V(r) 中 运动 ， 设 势能 函数 满足 条 件 V(r) <0 (0<r<m) 
及 V(7) 一 >0， 试 求 体系 存在 束缚 定 态 的 充分 条 件 . 再 应 用 此 条 件 于 下 列 体 系 : 
() V(r)=-V,ó(r—a) (V, >0); 2) V(r)=—V,e””” (W >0; (3) Yukawa 势 V(r)= 
we, (V, >0) ; (Ó VO) =-V,e”!2 (V, >0) 
解 ”假定 体系 存在 一 个 束缚 定 态 ， 即 基态 . 记 基 态 能 量 为 . 由 题 设 条 件 
V0 0<sr<o， V0 
知 体系 东 缚 定 态 能 量 五 <0 B 
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义 设 相应 的 基态 波 函 数 为 GQ =0) 
Plr) = R, (r)y, (0,@) =—= arm. R. (r) 
人 
E = f ninfo) w (r) dr 
现在 取 基 态 试 探 波 函 数 w(r,D) 为 
3 
wir, A) = Eor 
r A) 已 经 归 一 化 )， 其 中 实数 8 > 0 为 变 分 参量 . 有 


E(B)= | jon oe 
=E fff -|z Ev vo]e* rrzsingdrdbdo 


-2 = +4 f rV (edr 


由 于 体系 站 于 真实 基态 凡 CO 下 能 量 E, 必定 最 低 ， 而 对 尝试 波 函 数 yw(r,p) 的 期 望 值 
E(B) , 则 不 论 实数 8 >0 取 值 如 何 均 有 E(B) > E. 由 瓦 房 <0 出 发 即 可 得 出 体系 存在 束缚 


定 态 的 充分 条 件 , 具体 如 下 . 
由 于 


ED -ËE 4p f “ray(rje2prdr <0 
. 2u 0 
即 
°. -28r a 
中 rive dr > 3u 
适当 选取 式 (1) 中 的 变 分 参量 6 ， 使 得 在 最 佳 0 Ë F EO 取 极 小 值 . 故 有 
ECP) = G Ë +48 f Í yeye ar] <0 
2u 0 


再 由 式 (2) 得 到 体系 存在 束缚 态 的 充分 条 件 为 


° 2 -2pr K 
Ë f roje ar) > 
例 a) I 
V(r)=—V,ó(r— a), V > 0 
因为 


P| eye ar =a | PV Sr a) edr = pve? 


(2) 
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Fih gN 下 )=0， 得 p=34 时 (Wa pe?) MRKI 


2 p.-2pa Wa 
(wa Be ú Jan pe > 
即 
AVOA > 上 0.68 
b “4 
体系 存在 束缚 定 态 的 必要 条 件 是 4082 > 05 ， 而 精确 计算 的 结果 是 2 >05. 
@ V(r)=-Ve™™, V,>0 
< 2 Br _ 2 2 -(26+Uajr a _ 22V; 
pf, eye war =p] re™ WX 
再 由 
426 -0 
dp (28 +1/aY 
知 当 B= 元 时 时 -一 2 包 。 取得 极 大 值 
4a (28+1/a) 
22V, _ 4V,a 
(28+1/a) 2 
故 体 系 存在 束缚 态 的 充分 条 件 为 
Va K 
27 8u 
即 
Aa’ >27 084 
Ë “3 


体系 存在 束缚 定 态 的 必要 条 件 为 Se >0.5 ， 而 精确 计算 的 结果 是 Aa >0.72. 
(3) Yukawa 势 
von, V, >0 
因为 


(1 小 | _ BV ñ 


”2 -26r pe 人 ay 
pf r’ verje? ”dr =f rve riia" 


aj 6 |o 
dp (28+1/a) 


-= 工时 ,一 到 
知 5= 元 时 ， TRI 取 极 大 值 


再 由 
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故 体系 存在 束缚 态 的 充分 条 件 是 ， 
-> 二 ， mAs >l 


体系 存在 束缚 定 态 的 必要 条 件 是 人 全 i: Z > 0.5 ， 而 数字 计算 的 精确 结果 是 202 e >0.84. 


(4) 
Vn)=-Ve’”, VW>0 


wlr, Pp)= eJ ex 
式 中 : 实数 > 0 为 变 分 参量 ， 有 
ED) = (vB + VB) 


1 
= 加 | JJ Ë +y) eso 


取 基态 试探 波 函 数 


_ 3 8° 8V2 af” a 2p°7 
-+ 人 VG) e 2” dr 
取 
E(B)= K me + 人 yo e? dr < 0 
Bp 
28 3 K 
2 了 208: ”dr > 一 一 
外 Kole 16V2 4 
上 式 左 边 等 于 
A| re etar ~ A — Ë 
° 4 (28 +u) 


再 由 上 式 对 8 求 导 等 于 零 得 出 ， 当 = 一 元 时， 上 式 取得 极 大 值 we ， 故 体系 存在 柬 


缚 定 态 的 必要 条 件 是 


Var yap VE 让 
BB 16/2 u 


即 
Maa ,93 
8 


r= x 1.94 
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2 2 
体系 存在 束缚 定 态 的 必要 条 件 是 筷 s-_ > 1 ， 而 由 数字 计算 得 到 的 结果 为 E >1.34， 


355 氢 原 子 定 态 波 冰 数 径 向 部 分 在 动量 表象 中 的 形式 
题 3.55 已 知 有 心力 场 中 运动 的 粒子 ， 其 定 态 波 函 数 的 径 向 部 分 由 坐标 表象 变换 到 动 


量 表 象 的 变换 关系 为 
faa (p)= 元 uN ile r, (r)r2dr (1) 


RP: fa(p). Rar) 分 别 为 径 向 波 函 数 在 动量 表象 及 坐标 表象 中 的 表示 ， j (2-a 阶 
的 球 Bessel 函数 . 试 在 动量 表象 中 写 出 氨 原 子 定 态 波 函 数 的 径 向 部 分 f. (p) 的 表达 式 . 


解 将 氢 原 子 定 态 波 区 数 中 的 径 向 部 分 RR,,(7) 在 坐标 表象 中 的 表达 式 
R (r)= N, e /EF (Cn,,2( +1);¢) 


AP: 到 函数 为 第 一 类 合流 超 几 何 函 数 


2 (n, +21+1)! 
N,, = 3 
a (n+l+D (2I+1DD! n,! 


(n, +1+ ao 
4 
a sah n, =0,1,2, =; 1=0,1,2, 
ue 


RAERXRADP, MEMO 的 表达 式 . 例如 和 氨 原 子 基态 (1s X): 
n, = 0, 1=0, Rol) =e, 则 


E mapaa E mere ， 
fo (p)= F A|) =° fep2dr = as — [F SR pa 


| 22 LI —_ 
mh |1+(a,píh)?] 


SRTR 28: n =L 1=0, R(= sis [= a, Ml 
2a 2a, 
N 1 _, 
MORNE “(pr saiz) rr 
wis Ih ñ 
ar f EREN fi- r =) la ptdr 


-2(a) Ala pI hY —1 
Vr A) [1+A(a p hy T 
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氨 原 子 的 2p 态 ; m =2 l=}, Ru(n)= EF gaere, Ml 


Jap) = wh Was 


>| sin(pr/h) _ cos(pr/h) l ,二 -ramyr2d 
ywl, ea prfh | Ned a 


128 (a, p/hy)° 


= 一 一 一 


Br + pli+ A(a, p/h)”P 


356 + Kratzer 2 3-3 38 3 2 8 SM 


题 3.56 粒子 在 中 心力 场 (Kratzer 分 子 势 ) 
V=, = %) 
r 


中 运动 , 式 中 a > 0 区 >0， 它 近似 描述 某 些 双 原 子 分子 中 一 个 较 轻 的 原子 绕 着 另 一 个 重 得 
多 的 原子 做 振动 和 转动 . 试 求 体系 束缚 态 的 能 量 (五 > 0) 和 相应 的 定 态 波 函 数 . 
E 体系 定 态 波 函数 ym(7,0,9) = 民 ,,(7)Y,(0,9) ,其 中 记 径 向 函数 为 RR， 


满足 方程 
Ë [za 2a | I+D] _ 
了 2 BE 5 z) — luzo (1) 


记 
L Fyn? 2 
B= ae z > 0, a=, 所 二 >0 > 


i d- 2g? -AARD uno 


“o , u(r) 


则 方程 (D 写 为 


x 


Big4=D+ i. 取 # =e f0) ， 则 了 (x) 满足 方程 
2i —+(4- 2p) df. +(-248 +2) f =0 (2) 
再 作 变 量变 换 : 7= 2px ， 则 方程 朗 为 合流 超 几 休 方程 
s, af pea- » -$=0 
方程 (2) 在 r 一 0 有 PANELA 可 级 数 
f= rfa -和 22g! 
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故 体系 定 态 波 函 数 的 径 向 函数 为 


RD 人 rJ ° er (2- È >, 28 28 £) 
B 


TAA roA RO, Sak Sus JLI khiyana ， 有 


2 


(24 
4-—=-n,, n, =0,1,2,3,.… 
B 


由 此 确定 体系 束缚 定 态 能 级 为 


式 中 


-Q= \ arhat >0, n, =0,1,2,3,.…, {=0,1,2,3,.… 


对 于 大 多数 分 子 来 说 ，a > 1 ， 故 上 面包 ,表示 式 可 以 按 二 的 睾 展开 
et copi 
ú Q a 
-nfa +Y2 ， :2)- Ney, J 
° 8 
| n, n2, 12} HEZO) a i 


saue +2, 1e) i 12): Jef ] 


"w 2142 EYD sy 


Ce a 
30 + 1⁄2) +Y)? ` (+ 1/23° 
o° 


z + n, = 0,1,2,...; 1=0,1,2,... (3) 


若 将 势能 函数 V(r) 在 +r =a 点 附近 展开 


2a a [r — a)/aÉ 
Vv =- — —— | 三 一 —T 
0 vf r J Vth 1+[1+(r.— a)/a) 


=V, +V ir -a )/aP f -A(r-a)/a]+3[(r-a)/af - =} 
=—W + 和 Co- Mee- a) + af —... 


可 知道 体系 小 振动 的 经 典 角 频 率 w 为 


Ë BA 
全 三 ,| 一 一 — 
m ma 
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又 记 体系 的 转动 惯量 7 为 
了 = ma° 
代 人 体系 能 量 互 ,表示 式 (3) 中 ， 得 到 


E= -11o + hofn, +d 


K 1. 
一 + 一 + 一 一 
5) 2 2 
4) 


_ 3 IÝ 3⁄ lo 
+>] 一 一 一 (2 +1/2)XI+—) -e 
21 HG, ;| or + YO +) 


其 中 : n=0,1,2,…; 1=0,1,2,… 
从 式 (4) 看 出 : 第 一 项 是 常量 ; 第 二 项 是 体系 谐振 动能 量 , 其 中 = 0,1,2,3,… 第 三 项 可 


ugy D, EE, 是 体系 转动 惯量 为 常量 / 的 转动 能 量 ， 其 中 1=0,1,2,3,… 第 四 项 


表示 由 Tt 函数 V(r) 的 非 谐 性 带 来 对 振动 能 量 的 修正 (振动 能 量 降低 ); 第 五 项 表示 由 于 
势能 函数 V(r) 的 非 谐 性 所 引起 的 振动 与 转动 的 类 合 . 


体系 经 典 最 低能 量 为 —V, = (动能 为 零 ， 势 能 取 最 低 值 )， 即 分 子 离 解 能 为 
的 = 本 1 ; 而 按照 量子 力学 ， 体 系 最 低能 量 对 应 于 二 =0, = 0 的 能 量 值 


即 分 子 离 解 能 为 


3.57 三 维 中 心力 场 的 “ 反 和 散射 ”问题 (1) 


题 3.57 已 知 粒子 在 三 维 中 心 势 场 中 运动 ， 其 束缚 态 径 向 波 函 数 为 
t, (r) 
Ra (D= 
Repu OA (0 N e; OA” —e r] (@<a< D)， 试 分 别 求 出 体系 的 能 量 及 粒子 所 
处 势 场 V(r). 
解 (1) 由 径 向 方程 有 
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I+D POl P, 


可 知 
上 d. 2,2 
n=- 2 10a+40°r 
m a 
故 
2 2 
VD=E,, + 二 [2 a+ 409) 
i 2ur 2a\r 
2 _ ns2 2p2 
g SA Q+ 20 DR | 20 , 
2ur H 
242 2 
若 1=0.B=22 v- p t. a-t, w 
2 
E=- ĥo, V() =— uor +— 
若 !=1， 则 
E=_ho VO) = Lr 
2 2 
等 . 
(2) 若 :=0， 有 


Piee _ per] 


V(r)=E+ 
(r) 2pfe 和 _ er] 


FREVO 的 零点 为 VY(7) 一 全 >0 A 


得 到 


各 (è -peA 
2u e me” 
当 r 很 小 时 ， 有 
” (è -PA Kape” 
2u (B-aj 2ur 
为 受 屏 项 的 Coulomb 势 场 . 


3.58 三 维 中 心力 场 的 “ 反 散 射 ”问题 (2) 


题 3.58 设 一 质点 波 范 数 y(r,0,9) = 4e 7 ， 其 中 4 和 wm 均 为 常数 ， 试 求 : (D 这 个 
态 的 角 动 量 如 何 ?” (2) 设 其 为 一 定 态 ， 且 当 + 一 w 时 ，V(r) 一 0， 求 此 定 态 的 能 量 E 和 势 
函数 V(r). 
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E DHFË, L L L NS 0 2 4842, W 5 02 X, i 
Ly=0, Ly=0, Ly=0, Ly=0 


即 这 个 态 的 角 动 量 及 其 各 分 量 均 为 零 ， 实 际 上 wr,9,9) = J4zAe Yy). 
(2) 有 定 态 Schrödinger 方程 Hy = Ey ， 在 球 坐标 系 中 


(1 3 ð P 
~ E o r ME Jy 
所 以 
{1 3.0 P 
V == E S 
[E-v]y r ar Br K J, 
由 (U 中 讨论 可 知 


H r— eo RF, V(r)=048 


__ 2 _ h: 
E= 2 aa (n) Hay 
359 ”一 维 氢 原 子 的 束缚 态 解 
题 3.59 一 维 氧 原子 Y(z=- 一 ， 求 其 已 <0 的 束缚 态 能 级 和 波 函 数 . 


T 
解 ” 由 于 Y(9 具有 空间 反 演 对 称 性 ， 故 能 量 本 征 态 有 确定 字 称 ， 可 以 求解 +>0 区 域 


中 的 解 ， 便 可 确定 能 量 本 征 值 ， 而 x<0 区 域 中 的 解 ， 可 由 字 称 性 写 出 在 x>0 区 
| ww “y (1) 


y(x) = xe 0(x) 
代入 式 (1)， 得 到 


x0"(x) + (2-2kx)0'(x) + (A—2k)0= 0 @) 
作 变 换 ， 令 y=2kx ， 式 (2) 变 为 
n _ + _4 = 
y0"+(2— y)0 Ë +) 0 (3) 


ROE y =O 处 有 界 解 为 合流 超 几何 函数 
CCy) = rz 人 -去 2 J 
由 束缚 态 边界 条 件 有 
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得 
4 
E, =- n=1,2,3,.… 
n 
相应 的 偶 宇 称 态 
-4 2 e> 
， =c|xje * F|I-n,2,——-|x|] 
vaad sepe R 1-22 
奇 宇 称 态 


-EÈ 2 
W_n„ (X) = cxe nh? Hyp [ —n,2, 20e 中 
n 


其 中 ww,,(x), w_,(x) 线 性 无 关 ， 所 以 能 级 是 二 重 简 并 的 . 

注 一 般 情 况 下 ， 一 维 束缚 定 态 无 简 并 ,但 本 题 中 势能 在 x=0 处 发 散 ， 因 此， 出 现 了 
能 级 简 并 . 

男 外， 可 利用 一 维 氨 原子 与 三 维 氨 原子 s 态 所 满足 径 向 方程 及 边界 条 件 的 一 致 性 求解 
此 问题 


3.60 ARF is, 2s, 2p 态 在 动量 表象 中 的 形式 


题 3.60 KAMY 1s, 2s, 2p 态 在 动量 表象 中 的 波 函 数 . 
解 ”yw(r) 的 Fourier 变换 为 


3 
1 Y py 
=F =| —— h 3 
e(p)= F|w(r)] ( 7 ) f yrje* dr 


1 y — 、 
Banoi] e^, Ju pin zH Jy el, M 
0 
Gs Pp) = l ; FÉ N 人 sin@drd0do 
m (2ha,)° 


"OF 1 _ 
x h (1+ p'a Iy 


同样 的 ， 有 


对 于 态 2p， m= -1,0,1 ; +E 
X m = 0 Bf 


34 m = +] Rf 
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-3 . 
-i ps a 1) glp, +ip,) 


361 ARTY E Ti EE 

题 3.61 已 知 描述 氨 原 子 中 电子 运动 状态 的 三 种 可 能 波 函 数 在 球 坐 标 系 中 可 以 写 为 

y = Ae? r- 2, y,=A4e?rcosð, y= gU +y) 

Rhy, 已 经 正 交 归 一 化 , 常数 4>0 , EH y Ay SHREE, 求 出 y 态 电 矩 的 表 
达 式 ， 并 指出 矩 的 取 商 . 

证 明 因为 D=-er 

D)= -efy'ryar =-e(r)=-e[(x)i+(y)i+ (z}k] 
(x), = Í Í f VAR r° sin? 8cosodrd0do 
= INA f sin? oda |” cospdy =0 


> x 2r 
(n) = j lz, Frarf sin? odo singdg = 0 


(z)= Jar | singcos0a0f ap =0 
所 以 (D) =0, BJE(D) =0 
一 结果 , 可 以 由 对 称 性 考虑 直接 给 出 , 因为 DD 为 奇 宇 称 算 符 ， |y) 为 偶 宇 称 态 ,，|y,》 
为 奇 宇 称 态 
(x), = [A oao cospdp =0 
(Oh = f sfr arf sin? oao fsingap=0 
0 
(2), = n ALAE CASAU fy a 
= 42 Í er 一 2)radr IK | os sin 0d0 =16zA? 
(Dy), =—16zA°ek 
HPEY z 轴 . 
3.62 ”刚性 球 半 径 突变 时 处 于 球 内 的 粒子 


题 3.62 EFEK R ERRERA, 有 一 质量 为 m 的 粒子 处 于 基态 , 现 突然 将 硬 刚 性 
球 半径 扩展 为 原来 的 2 倍 ， 求 扩展 后 系统 中 的 粒子 处 于 基态 的 概率 . 
解 处 于 半径 为 尽 的 硬 刚 性 球 内 运动 粒子 的 基态 
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Yolr,0,9)= Z lint, ro, r<R 


而 半径 为 2R 的 刚性 球 中 粒子 的 基态 


@ (r,0,@)= |— F sin LY, 


故 粒 子 处 于 基态 的 概率 ， 
= p=|(polyo ) 


V2 Tr 
Kalvo)= = sin sin dr 


3.63 ”粒子 在 Hulthen $F 3 3 £ 8 3 4 + #£# A 
题 3.63 粒子 在 Hulthen 势 场 


V(r)= P W,a>0 
FEZ, ERASER E 满足 不 等 式 
一 Li 
E, > 二 n=1,2,3,-. (1) 
证 明 和 类 和 氨 粒子 能 级 公式 比较 ， 由 以 看 成 XD 有 端正 好 是 Coulomb 场 
V. (r) = -4s 


的 束缚 态 能 级 . 将 Y(r) 和 V.(r) 加 以 比较 ， 易 得 
(rý, T ifr, T 
V(r)=—-V, Bat z) a =V, on: J+ a) 5 


VOW VO)> VO) 
根据 题 3.62，Y(”) 场 的 每 个 能 级 均 应 该 高 于 多 () 场 的 相应 能 级 ， 故 不 等 式 (1) 成 立 . 


可 见 


3.64 无 自 旋 粒 子 在 柱 对 称 势 下 运动 的 讨论 


题 3.64 无 自 旋 粒 子 在 柱 对 称 势 V(p) 作用 下 运动 ( 柱 坐 标记 号 为 p,p,z )，(1) 证 明 
[8,Z]=[,p.]=0， 写 出 径 向 定 态 方程 . (2) Bz, 描述 Zoy 平面 反射 ， Ri z, 与 如 是 否 对 
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易 ? 证 明 | 地 ,二 ]，=0 , AT {RL p) 的 共同 本 征 矢 在 zx, 的 作用 下 , PA L KEER. 这 
对 能 级 简 并 度 有 什么 影响 ? 


HERA (D 由 
2 2 2 2 
2u\ 3p p Op) 2pp 24 


可 得 
[ip.]=[8, 4]=0 


令 yw(p,9,z)= fie ， 得 到 


(d 1 d) mh RKR 
一 一 一 | 一 一 十 一 .一 -| 上 + 十 +V -E 


O) Er ERF, p>2r-o, p RRE BIN V RE, AN HRX, Par Hm =H, 
mi -1 4 6 8 
Bz. =a, ,得 [zx,,H]=0. 另 一 方面 ， rara BB L. =-L. FaLa, =—L,, 


irL] =0， 由 此 zy = 如 -wx ， 它 导致 对 产 的 二 重 简 并 存在 ( 闫 = 02D. 
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4.1 角 动 量 的 对 易 关 系 

题 4.1 J 为 角 动量 算 符 , JxJ =ihJ , BU, Jp] =i, pyl, 2, 3. #m 
和 为 任意 方向 的 矢量 , 5J HA, 证 明 : (1) [7,7 -n] =iñnxJ; (2) Ü m, J -n]=ihJ] -m 
Xa) (3) [22.J,]=0. 


证 明 下 列 公 式 在 证 明 过 程 中 是 有 用 的 
åxB=€ A,B,e, 


apy“ ` 
A:(BxC )= Egy ABC, 
(1) WJ nl=eolJo ,Tp hg = ihipa, ng =-ihJ xn=ihnxJ 
(2) IJ -m,J -n]=LJ,.J lm ns =ihE gd, mM ns =ih] (mxn) 
O) [I J, ] [Iad] ne [Iade] Jang +I Jad g lns 
=iha,,(J,J.J a +Jalydp)=iAT (J xn) -J-J xn)]=0 


42 角 动 量 的 升降 算 符 


题 4.2 J 为 角 动 量 算 符 JxJ = 达 1/ ; 定义 升降 算 符 J = 六 十 jm) AP, J, 
的 共同 本 征 态 ， 证 明 ,Js| 记 mi)=[JC+D-muGm D] ajm) 

证 明 分 二 步 ， 先 证 产 | 疡 zi) 是 产 ， 无 的 本 征 值 分 别 为 JQ + DB, (m; +A tE 
态 .由 于 [7?,7,]=0， 所 以 | | 
JJ, jm)= JI? jm)= H+ DA, | jm,) 

Bh, HFI J=, MA 

J J| jm) = J, (JZ, +A) jm) = (my +1)hJ, | jm} 
Br, | m ) EP REER JUDR, J, 0092640828 (m; +1) KRES. 所 以 
J | bm)= 84| jm; +1) 
FR, HJ,|jmj)= 8z|j,my 土 人 ， 作 内 积 
Ja. = (im I jm) 
由 于 7 J =J'-J2-M.,. £ 


lef =[ JG +D-m; (m; +1)|>, 8. =[ jC+D-m, (m; + a 
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Bl 
Tom) = [G+D-m, (m; +] A| jm +1) 

PEN 1/2 
Tim)= [G+D-m (m -1)| Hljm, -1) 


43 在 广大 的 共同 本 征 态 | 疡 mr) F, RUJ AA, 


题 43 | 四 ) 为 严 、 六 的 共同 本 征 态 ， 证 明 在 该 态 下 : Q) (J,)=(J))=0; 
© (A) (5) =z- O arar, =la 

证 明 D [3p], BF (im [3,7 ]| jm) 0, E|) 8F0)=0, 
同 理 (7,)=0 


(2) 证 法 一 
过 1 u y =J, (JJ, +i j- I J ydy SRIAS J dI dydy 
上 式 在 |j,m)) 态 下 求 平均 时 ， 后 两 项 贡献 互 抵 ， 因 此 


o= 0) 


(2472)= (7 72)=[ jG +D- m |? 


由 于 


所 以 
(2 )=(73)=3[70+D- m; A 
证 法 二 J, =G, +J), J? = (32 +J? tL- +I) 
上 式 在 |j,mj) 态 下 求 平均 时 ， 右 边 前 两 项 贡献 为 零 ， 且 
JJ +J J, =2(72 - J2) 
所 以 
(= UQ +D -mJ 
(3) AC, OA 
A, =43, = (3Y? = jg- 


AJ, AH， -二 [70+9- 吧 ] 
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44 ”在 三 、 严 共同 本 征 态 |7m) F, RG), (22) 


题 44 J 为 角 动 量 算 符 ，n 为 96,9 方向 单位 矢量 . |;,m ) 8 J2, J 的 共同 本 征 态 ， 在 
该 态 下 求 (1) (J -a)=(J,); D (2): O 六 与 力 的 任何 奇 次 寡 式 的 平均 值 辟 为 堆 . 
解 (1) (z,)=n,(J,)+n,(J,)+n,(J,) =n,m;h=mihcos@0 


(2) 
Ja s(n +n? tn nn (Jad, +JJ,)*nn (Jd tJ J) + mn (I, +I) 


另外 
JJ, +J, = to -J2) 
因 式 (1) 在 |j,mj) 态 下 求 平均 时 ， 只 有 右边 第 一 个 括号 有 贡献 


(12) = [G+D-m ]sin2 + mn? costa 
D RAI IMAKER (IE, p SIRRA J, J HAKER, WAEN 
于 |jmj) B$, HARRIET jm), Bm -m =#3⁄, Blm m, ， 所 以 

(m; 1J,, JKE jm )=0 


45 EP, RR J=18 B, J... J WEB S ZARATE 5 KES 


题 45 在 让 、J, 表 和 象 的 j=1 的 子 空间 中 ; (D 求 ,J_,J7,J,,J 的 矩阵 表示 ; (2) R 
J, 的 本 征 值 和 本 征 态 ， | 
解 DP, J RREN 


1 0 0 
因为 Y = 9 Yo = n Ya =| 0 
0 0 1 


Flim)= [iG +D -mn +D] | m; +1) 
(hmm)= [G+D -mn +D] Ron mn 
对 于 j=1 的 情况 ，m,m;=1l，0，-1， (I)a 不 为 零 的 矩阵 元 为 
(Zo F.) = V22. 故 
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| ,fo 10 | po 
f=) 0 1| i 0 -i 
2 V2lo í O 2i Zlo i 0 


J, =sin0cose@J, +sin@sin@J, +cos0J, 
V2 cos6 singe-i? 0 
= sin ĝe? 0 sin ĝe”? 
V2 D 
0 singe? -y2 cos 
(2) BARAER, BDRHLJ, J, REREN A 0, —h, HJ, J, 的 本 征 方程 ， 


解 出 相应 的 本 征 态 


46 在 j=1 的 子 空间 中 ,证 明 73 = J. 


题 46 在 |j,m) 态 矢量 空间 的 j=1 的 子 空间 中 ， 取 =1，(1) ER =J; (2) 证 
明 @9 =1+iJ,sinG -J2(1 -cos0). | 

证 明 (1) 在 j=1 的 子 空间 中 ， J’, J BEER] An n=l 0, ~), 是 一 组 完备 基 ， 
即 对 任意 |w) | 
ly) = Cilh) + Olho + Ct) 
均 有 . 

(Z, -1)(7,-0)(J, +)|w)=0 
Bp 
(>J, )ly)=0 

因为 jw) 是 任意 的 ， 所 以 有 N =J, .这 一 结果 对 J 在 任何 方向 n 的 投影 J. RRE 

(2) 证 法 一 
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2! 


-ie 
3! 51! 


5! 2! 4! 


=1+iJ sin@0—J2(1—cos0) 


3 5 2 4 
=1+iJ = J-A- 


GO) :+ 时 + 


GCN n Goi 
4! 6! 


0° | 
— +... 


5 
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证 法 二 ”由 线性 代数 中 的 Hamilton-Cayley 定理 ， DE 1 的 子 空间 中 J, 为 3x3 方 隆 ， 


WJI PEREBA SU, ) 可 表示 为 了 JoJ? HRERS 


Cop ren 


让 上 式 作用 至 J =1 0, _1 的 本 征 态 上 有 
e° = C, +G, +C, 
1=C, 
e° = CG) = C, +C, 
联 立 求解 有 
17 i i P 
Co =1, G= -e ° )=isin9, 


=1+iJ,sin0—(—cos0)J2 


47 EP, JEF 4 


题 47 对 /、J, 的 共同 本 征 态 | m) , 证 明 对 于 任何 w 值 (m= j, j- 


J, 取 各 种 本 征 值 tm% MRR W y 相等 


C, =—(1 —cos0) 


jm) E, J. Jy +m'h 89 3838 38 Fl 


B ir#|j m) 态 中 测 得 7 =+m' 的 概率 为 玉 (tm') , TEUER W (m) = Wem). 


车 j 为 正 整数 ， 作 J, 的 奇 次 式 


其 中 不 含 因子 (72-m?)， 则 


Jf(m')=-—-fCm)z0,  fOmy= 0, 


由 于 在 | jm) 态 下 ，f(J,) 平 均值 为 零 ， 因 此 


JODI (2-2 -2)-(2- P) 


m= +m' 


(f (J,))= 2 fm Wm) = J| WO) — W(-m") |=0 


所 以 
W(m') =W(—m"P) 
车 7 为 半 奇 数 ， 作 1. 的 奇 次 式 l 


rn 2 加 | -| [7] 


JOB (J? -m°), MANER W mn) =W). 


最 后 证 明 在 | jm) 态 下 ， 测 得 了 =m 的 概率 等 于 测 得 7, = m 的 概率 . 


5-2), J 


x? 
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对 于 给 定 的 j，J, =m 的 本 征 态 为 
EA = m’) =e2 | m!) 


其 中 e。 2” 为 体系 绕 y 轴 转动 也 的 转动 算 符 ， 而 7， =m 的 本 征 态 为 


故 在 | jm) 态 下 测 得 J, = m 的 概率 为 


(” 
jm 
同样 可 证 ， 对 任何 垂直 于 z 轴 方 向 n (6 = 了 ,po 任意 )， J, = 了 -n E| jm) £S FR 7, = m' B) 


概率 
中 


题 4.8 (1) 在 轨道 角 动 量 的 1=1 子 空间 中 ， 在 卫 、L 的 共同 本 征 态 jim) FOR5=1) 
HEB 


W(J, =m')= 


2 
=W(J, =m’ 


N 2 
izy 
W(Z, =m')=W(J, =m')=W(J, =m')= e 2 


48 ”在世 、L 的 共同 本 征 态 |im) t, AKFA 


0, n 为 奇数 
-la-la n 为 偶数 
(2) 在 |im) 态 下 求 六 的 平均 值 . 


证 明 (D 在 |im) 态 下 有 
1 
(BE)=(B)=3Q-m’) 
且 在 1=1 子 空间 中 有 - 
B=L, B=L, 0) 

HARDA 

pm = pr == L, Pm = mD =-= É 
所 以 有 

(gr)=(L,)=0, (2")=(B)=70-m) 
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xJ L, 的 证 明 同上 . 
(2) h L = L, tiL, 有 


1 1 
L= y (L tL) L, = y, L.) 


则 
4 _1 4 
L= tL) 
上 式 在 |im) 态 下 求 平均 时 ， 右 边 不 为 零 的 项 为 
DP, BE, (LLY, (LLY, LLLL, LLLL 
由 于 


LL, |Im =|IQ +) —m(m+)||Im, — L.L |im)= [i0 + -mm - D||Im) 


1⁄2 1⁄2 


É |lmy= [14 +D —m(m+D] ` [IQ +D - mim + D(m + 2)] ” |1,m + 25 


] 


P. |Im) = +) - mim — D] ” [ÍQ +) — mim — Din — 2)] ° |l, m — 2) 


[Ë im] =(m|Ë, [E |m) |! = (im É 
所 以 在 |im) 态 下 
(2)= {SL +D -4 + Dm? +D+2m (3m +5)} 


对 于 1!=2 时 ， 有 
(L), =5Ò06-31m? + 3m*) 
l=2, m=0Rf 
(É) =12 
l=2, m=1ff 
(iha 


49 在 Po0 态 下 ， 工 的 可 能 值 及 相应 概率 


题 4.9 在 情 、L, 的 共同 本 征 态 Y 中 求 的 各 种 可 能 什 及 相应 的 概率 。 : ， 
解法 一 ESF, L, R] BBB 29 2A, h, 0, _ h, -2å. 设 其 可 能 相应 的 概率 为 
W, W, W, Wio Wz, HERÆRAW =W W. =W, KE 
2W, +2 +Wo =1， 归 一 化 (1) 
另 由 (ú a = pe +1))]#2 =3 A 
8W, + 2W =3 (2) 
(2) 5127, 有 
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32W, +2W, =12 (3) 
联 立 式 (D、 式 (2)、 式 (3) 解 出 f 
W =W =š W =W =0 W = 一 
REI BE, 的 共同 本 征 态 为 |2m), (mw =2，1 0, -1 -2, BL FES 
|2m) 
2 
2) = >, C,,|2m), O 
m'=-2 
EL, ,表象 中 引信 升 降 算 符 Z, =(L tiL), B 
1 
一 一 1 7! 5 
L, zi L!) 6) 
B. 
L, |2m" =Af6 -mm +D}? |2 m +1, 


将 式 (5) 作 用 于 式 (4) 两 边 有 
2im|2m) =2C, |2,2), + (óc, -2c, )|2,D), + (V6C 1 - J6c, )|2,0), 
(6) 
+ (2C -V6 )|2,-1), -2C |2,-2), 
式 (4)、 式 (6) 两 式 比 较 
imC,=C, 2imCl =V6C -2G， 2imC, =V6(C -CI) 


ZimC =-2C -V6C,, imC, =-C, 
另 由 归 一 化 条 件 
> Caf =1 
m'=-2 
可 确定 诸 系 数 . 对 |2,0) 态 ， 计 算 结 果 为 
CP-lcaP -2 lcP -lc =0 af 
对 |2 少 态 ， 计 算 结 果 为 


1 1 
cz =C} =y jc =|c 5y [cof =0 

解法 三 EL, L 表象 的 1=2 的 子 空间 中 , 给 出 上 的 矩阵 表示 , 然后 求 出 L =2h, h, 
0, —ħ , -2h 的 本 征 态 I 


1 -i 
0 1 
| 一 3 2 1 ! 
tz =7| V6 |, fi =ç h-E. fo =l 9 
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0 


! °) y 
C, = ÁLY;o = z0 2, J6, 2, 1) 1 =F 
0 


0 
3 2 
GP ===Icol =| v| 1 
-2 
2 1 
lc =|c ,P =ø} Yl =0 , = Nr 
-2 
cf -ral =1 i 


所 在 [20) 态 . 


4.10 与 角 动 量 J 了 对 务 的 标量 算 符 在 |j,m) 中 的 平均 值 与 量子 数 m 无 关 


题 4.10 RAR F 和 角 动 量 算 符 J HR, MEF AREAN, 证 明 : (1) EJ. J,A 
共同 本 征 态 |jm) F, F 的 平均 值 与 量子 数 m 无关; (2) 给 定 j 后 , 在 | ja) 子 空间 中 ，F 可 
表示 为 常数 矩阵 . 

证 明 (D @&J,=J +U, GR h=1) 

[F.J.]=0, [F,J.]=0 
J im =|jG +D- mm] 
(jm|J_=[JG +0 —m(m+ D] 


[jm+D=an|j.m+!) 


(pm+ll=an (j,m+1| 


由 于 
(j,m+1|F| jm+1)= z jm|J_F7,| m= jm|FJ_J, | jm) 
因为 
J | jim) = at | jm) 
所 以 


(bm+1|F|;,m+1)=(jm| F| jm) 
依 此 类 推 , 对 属于 同一 ;B m Amn 总 有 
(jm |F| jm') = (jm|F| m) 
R (F) 5 m EÉ. 
(2) HAF 5J WHR, WA 
m( jm F| jm) =( jm [7 | jm) = (jm [I F | jm) =m (ml F| jm) 
即 有 
(im'|F| jm) (m— m') =0 
即 m'm 时 ，(jm'|F|jm)=0， 即 
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其 中 
fOQ)=(g]F|j)=(,j-1F|j,i- D =. =(jm|F|jm) = 
因此 ， 当 j 给 定 后 , 在 | jm) 子 空间 中 ，F 的 非 对 角 元 绢 为 零 ， 对 角 元 避 为 PCP) ,所 以 了 的 


矩阵 表示 为 
F=f 


其 中 了 为 单位 矩阵 . 


411 角 动 量 的 投影 定理 


题 4.11 设 J 为 角 动 量 ，4 为 矢量 算 符 ， 满足 关系 ( 取 冯 =1) 
[PaA |> isng 4 
EJ’ , J RAH WER: D 在 |jm) 态 下 ,了 .4 的 平均 值 与 量子 数 m 无关 ;(2) (jm'|A| jm) = 
(7:4), 


(jm'| | jm) FD . 
WR (D 因为 J,J -4]=0， 由 上 题 结果 (jm|J A| jm) 与 m 无 关 ， 仅 为 j 的 函数 ， 可 
记 为 


(jm|J -A| jm) = (J: A), 
H 
(jm'|J -A| jm) = (J +A), rm 
即 在 属于 同一 个 j 的 人 jm)} 子 空间 中 ，J .4 等 价 于 常数 矩阵 (7 .4)》 


(2) 利用 公式 
J'A+AJ1-2J2AJ2 = 2(724 +AJ2)— 4J(J - A) 


BERE (jm jm), WJ? > j+), J 了 "4 一 (J .4),， 上 式 左 端 对 矩阵 元 的 贡献 为 零 ， 
因此 有 l 


J-A), 
Gomal im) = (jne (a lim) Ea O 
如 取 mr=m ， 即 有 
J), A), 
(a), -PaT A; (2) 


į +1) 

式 (1) 和 式 (2) 称 为 投影 定理 . 式 (2) 不 仅 对 |jm) 态 成 立 ， 而 且 对 于 J 在 任何 方向 的 投影 万 
的 任何 一 个 本 征 态 |j,J =m) 也 是 成 立 的 . 

412 角 动 量 算 符 和 矢量 算 符 的 几 个 代数 关系 


题 442 设 J 为 角 动 量 算 符 ，4 为 矢量 算 符 ,满足 关系 
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[i 
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(D 计算 AxJ+JxA ; D HE JAIA]; O 证 明 JxWxd)= 
Q'AJ-J'A+UxA ; (AXD =A N-A +iAxJ (Q) 证 明 [72[724]]= 


2('A+AJ2)-4J( : A) 
# (1) 因为 
AxJ = Enp Aad p€, = Eapy dp Are, +iEnpyEapo Age, 
=-J xA +2iðgAge, =—J x A +2iA 
所 以 有 
AxJ+ J x A= ZA 
@ 
[J-J :A4]=e, [7,7g :hy |=es [7678 |Ag +ess [264 ] 
=i&,ye,T,As +i e, gA, =i(~J x A+ J xA)=0 
[2 ]=[7.2. As Jeg = 7a, hs lep + [7,,4g ] 165 
=i, JaA ep tisa A Jalg 
=i(4xJ -JxA) 


(3) 利用 公式 
4x(BxC)=4BC -(4.B)C 
(AxB)xC=A,BC. - A(B.C) 


可 得 
Jx(xA)= J.J pAg -JA 
因为 
JA, = Aad g iz y A, 
所 以 


JxJxA)= J An] geg -ifp Tahyeg -J A= AT -TA xA 

类 似 可 证 

(AxJ)xJ =J(A.J)- AJ? +iA x J 
(4) 利用 式 (3)， 有 
| 272， 4]| =i[22AxJ -J<A)]=i[ 2, A]x7 -iJ x[72,4] 

=(xA-AxJ)xJ +Jx(4xJ —J x A) 

再 利用 式 (1)、 式 (4)、 式 (5)， 可 得 

[72,[72,4]| =2(J?4+47?)-4J0 -A) 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
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4.13 o, 的 本 征 值 与 本 征 态 
题 4.13 ”给 定 (9,9 ) 方 向 单位 矢量 


n=0,,n,,n.)= (SingcospsingsingcosD) 


Ro, =o .nn 的 本 征 信和 本 征 应 数 ( 取 o, 表象 ). 
解 Eo RAP, Pali HI o 的 矩阵 表示 为 


0 1 0 -i f 9 
= V = 了 一 
5 oF y li 0 * 10 -1 


nz, n, —in, cos0, sin@e"? 
G, =G: n=n,, +n,G, +n,G, = ， = : 


h tin, 一 sin@e'”, —cos@ 


因此 


因 o, 的 本 征 值 为 +! (这 是 基本 实验 事实 ) 设 ov 的 本 征 函 数 为 g -a ， 则 相应 的 本 征 方 
2 


程 为 
alaja) 
C C 
对 于 4=1 解 出 l 
A 
cose 2 
A0, p)= 
1e 
sin—e 2 
XFFo,=4=-1, WA 
2 
sin—e 2 
ó ,(0,@)= N 
ig 
—cos—e 2 
2 


4.14 自 旋 > 粒子 ，0, 的 可 能 值 及 相应 概率 


题 4.14 (D 对 于 电子 自 旋 态 za(a: = 了) ， 求 0 的 可 能 值 及 相应 的 概率 ，(2) 对 于 
cv =1 的 自 旋 态 , Ro 各 分 量 的 可 能 值 及 相应 概率 ， 以 及 o 的 平均 值 . 
解 a) nn =(P cv =1 的 概率 为 


Q |z: y. = cos2 2- za +n,) 


cv =—1 的 概率 为 
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(é, |z | =sin? e = =n) 


(2) 在 自 旋 态 有 图 (c, =1 中 cs =1，cx= 开 的 概率 分 别 为 
Ka A zatr» Ke 下 -Ga) 
所 以 
()=20+n)-2ü-n)=n, 
同样 地 ， fo, =+1 的 概率 为 (+n) , (as) = 到 0,=+l 的 概率 为 二 (四 ) ， (o,)=n, 
类 似 地 ， 容 易 算出 ， 在 自 旋 态 由 (cs =-D B, (c)=-n. 


4.15 与 G 的 三 个 分 量 都 对 易 的 非 零 二 维和 矩阵 必 为 常数 和 矩阵 


题 4.15 证 明 与 o 的 三 个 分 量 都 对 易 的 非 零 二 维 矩阵 必 为 常数 和 矩阵, 
证 明 设 二 维 矩 阵 4 满足 
Ac = cA 
由 于 对 于 任意 二 维和 矩阵 ，7 = co ，ax = ol ，0, = oz ，c = 03 为 完备 基 ， 故 


3 
A=) ,Ciai a) 
i=0 
以 凹 分 别 左 乘 和 右 乘 式 (1)， 得 到 


HINL o A = Ao, ， 且 由 于 o,、 Gs 独立 有 


C,=0, C,=0 
类 似 地 ， 以 oa 分 别 左 乘 和 右 乘 式 (0)， 可 证 
G=0 C=0 


因此 4=Cof ， 即 4 为 常量 矩阵 . 


4.16 不 存在 与 @ 的 三 个 分 量 都 反对 易 的 非 零 二 维 矩 阵 


题 4.16 证 明 不 存在 与 o 的 三 个 分 量 都 反对 易 的 非 零 二 维和 矩阵 . 
证 明 设 二 维 第 阵 4 和 反对 易 ， 即 满足 


Ao; = -cs34 G) 


以 cz 右 乘 式 (1)， 得 到 


iÀ, =—oc, Áe, 


利用 式 (2)， 式 (3)， 有 


RE Y Z F 
-io4=oc4=ics4 
从 ;cs 左 乘 上 式 ， 即 得 

A=-A, B A= 0 


417 SURER- RER 


BN 4.17 满足 ViU =UUi =1，detU =1 H) n EERE A SU ERE, sk SU, 的 一 般 形 
式 . 


、 a b 
i avf a 
la? + | =1 , 
a'c+b'd=0 
ab+c'd=0 . . 
UU =1> ， UU =1>i c'a +d b=0 
b'a+d"c=0 2 
P? +af =1 R +i =! 


detU =1=>ad -bc =1 
联 立 这 些 条 件 ， 解 得 


a=coswWeic，  b=sinee, 


Eta., p. o 是 实 参 量 . 


c=—sinwe i?, 4 =cosoe 2 


418 同位 旋 算 符 了 


题 4.18 为 统一 描述 中 子 和 质子 ， 引 人 同位 旋 算 符 z ， 设 其 三 个 分 量 t , z, ni 
本 征 值 都 是 tl ， 即 这 = 友 = 达 =1 ， 且 有 [far], = [zs | =[zə n] =0 ， 记 


+, PFS 
37 _1, 质子 态 ; fr, RRPRI, 72 的 矩阵 . 
解 En RAP 
_ I O 
ao 5) 
设 z = 


a b 
Ë AE B zr, + zz = 0 X zl =R, z =1# 


2 
E zzy +e =0, ti =r, Z2=1# 
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再 由 azma+zpa=0， 有 cos(lwa- 站 =0， a-p=5+kn, k=0,1,2,---. 


Ba = 0, B=- 了 有 


4.19 (c-A)(G:B)=AB+ic(AxB) 


题 4.19 设 4 、B 是 与 o 对 易 的 任何 矢量 算 符 ,证 明 (o .4)(o:B)=4.B+tioc.(4xB). 
证 明 (0:.A)(o:B)=0,0gh,Bp 
利用 公式 
OT p = 16, C, +Cop 
即 得 


(©: AN0 B) = pAr Bp +iEnp 


G, ,A,B I =A- B+io- (AxB) 
4.20 Tr(o .4), Tr[(o .4)(o:B)]| 


题 420 HF Tro- A), Tro: AXo: B] AR Tre- AXo Bo Ol, APA 
Pauli %8, A, B, C 为 与 o 对 易 的 算 符 或 常 矢量 . 


解 O-A=0,4, +0,Å, +G,A 
由 于 
Tro; = 0, i=1,2,3 
显然 有 
Tr(e- A)=0 a) 
利用 
(c'AXe.B)=A.B+ic-(Ax B) (2) 
并 利用 式 (1) 得 
Tr[l(o:. A)(o - B)]=2A-B (3) 
由 式 (2) 有 


(a - A)(o'.B)(o:C)=(4:B)(o.C)+ilo (AxB) (EC) 
Tr[(e. A)(o - BXo -C)]=iTr[o: (4x B) (EC) 


再 利用 式 (3)， 有 
Tr[(o: AXo -BXo -C)]=2i(Ax B)-C =24.(BxC) 
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4.21 alc:4)-4=A4-(a:4)c 


题 421 设 4 与 rc 对 易 ,， 证 明 o(o:A4)-A4=A-(o.A)o =iAxo. 


证 明 
CGI .4)=Gocp4peu 
利用 
O Tp = iEn T, + Enp 
即 得 
og:4)= Apendug + iz, Ty Agea A+iAxo 
同 理 
(oc:A)o=A-iA4Axo 
所 以 
olo: A)-A=A-(o- Ajo =Á xe 
进一步 有 


[o (@- A)|=2i4 xo 


4.22 e: =cos4+ic,sin4 


题 4.22 设 4 为 常数 ,证 明 e ?cz =cos4+ic,sin4. 
证 朋 一 


由 于 o2=1， 所 以 


-5 n i op Gay 
k (2k)! = Qk +1)! 
EA +Í 
-名 x io. Xe Gm 
=cos4+ic,sin4 
证 明 二 由 于 
=C +00, 
将 上 式 作 用 于 e, FEN t1 的 本 征 态 za 上， 有 
e*=CG +C, eH=C -0 
解 出 
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Co = cos 4, C, =isin 4 


证 明 三 ”在 o, 表象 中 ，e “: 为 对 角 阵 ， 对 角 元 为 其 本 征 值 ef ` 


I 0 cos4+isin2 0 
e t = = 
0 e” 0 cos4-—isin4 


eiac: =cos4+ic,sin4 
讨论 ”以 上 证 明 过 程 中 ,主要 利用 了 cx: =1， 如果 将 o, 该 为 o,， 由 于 o2=1， 同样 可 
以 证 明 


e = cos 4 +ic, sin 4 


4.23 eTA 和 eic 4eic2 


题 4.23 设 和 4、B 为 实 常数 矢量 , bie gre 4e “表示 成 7 及 as 、o,、o, 的 
线性 秋 加 ， 并 计算 它们 的 迹 . 
解 令 4=An， 其 中 n= 仿 , 则 
eic4 pio 


利用 上 题 结果 ， 即 得 


io. o- 
e74 = cos A+i 


上 式 中 第 二 项 为 o 线 性 项 ， 其 迹 为 零 ， 因 此 


Treic4 ~ 2c0s A 


eic 4eic8 -= (cosa + z0 -Asin A (cos B+ 5 :加 sin B) 


sin Á 


= cos Acos B—(5- AXo -B)— sin Asin B 
+i- 名 二 sin 4cosB+ita .本 二 cos Asin B 


=cos AcosB— A-B 
AB 


sin Asin B -ið - (A <B)— sin AsinB 


+i(oe-A) sin Ac0sB+i(z- B) cos Asin B 
上 式 中 后 三 项 为 o 的 线性 项 ， 迹 为 0， 所 以 


Trleic4eic23)= 2cos Acos B — 242 sin Asin B 


.244. 量子 力学 


424 计算 eesaue es 


题 4.24 化 简 eirg e Mo, ，C=x,y， 其 中 4 为 常数 . 
解法 一 ”利用 Baker-Hausdorff 公式 
2 
ex4Be 4 = B+ A[A, B] + 人 [4[4 B]]+… 


以 及 
| ,Op ] =2igp,0, 
有 
elle: e M: = o, cos2A-— o, sin24 
ee; oe = =G, Sin24+0, cos24 
解法 二 令 
eo, e =, +C, +C, +G, (1) 


将 上 式 作 用 于 o, RES Z, AR 
Ge/2 = Xuz» G, 三 和 12， T,X =X- 
即 得 
e™ t yz = (C +G)2n + (G. +C) 

比较 上 式 两 端 系 数 ， 有 

GtO=0 C+iC,=e 4 (2) 
再 将 式 (D 作 用 于 ce 的 本 征 态 yz ， 利 用 

GzX-1l2 FTK- Gy 1-2 = Kun» GyX_Ua =X 
即 得 
e” tin = (G, -iCD + (C, = C, )Z-in 

比较 系数 有 

CG-C=0 C-iC,=eM (3) 


由 式 (2)、 式 (3) 解 出 
Co=C=0, C =cos24,  C,=-sin24 


er c, ee, =, C0824- c; sin24 
类 似 地 
iño, ~iAg., : 
e toe “=, sin24+ o, cos24 


解法 三 ”利用 
el; = cos 4 +ig, sin4 


可 得 
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er: oe 0: =(cosÅ +ig, sinA)o,(cos4 -ic sin 4) 


利用 
o=], 0,0, =-0,0, =ic, 
可 有 
eo ei = g, cos24 — c sin24 


eic: ae =G, Sin24 + ay cos24 
解法 四 视 4 为 参数 , S 
f(Ay= el: o e e: (4) 
gA = "00 0 (5) 
且 
f@)=o, g(O) =o, 


式 (4)、 式 (5) 对 4 求 导 有 
f (WD)= | 


8(2)=27(01) 
有 
TDi] AAi] 
i 6) 
gAs] -Alf Q) -ig()] 
式 (6) 之 解 为 
fA tiga) = (o, tio, je 
fA -iga = (c, -ioje 
解 出 


J(A)= o, cos24 — cy sin24 
g8(A) = o, sin24 + o, cos24 


i 


解法 五 因为 e“ = 是 自 旋 空 间 中 , 28 
子 轴 转 动 角度 为 -24 的 转动 算 符 , 如 题 图 4.24 所 示 


Z d i 
or = tg e": =Cxcos24 一 Cysin24 
a _ . 
oy =e %o e es = o, sin22 + ay cos24 
类 似 的 公式 有 
二 i , 
e "a e =o, cos2A +0, sin24 


iie, 


-ioy : 
e ng e"? =,cos24—c,sin24 
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ero e er = o, cos2À — o, sin 24 


eio, geo: =0, sin24 +e, cos24 


425 ege tr = no, + (nxo)xncos24+nxesin24 


题 425 设 4 为 实数 ，n 为 (09,9) 方 向 单位 矢量 , 证 明 
egeti =no, + (nx G)xncos24+nx Go sin24 
证 明 一 ” 视 4 为 参 变量 ，( 但 nn HETI), S 
Uzet, Ute 


FAUAU) (1) 
注意 到 
UO=Ui0)=1, f@)=c= 
对 4 求 导 ， 有 
U Sivo, SU uno 
da 
Yivtjo,,o]v 
由 于 
[on,0]=-2inxo 
即 得 
d _ 
42 =2nx f (2) 
由 式 (1)， 有 


n- f(D=UioU =0, 
以 nx 式 (2)， 则 得 
nx =2nx(x f)=2n(n- f)-2f =2n0, -2f {3) 
式 (2) +ix 式 (3)， 得 到 
SF +inx f)=-2(f +inx f =no,) 

亦 即 

SF tinxf ~nos) = (f +inx f —no,) 
上 式 的 解 为 | | 

FA +inx f A)-no, =|f(0) +inx f(0) —no,]e 2 = (G +inxo -noje 22 

HTo,, f(A), nx f(A)B28 Hermite A, LRRRI, # 

fO) —-inx f(A) -no = (G -inxo—no,)e 


两 式 相 加 ， 有 
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Jf(A)=ocos24+nx csin2À4+no,(1—cos22) (4) 
由 于 
(nxo)xn=o-no, 
式 (4) 化 为 
f(4)=no, +(nxo)xncos2A+nxosin2A 
证 明 二 ”利用 
UY (A) = e4, =cos4+ic sin 4, [5,,0]=-2inxo 
可 得 
[utao] =isinA4[o,,o]=2nxo sin4 

因此 

U` (AOU (A) = (oUt +2n x rsin 4)U =o + Xn xo)U(A)sinA (5) 
以 


U(A)=e 2 =cos4-ia sin 4 


代入 式 (5)， 得 到 


UigU =0 +nx sin À — 2i(nxo)c, sin? A 


Rit, 483: 
ViaU == +nxesin À + 2i(nxo)c, sin? A 
两 式 相 加 ， 有 
USU =o +nxosin24+inx[o,,0]sin? A 

=0 +nxXosin24+2nx(nxo)sin? A 

=@G+nxcsin24+(nx)xn(cos2¿-1 
再 利用 

(nxo)xn=0-no, 

有 


vioU =nc, + hxXOSsin24+ (nx o)x ncos24 
4.26 c, =aoxtic, 的 一 些 代数 结果 


题 4.26 定义 cs =o, tio, , (DHR [0,0], [0,0] ,证 明 (c)2=(c =0; (2) 证 
Beso, =c, ee (E ARRO; G) efi o e 人 feto e 名 
解 0) 利用 af =1，cscy =-cyoy =io, 等 
(e. =(0, +io,} =0} ~0?+i(o,o, +0,0,)=0 


同样 有 
(0_) =0 


另外 
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00_ = (ov +ic,)(G, -io,)=0? +0? -i|o,,0, | =2(1+o,) 


o_o, =(G, ~io, Xo, +io,)=2( -0.) 


所 以 
[cc ]=4c。 
另外 i 
[cc,]=[cscs]+ilcsoy |=2io, +20, = 2, (l) 
PHH, 48 g 
[o 0.]=-20_ (2) 


(2) 将 式 (1)、 式 (2) 写 为 


反复 利用 此 式 ， 有 

o0, = G, (c, £2 
故 对 o, 的 整 才 函数 o), A 

Jf(G,)o, =G, f(o, +2) 

所 以 

eno, = 0 enet 
从 e“: ARER, WA 

ero eth = c, e (3) 

G) 解法 一 由 于 
l 
Cry = 5% +c) 


1 
S, =s (G, 0) 


利用 式 (3)， 可 得 


_ 1 _ 
efo eo: -ce +e 22) 


1 2g -2¢ i 2 -2ë 
z0, (6° +e S )+—~0o (e° ~e 4 
z7 ) +3 ) .A9 


=G, cosh(2£) + iø, sinh(26) 


类 似 地 ， 有 
e"o e $: = o, cosh(2é) —ic, sinh(22) © 6) 
解法 二 ”利用 前 面 所 证 公式 | 
el; o ei, = o, 00824— G; sin24 (6) 
elde, SSO =G,Sin24 +s, cos24 (P 
HJ$i4=2, 及 


cosh(ix) = cos x, sinh(ix) =isin x 
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由 式 (6)、 式 (7) 给 出 式 (4)、 式 (5). 
类 似 的 公式 有 
Š cue， = cosh(24)o,, -isinh(22)a。 


eo e “> =cosh(24)o, +isinh(22)c, 
eo,e ex = cosh(24)o, +isinh(24)c, 
e*%:o' e% = cosh(24)c, —isinh(22)c, 


427 B)eOS|2) 8343 9 + 


题 4.27 向 自 旋 态 | 力 的 投影 算 子 ,Ia =|2)(2] , 证明: ijo, =1-1 的 本 征 态 w , A, 
的 投影 算 子 为 


ro, =-D=|B)(8,|=3(-n.0) 


0 -2 _iy 
cos e 2 sin—e 2 
证 明 在 Pauli RAH, a, = w p p= w 
0 -一 = 
sin—e2 —cos—e 2 
_iy 
cos—e 2 ig „ip 
Io, =) =|e,)(e,|=a,o) = jp [°0s—e2,sin—e 2 
sin—e 2 
.0 8 
cos2 一 sin—cos—e 1P 1 
= £ |=yü*n-o) 
sin—cos— e! sin2 z 


Io, =-D=|A,XA,|= 2,8! =24-n-0) 


428 ” 自 旋 极 化 矢量 在 均匀 磁场 中 的 动力 学 方程 

题 4.28 ARSA H, ELARRE P, =(4joA), HFP, 是 一 个 经 过 态 平 
均 的 矢量 ， 它 具有 一 些 经 典 性 质 ， 可 以 对 它 作 普 通 的 几何 分 解 . BJ = 粒子 ( 施 磁 比 
y<0), 置 于 磁场 B, 中， 证 明 自 旋 角 动量 绕 磁 场 方向 匀速 进 动 ， 进 动 角 频 率 w =B. 
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证 明 B= Bn, MIH=-2-B=-yBS,= Tayo, ， 由 于 
[S.S:n|=iñnxS 
= [S,.H]Ü=ovGxS) 
这 是 S Bš n (磁场 方向 ) 以 角速度 o, 的 进 动 方程 . 同样 地 自 旋 极 化 矢量 己 = (Alola), t 


遵循 同样 的 规律 
d 


] 
Sp, = (Al[o, HA)= a(nxP) 


429 在 o 本 征 态 下 的 自 旋 极 化 矢量 


题 429 证 明 在 o, =1, -1 的 本 征 态 |o,),| 启 ) 下 ， 自 旋 极 化 矢量 
P=(0loles)=n, P=(p,lo|B,)=—n 
证 朋 在 Pai 表象 中 


i2 _ip 
cos—e 2 sin—e 2 

(24 = = 
n ig Pa ig 
sin—e 2 —cos—e 2 


i i cos—e 2 
t 0 + .. 0 r (9 1 . 
P, =O, Q, = cos7e ,Sin 一 e ， |=sin@cos@ =n, 


2 ] 0 ip 
sin—e? 
同样 地 
Py =sinOsing=n,, P,, =cos 0 
即 
P, =(a, |ala, )=n 
同 理 


P =(B,|o|p,) = 
4.30 = 二 时 极 化 矢量 与 投影 算 子 的 关系 


题 4.30 s= TRTE ANES], PEREP, 与 投影 算 子 IT, 的 关系 为 


1 
H. => +P. 0) (1) 


第 4 章 轴 道 及 自 旋 角 动 量 问题 .251 ， 
证 明 IIL; 是 个 投影 算 子 . 
证 明 ”因为 
IÉ = TEZA o+ (P, 0} |= shi+2p,.- a +P? +i(P x P)-o | 
= 104P, .0)=I, 
实际 上 ， 可 以 直接 验算 关系 式 (1)， 这 只 要 令 任 意 自 旋 态 为 


ip 


e 2 cos% 
a-l 。 
e? sin— 
2 
于 是 
20. jp.0.0 
cos p e 52087307 
ip : 2 
如 COS—SIn — sin” — 
2 2 2 


=30+n:0)=40+P, 0) 
431 EBRR) 中 ， 测 得 *= 了 粒子 处 于 14) 态 的 概率 


题 4.31 证 明 对 s= 了 粒子， 在 自 旋 态 |x) 中 ， 测 得 其 处 于 | 分 态 的 概率 为 
Wa = (+P, P.) (l) 
] 
(a =(x|4)(4|x) = (x|,|x)= (x|30+P .0)|x) 


=L+1(x|p, .olx )= Ieir, (x xlø|x)=50+P, P) =W 


Wi = 


作为 式 (1 的 应 用 ， 考 虑 在 w- BE Mo, =+1 的 概率 为 


Wara = ta tP, ‘Po, ) 
所 以 


W. -了 Q+m) -co 
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4.32 由 测量 结果 确定 自 旋 态 

题 432 在 某 自 旋 态 | 办 中 ， 测 8. = 的 概率 为 ， Ms. = 的 概率 为 <， 求 | 力 及 
(4l]s,12). 

解法 一 “由 于 在 | 力 态 中 ， WS, = 过 的 概率 为 3 ， 所 以 在 8. 表象 中 


1 1 
A= -, 
[J 
其 中 5 为 待定 的 实 参数 又 因为 S, =Å WRES a, -者 小 所 以 在 | 办 态 下 测 得 5. =Ë is 
概率 为 <， 即 有 
i Í 1 
GHD Je? 6 
有 
cos6 =- 站， ó=+Ëx 
故 
a=- I As. Y= 21 h 
+ B er , (a ,| 4 ) = 4o yd =ç 
解法 二 设 
,=(Alol4)=n 
由 题 设 
30+m)=3 30+n) = 
解 出 
(3-3] 
3' 3 3 
故 


gp 国 -各 
让 于 cu =+ RRES, Mhn n,. n ERA 


故 
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1 
1 
4=A@)= 1 pes 


433 ”轨道 、 自 旋 和 总 角 动 量 之 间 的 一 些 代 数 关 系 


题 4.33 以 S 、L 、J 表示 电子 的 自 旋 、 轨 道 及 总 角 动 量 ( 声 =1)， 则 
J=S+L=70+L 


P=Ž+Ê+0L 


(D H#leo-L], [LoL], [ZL], [JP]; D 求 0 工 的 本 征 值 . 
解 (i) 由 于 o 与 二 属 不 同 的 自由 度 ， 它 们 互相 对 易 ， 所 以 
[o,o -L]=2iLx o =-2ig xL (1) 
而 
[L= L] =e; [mcszz] =ig,gyer0 ply =ig xL (2) 
由 式 (1)、 式 (2)， 有 
[J.o-L]=[L0:-1]+Ż[ø,0-1]=0 
另外 
[e ]=[L. e |+ [sË ]=o 
[2,0:L]=0 [2,L]+[2,0]L=0 
(2) 利用 公式 ` 
(c:AXe:B)=A:B+ic-(Ax B) 
有 
(e:LY =L.L+ie.(LxD= Ë - +L 
对 于 J?， J. P, G 光 的 共同 本 征 态 
(oI) +e. L-D =(e.LD2 +o. L-I +D=0 


Bp 
(e:L-ID(e:L+I1+1)=0 


因此 ，c 的 本 征 值 为 


L, j=1+ 1 
o- L= 2 


1 
-(I+D, j=l-Ż 
(+D， j 2 
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4.34 总 角 动 量 的 投影 算 子 


题 4.34 HAR ET, (I) 的 共同 本 征 函数 记 为 ó, ， 相 应 的 本 征 什 ( 取 


h=1) 
P= 1+)), 1=0,1,2,.… 


1 1 
J? = j(j+1), =1+ 一 ,1 一 一 
jtD, j 7 一 


J, =mj, mj =j j- Cj) 
在 属于 同一 个 ! 值 的 态 矢 量子 空间 ， 定 义 算 符 
+ 上 . 
Hi =l +o L) 
| (1) 
Hi szla D 
求 这 两 个 算 符 的 主要 代数 关系 ， 以 及 它们 对 由。 的 作用 规则 : 
E ”由 定义 式 () 可 以 有 
HI +I; =1 
利用 题 4.33 公式 
(e-L +e. L-I(+1D=0 
容易 证 明 
(GE =H, ap =m; 
HI =N =0 
HF hm EEL AREE, AEEA 
j -1+ 了 时 ， o-L=1 
j=1-Ż HJ, G. 也 =-(+D 


因此 


由 此 可 知 ，II; 是 了 = 1+ 二 态 的 投影 算 符 ， 三 是 /=1- 少 态 的 投影 算 符 . 
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435 og, 对 ( 忆 ,J?,J.) 共 同 本 征 态 的 作用 结果 


题 4.35 对 = 粒子, RAR o, =a.z/r 对 (22,72,7a) 的 共同 本 征 态 ,的 作用 结 


困 ( 取 序 =1). 
解 由 于 
[cc ]=2ilrxe 
又 因为 
[L,o,]= La [1 p08 |= Tio Ea X Op =-iżrxø 
7 
所 以 


[cr]=- 世 oj+zlc,c]=0 
故 o, 与 六 ,J 对 易 ，o, 作 用 于 ,的 结果 ， 量 子 数 j，m 均 不 变 . 
给 定 j 和 mj; 后 ， 册 , 有 两 种 ， 相 应 于 1= jtt, 具体 函数 形式 为 (0,6,s. 表象 ) 


A 1 VI +m--1Y,, 
a ml SITTE ps D 
j=1+l, m, =m + 
2 j 2 
ñ 1 - V mY, 
fx, = DI +1 or TY， `] 
/= 1' = 0; m; = m+ 
注意 对 于 同一 j 值 ， 上 式 中 1=1+1 ， 因 为 7, 的 宇 称 为 (-1)/ ， 所 以 式 (1) 中 两 种 波 函 


数字 称 相 反 . 
0 是 奇 宇 称 算 符 ， 受 它 的 作用 后 ， 波 西数 的 宇 称 改变 ， 但 由 于 量子 数 j ，mj 不 变 ， 


则 a, 对 页 ,作用 结果 必然 是 
Cóm = Có: Oph = C'ha, 
由 于 cr 为 Hermite 算 符 ， 目 
E-r = r2, o? =1 

所 以 

Din, = (G, Din, = Co jh, = CC 
因此 

CC' =1 

x 
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nal) 


CC'=C'C=lL |c|=1 
再 利用 o, 在 Padi 表象 中 的 矩阵 表示 
| cos@ sin ĝe”? | 


sinGei? —cos0 


c =(#, G, 
因此 


并 利用 球 谐 函数 递 推 公式 ， 可 计算 出 C=C'=-1， 即 


s, =: Oin, = “Ón, 
436 在 态 Yio 下 J 、J, 的 可 能 值 及 相应 概率 


题 4.36 。*= 也 粒子 ，8. 的 本 征 态 常 记 为 = Xi ，B= Xia REBAY TF, J. 
/的 可 能 人 及 相应 概率 (下放 1) 
解法 一 Yio BREL, Lo, J 的 共同 本 征 态 ， KEEA 
1 


P =l+), L=0, ©, =l, j= 


J RERA G+ ,1 ,将 Yo 表示 为 (了 ,7?,J,) 的 共同 本 征 态 的 线性 区 加 ， 必 为 
OY Ob tC 1 
` 22 ”22 


由 于 
I+1 
faai py ETA Jy Y 
72 
I 
b ii =] aY, + 一 一 DY 
nl KPT 
可 有 


[+] 
Y = ,i—, = 
K ") z Š " 


因此 ， we (131+ iaai, 测 得 ?= -3 emai 


M41 
解法 二 设 j=1+ 了 的 概率 为 P， M j=l- ERA- P) 
2 人 工人 3 工作 1l)a - 
(7 j(i) PGD: P) 
=@I+DP+P -1 0) 


因为 
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P=Ê+Ž+0-L 


aTagaYot(L)-(L)-(L)=0, mu 
(o -L)= (afola): (YilE] Yio)=0 
于 是 

(1°)=10+D+3 


由 式 (1)、 式 (2) 可 得 
I+1 I 


Er “H+ 
437 E,D, J) 83 FRA T (o) 


题 4.37 “ 自 旅 s= 了 粒子 ， 处 于 (有 P,72,7.) KAES im) 下 ， 证 明 


(oj 人) jG+D-+D+ mhal 
jG +1) ; i 
证 明 利用 clc.4)+(c:4c=24， 可 得 
oo:L)+(o:L)o =2L 
式 (1) 在 |imj) 态 下 求 平均 ， 由 于 |Jjmj) 也 是 o. 工 的 本 征 态 ， 故 得 
(bm; |o (e` Dllim,) = (gm o- Delim) 


= (lm|o Wm) (E Daya 


iii, 
(= (z AG L) set 
(Jy= (+ 路- (on 
2 /本 征 值 
利用 公式 
(e.L2+oe. L- =0 
可 得 


3 y... 3 1 3 
P =P +oe-L+S=(e.D 2 +0- L+ =| e.L+- | o- L+? 
4 ( ) (E-L) i ° +ç g L+ 


因此 式 (2) 两 端 各 乘 以 [3 ， 即 得 


本 征 
J 
L+ =(J} J-E +> 
2 jpet W) 4 


(2) o 


Ta `" 


Jea 
于 是 


257 ° 


@ 


a) 


(2) 
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jtD -UL+D +z 


z= j+) 


因为 在 mw) 大 下，( 7)=(7)=0 (7) 而。 上 式 
CAE (cy) =0 


j(Q +D-10+D+2 j=i+3 
o )=m; — 4l 
J(j +) m, 
_—— 1 j=l1—— 
j+1 2 
进一步 ， 利 用 
L=J -0 


可 得 工 在 |Wm)) 态 下 之 平均 值 为 


3 
J(J+1)+I(I+1)—- = 
L.) = = =m. —-— = _— 4 
(L) (L) 0, (L) mj 2 ae) mj 2 (+) 


438 £|jm,) 态 下 求 总 磁 矩 分 量 u, 的 平均 什 


题 438 电子 的 总 磁 矩 ( 算 符 ) 为 
B= +s =- —(L+28) 
xi [lm ) 态 计算 4 的 平均 值 . 
解 以 Bohr REF u, =eh!2m, 作为 磁 第 单位 ， 电 子 磁 矩 可 写 为 ( 取 庆 =1) 
A=-(L+2$)=-(J 19-43 +e] 
利用 题 4.37 结果 ， 即 得 | 
(Um; |u; jm; }=-8m; 
其 中 Lande g 因子 | | 
jj+D-IU+D-3 
g=1+—— 
i 2j +1) 
439 c,-c, 8 K B 38 a 3 (ü 39k X £ 


题 439 o, 0 分 别 是 两 个 自 施 s= 了 粒子 的 Pauli 算 符 ，(D 证 明 


第 4 章 ”轨道 及 自 旋 角 动 量 问 题 .259 ， 


(g1'0;》+20 :0,3=0; (2) Ro .0 的 本 征 值 ， 本 征 态 . 


解 (1) (e.-AXe.B)=A.B+e-(Ax B) 
其 中 ，A4 、B 丝 与 o 对 易 . @'A=B=o,, e= Bo) =3 以 及 ao xas =2io,, Ék 
(mxoo) =3- X0, x0) (l) 


D ROAR .cs 满足 的 最 简单 的 代数 关系 ， 也 是 其 本 征 值 满足 的 代数 方程 ， 所 
以 1.0, 的 本 征 值 为 1，-3. 相应 的 本 征 态 为 82 、 5. 5 -5+ 吕 = 人 ai+ao) 的 共同 本 


征 态 NSMs 
er: Oi; = Aus O): CG Zo = 3Xo0 


440 B 3438544 


题 440 对 两 个 自 施 粒子 组 成 的 体系 ,定义 自 施 交换 算 符 R，R =0+01 ca) 
(1) R 的 本 征 值 , 本 征 态 ; Q) ERRADA =a, RADAN); B) 证 
BH P. P, = 2， P0,P2 = oy. 
@ (D . 
1 1 1 
p = (+o, .Op = 了 [+2a ‘0, + (G, "o? |= 7+ 20; `o, + (3-20; .oz)]=1 
故 P; =Po, E ,的 本 征 值 为 +1 ,显然 三 重 态 y E P, =1 的 本 征 态 , 单 态 加 为 及 =-1 


的 本 征 态 ， 这 是 因为 
Fatim = Zu > PB. X00 = 一 2oo 


Q2) 由 于 
a2) = Fo + to0), “BQ)a@)= J - Z) 
所 以 
Paa) O) = g% - zw) = B(Da(2) 
RP(Da(2) = F% + to0)= a(D6G) 
(3) 由 于 


(01 03) = Eaa (01g02g8) =e, tayp + apla p = —(G, x 0,) +, 
(on ‘0,)0, = 一 OilcG2zxG2685 =G, -ic "On 
所 以 
1 1 , 
oB, = zla +0,6, oo)] =, (= +0 -ig, xo,) 
(1) 


1 1 
=j[o +0 “oz)oz] =5l+ (o, -0,)]0, = B20, 
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且 由 于 Pa =P, =ËROW1D22| 2364138 p, A 


RnB2=0,  BP,o,h, =o, 


441 WË R kr + i Wk 8 & a 的 展开 


题 441 展开 两 个 自 wi 粒子 的 两 体 算 符 e””” (提示 ”用 自 旋 交 换算 符 B, ， 代 壹 
O0). 
解法 一 将 0 G = 25; -l 代入 两 体 算 符 ， 可 得 


F: : n 
iaorcea — ela a 2ieR, ~ pria > Qia) P} 
n! 


e 
n=0 


=e (cos20 +iP,, sin2a) 
=e iz Ë 2: + 本 sin 2ad+a °| 


解法 二 因 开 =1， 本 =+l， 其 中 已 =] 为 三 重 简 并 ， 得 
eña = C, +C, 
将 其 作用 到 ;的 本 征 值 为 +1 的 本 征 态 上 有 
C+tO=e, C-O =e iz 


解 出 
Co = cos2a， C =isin2a， el = cos2w 十 iP, sin2a 


442 WARRT R 8 Pauli 算 符 的 一 些 代数 结果 


题 442 两 个 anet 粒子 组 成 的 体系 , 0. o, 分 别 为 两 个 粒子 的 Pauli 算 符 , 证 明 (1) 


G, (G x03) = 2iG, .02 
G, (6 x03) = 一 2ion T: 


(2) 
(01 0) = m, iG) X0, (1) 
O03(01'0,)=0 +10, xG, (2) 
(G, :G,)G, =G, +iOG, xG, (3) 
(oy :02)0, = G, -i0 X0, (4) 
G) 
a x (0, x@,)=io,xm@, 一 202 (5) 
(G, xo,)x G, =io, xo, +20, (6) 
G, x(G, xX0,)=io xC, +26, (7) 


(G, xG,)x G, =ig, xC, -20, (8) 
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WHA (1) 注意 到 ol 、c2z 互 易 
o, ' (G, xG,)= (o) xo,): G= 2io, .0, 
O: (G| X 03) = -07 (02 xG,)=—(@, x03): G= -2io G, 
(2) 由 于 ,车 4 与 吕 对 易 ， 则 有 
ole -A)-A=A-(0-A)o =iA xo 
在 上 式 中 , 令 吕 和 和 一 个 等 于 ai ， 另 一 个 等 于 as WA 
co : G) =c, —iG, xO, 
G,(G,:G,)= o, +iG, xO, 
(G, :G,)G, =G, +iG, x G, 
(G, :G,)G, =0 一 io xG, 
男 外 式 (3)、 式 (1) 相 减 ， 式 (4)、 式 (2) 相 减 ， 有 
[o :02,0,]=2io, xo, 
[a z, o, |= -2io, xo, 
(3) 利用 公式 
Ax(BxC)= A,BC, —(A-B)C 
(Ax B)xC= A,BC, - A(B.C) 
且 注 意 到 ol 、o, 互 易 ， 则 
o X (0, x03) = (0 oz)oi 一 (oo)os =(ol ao)ol -30 
再 利用 式 (3) 有 
o, x(G, xG,)=io, x0, — 26, 


则 式 (5) 得 证 . RO, AO, REIER, ZAAN. 
4.43 两 个 自 族 了 粒子 自 旋 算 符 和 总 自 族 算 符 的 一 些 代数 结果 


题 4.43 对 两 个 自 旋 二 粒子 组 成 的 体系 ， MARES = S. + S, 
证 明 (A=) 

S(8-S)=(S +S2)S =S 

S.(S,xS,)=(S, xS,): S =0 

SS? = S2S =2S 
Si =s? 
证 明 因 
S=S+8 (ou+aa) S:S =701 0, 


利用 题 4.42 式 (1)、 式 (2)、 式 (3)、 式 (4), 得 


` 261- 


(1) 
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1 ， 
S(S, S) =(0; +o), :02) = (0 +03) 


-1s =(S,-S,)S 
利用 题 4.42 公式 
al (0, x03) = 2i o, 2) 
o, (G, x0) =-20 .0, (3) 
容易 得 出 


1 
S (S, xS,)=s (Gi +0): (ai xO2)=0 


AD, ROREM, A 
(G, x0) G, =-20, :0, 
(G, x0): CG, = 2io, - G, 
可 有 
(Si xS2).8=0 


3 
由 于 Siria. o, [$°,S]=0, i 
SS? -Saton)(3 tio a) 


3 1 
=+ (e to)++4(o, +00, .0,) 


利用 题 4.42 式 (1)、 式 (2)， 有 


(Ci +0 -G,)= G, +O, 


因此 

SS? =c, +0, =2S = S28 
由 于 

$, -Sa 了 (on 二 02 ) 
所 以 


1 1 
S= 4 — [et + G>, + 20nn )= = + OinO2n) 


1 1 
$4= 了 0 +o? o2, + 2o oy, )= = 了 4 +O) =S? 


另外 式 (D) 两 边 以 8 AR, 有 
3 =285 


444 KERES = 3(ai (ao .站 -ao 


题 444 对 于 两 个 自 施 了 的 粒子 系 ， 令 "=n -nn, n= 个， 定义 张 量 算 符 (到 =1) 
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$, =3(01:n) (02 n) — o) Gy. 
(1) HEB S? =4S2-28S,, HPS =S +S,; (2) R S, 的 本 征 值 . 
解法 一 $= S81+8, =7(01 +o) 


3 
S= 2 G) 


S, =S .n=7 (0 + Ozn) 


1 
5? =70 + Oin02n) 


所 以 ，$i 可 表示 为 


S, = 30nn 一 al 0, = 682 — 25? (1) 
于 是 
(S12) =3654 +4S4 —12(S2S2 + 8252) (2) 
由 题 4.43 结果 | 
$4=82 (3) 
SS2= S2S =2S (4) 
St =252 (5) 
式 (4) 两 端 取 闫 方向 投影 ， 得 到 f 
SaS? = 82S, =2S, (9 
将 上 述 关系 代入 式 (2)， 有 
(S12) =48°- 2512 f . Q) 
D AD, RORA S NASHA, US RROA RO), 可 得 


SoS? = S25, = 2512 . (8) 
以 S, RACO, HAARO), BE S. 满足 的 最 简单 代数 方程 ` 
(So) +2(So) -8512 =0 
由 此 解 出 gs 的 本 征 值 为 
S2=2, 0, -4 

解法 二 由 于 oi .n=2I1 -1 ,这 里 II 是 第 一 个 粒子 自 旋 春 向 极 化 矢量 在 上 = 工 方向 

的 态 投影 的 投影 算 子 ， 于 是 8 改写 为 | 
Sa = 3(2IT,, - DOT, -D- QB, -D 

考虑 到 I, = IL; , K P3 =1 M SP2 = Psn , 有 

Si = Np -D'IT —D2 -6(20- DOIT, -D2B, -1) + (2P, -D° 


=9- 6m -DOT -DOR -D+ 2A; - D° 


- 264 > a + J 2 


=9-2[S, +@R, -D|@B, -D+ (2B, -D° 
=9-2(2P, -DS,, ~(5—4B,) 


=6+20 `C, -2010S 


由 于 
T OS = S12 0) 
所 以 有 
(S. =4S2 —25,, 
其 中 式 (D 证 明 如 下 


(al 0} =3-20, -Oz 
O, 020 ' hO, -N = aTa gOyyngn, = (iengo +ê Jisa Ozr + Ó,y Jı ghy 
EapoEayr T100 2ng, + Ó PÓ, ngn, + i a9Ó,yCGionan, (2) 
十 isa 6,56 n at, 
式 (2) 第 三 项 为 mi (axn)=0 , 第 四 项 为 ca (nxn)=0, 3$5—J9n-.n=1, 第 一 项 利用 公式 
Saga: pbor -0prbo 
计算 结果 为 OinO2n -OO2， 即 


O1 O0 nTn =O nTn: e, +I . (3) 


利用 式 (2)、 式 (3)， 立 即 可 得 


Gy: GS, = Si 


445 两 电子 原子 处 于 自 旅 单 态 时 ，Z-9 耦合 对 能 量 无 贡献 


题 4.45 一 个 具有 两 个 电子 的 原子 ， 处 于 单 态 (5S =0). EA: 自 旋 - 轨 道 耦合 作用 
ES . 工 对 能 量 无 贡献 . 


证 明 S.L=2Q2- É s), 在 3=0 的 单 态 |0) 中 ， 有 
S=0 j=l 
(oz.slo)=UCw+D-XC+D)=0 
RDS ' 工 对 能 量 无 贡献. 
4.46 两 个 8= 也 非 全 同 粒 子 的 自 族 状 态 中 ， S’ 的 可 能 测量 值 及 相应 概率 


题 446 “ 某 物 理 体系 由 两 个 自 旋 二 的 非 全 同 粒子 组 成 . 已 知 粒子 1 AFS, = 的 本 
征 态 ,粒子 2 处 于 S,, = 了 的 本 征 态 , 求 体系 总 自 旋 8 的 可 能 测量 人 及 相应 的 概率 (到 记 = 1 
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0 
解 St 的 单 粒 子 自 旋 态 记 为 al), BU) ， 在 Pauli 表象 中 cx = B: 6-[ 中 
S, = 的 单 自 施 态 为 
If lpo 
w(2) -zhi = ge + LD] 


因此 ， 体 系 的 自 旋 态 为 
z(,2)=a(1)y (2) = 方 [zaO) + LOL] 


总 自 旋 5 共有 两 个 本 征 值 , 0 和 2. S2=0BJ2AE1E2SIN 
Zoo(l,2) = FeO O 


在 体系 的 自 旋 态 z 中 测 得 82 = 0 的 概率 为 xoo|z)| . 根据 wx, 的 正 交 归 一 性 
(ala)=(8l8)=L (zl2)=(plo)=0 
容易 求 出 
1 
(to lz) = 了 


因此 ， 测 得 3? = 0 的 概率 为 二 从 而 测 得 5 = 2 的 梳 率 为 | 1- 了]- 


447 两 个 自 族 记 粒子 系 受 均 匀 外 磁场 作用 时 的 能 级 


题 4.47 由 两 个 自 施 二 粒子 组 成 的 体系 ， 置 于 均匀 磁场 中 , 如 以 磁场 方向 作为 z 轴 方 
向 ， 与 自 旋 有 关 的 体系 Hamilton 量 为 
H =ao,, +bo;, +c, 02 
Apa b Ji B 0036 38 P BCBEE BEI, o 项 来 自 两 个 粒子 的 相互 作用 ，w b, cy 均 为 


实 常数 . (对 于 全 同 粒子 ，a =b ， 非 全 同 粒 子 ， 一 般 az* b). 试 求 体系 的 能 级 . 
解 ” 我 们 将 在 自 旋 态 矢量 空间 中 ， 用 和 矩阵 的 方法 求解 . 基 矢 可 以 取 为 (01,,02,) 的 共同 
本 征 态 . 
a()e(), aD, aD, BOLD 

也 可 以 取 为 总 自 施 算 符 (5?,5, ) 的 共同 本 征 态 zs, NFEE, 从 oi o, 的 对 角 化 考虑 , 采 
用 tsu, 作为 基 矢 较为 方便 . 为 叙述 方便 ， 基 矢 的 编号 顺序 如 下 

Z, = Xu = @0()a(2) 

%2 = Zi- = LAL) 


为 = 各 -lewo + 80a) 
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Z = Zx = peod - p02] 
将 Hamilton 量 算 符 改写 为 
H = C00; -02 +a, (oy, + 02,)+ ClO — 02,) 


1 1 
a =y(a+b), c = 人 


四 个 基 矢 都 是 (S”,5, ) 的 共同 本 征 态 ， 即 都 是 ol .cz 和 (cie + oze ) 的 共同 本 征 态 . 容易 看 出 
为 和 为 也 是 is -0n 的 本 征 态 ， 因 而 为 和 为 已 经 是 妃 的 本 征 态 . 

H y, = (co +2c,)y = (c +a +b) 

Hx, = (cs -26 ) x = (c —a-b)?, 
这 样 我 们 就 得 到 了 体系 的 两 个 能 级 


E =c + 2e, 
容易 算出 (ai: - cz: ) 对 基 矢 的 作用 结果 ， 为 
(o, 702) =0, (cao =0 
(oil 702) 23 = Xy (Ci: — O2) X4 = 275 
因此 ,在 {4,X4} 子 空间 中 ，(o1, -02, ) 的 矩阵 元 为 
(ci 一 Go2z Jaa =(ci， — >. ) Xan =0 
(cu 一 2z ) =(ci 一 aaz)N4s =2 


(iz +02; ) 的 全 部 矩阵 元 为 0， 五 的 矩阵 表示 为 


2 
H= Co C2 
2c —3co 


设 能 量 的 本 征 态 为 
X= fakat fata 
代入 能 量 本 征 方程 
Hy=Ey 
得 到 
Co 一 五 2c, f _0 
2 -3c0 -EM 
能 级 E 由 下 式 决定 
det(H — E)= 0 
即 
Co 一 五 2c, jp _ 42 _ 
p a) coNE+3c0)—4c; = 0 
解 得 


E =—cç + 2 + cî 
结论 ”本题 共有 四 个 能 级 (不 考虑 偶然 简 并 )， 它 们 是 


= 2 .2 
E=cot2c, -co0 土 2jco +c 
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前 两 个 能 级 的 能 量 本 征 态 分 别 为 Z fü >, ,后 两 个 能 级 的 能 量 本 征 态 为 为 和 入 的 线性 午 加 . 
4.48 三 个 自 族 了 粒子 系统 求 体系 的 能 级 和 和 并 度 


题 448 考虑 由 三 个 aw 的 可 分 辨 粒子 组 成 的 体系 ，Hamilton 量 为 
H = AC(S, -S3 + S2 S3 + S51), 4 为 实数 
O 求 体系 的 能 级 和 简 并 度 GR h=1) O 找 一 个 守恒 量 完 全 集 ， 求 出 其 共同 本 征 函 
数 ， 从 而 得 到 一 些 正 交 完备 的 能 量 本 征 函数 . 


解 De 


显然 有 
Ñ'x S'=iS', [ss ]=o; SxS=iS, [s2,s]=0 
S, S,, S, 互相 对 易 ， 而 且 


S? =s} =s} = 


因此 
n2_3 2_9 ` 


因此 五 可 写 为 


因此 能 级 为 
E, -ffs +»-2] 
2 4 


D 守恒 量 完全 集 取 为 {?,S.,(S?? } ， 相 应 的 量子 数 9" ，S 的 可 能 组 合 为 


$= S'=1 


3 
2° 
s=1, 
2 

对 每 组 (5$,5")， 能 级 的 简 并 度 为 (25 +1)， 所 以 
Bn = 了 4 s=, 3 =1， 简 并 度 为 4 


3 =10 


En =-24, s=4, S'=1,0, 简 并 度 为 4 
下 面 设法 确定 (8S?,3.,($S?2 ) 的 共同 本 征 态 ,第 i 个 粒子 的 5; 的 本 征 态 记 为 xp,60)， 


i=1,⁄2,3. 将 5 ,3.,(S 人 ?的 共同 本 征 态 记 为 yy; (1,2,3). 显然 


z 33 = a()a(Q)a(9) 
"22 
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将 总 自 旋 降 算 符 S =S. is, =S +52 +S , 


重复 作用 于 ;3 ， 求 出 


33 
22 


ZK si” -glewa + B(Q)aQ)a(3) + a 8Q)a()] 
"2'2 


#3 1 =DD + PVA) pO) BOB] 
z 3 3= PPO)PO) 
5' 0 时 ， 休 系 波 本 数 中 关于 粒子 1、2 部 分 只 能 是 
tm =la) -Aa 
进一步 考虑 到 M = 三， 所 以 


Z 11 = Z6(,2)a(3) =-= FOLD -LVD 


a 
£, 11 = Yooll,2)p3) =—= BD- DDO] 
2 2 


BEREZ Mri AME zi 的 每 一 项 应 包含 两 个 w 态 ， 一 个 6 态 ， 它 是 
'2'2 22 22 


w DAO) H Zio l DaO) HRMS, HB z 34 正 交 和 31 可 表示 为 


ra =a a+ Aana] 
2 
的 构造 式 只 能 是 


Nw 


A [Vt DB) -pol Wal®)] 


- eye) - -af Da3) — 8 ()a(2)e(Ə)] 


<| 


同样 的 分 析 ， 有 
xz = LODO + B(Da(2)0G(3) -280)8@)a(9)] 
"2" 2 


449 ”对 于 两 个 自 旋 寺 本 粒子 系 的 自 族 单 态 Zo, S,Zo =0 R (zo|o,| zo) =0 


题 449 两 个 自 旋 粒 子 系 ， 自 旋 单 态 为 


Z = gero - A(Da(2)] 
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证 明 (1) Zo WAHRE n PE S. = S .7 的 零 本 征 值 的 本 征 态 , BHS zç =0; (2) c; 
G=1,2) 为 粒子 1、2 的 Pauli 算 符 ; (xoo|oi|t00)=0 
证 明 由 于 ( 取 衣 =1) 


oa=p, op=0, oa=ip, 0o0,p=-ia 


$. = io, (D+o(2)], s, = Ho, (D+o, (2)] 


则 
S, ze = = [e+ o, DDD- DaD] 
= zgo +a(Da(2) - a(Da(2) = AMAD] =0 
同样 有 
S Ze =0 
因为 
Š$, =n,Š, + ny S, +n,S, 
立即 有 
Sao = =0 
oD] zx) = z” xx -| 0G(0a(2)) | = zl LOED) - [a02] 
o, D| Zw) = => (D||e0)8@)) -|80)a@)) |= -了 80)6Q))+|a()a(2) | 
1 
c,0)|Zo) = zl aD AD) +|8()a (2) ] 
所 以 
(Za lail Zo) =0 
同样 地 ， 有 
(Zo |oz| Zo) =0 


4.50 (xo Ko, -a)(o, b) Zo) =-a-b 


题 4.50 ARA 的 二 粒子 体系 ， 处 于 自 旋 态 too。， 设 & 与 5 是 空间 任意 两 个 方向 ， 
粒子 1 的 自 旋 沿 a 的 Kito: .4 与 粒子 2 的 自 旋 沿 5 的 分 量 o,.5 有 确切 的 关联 ， 证 明 
(xo (oi ae, -b zo) =a b 
证 明 
S =(5,+59):b=(0, +0,):b 


. 270， E f Jj 
h 
有 Se|Zo)=3(01 b+ o; b)|ze)=0 


(xo o, ao, b) Zw) =-( Zo 0 aye, -D| Zo) 


=-a.b-i(twlo | zo) a xb)=-a:b 
451 P, LoL 5 n., n, tü 32 F 
题 451 设 n=r/7r 为 位 置 方向 单位 矢量 ,定义 =n tim , HA L, L, L, nm É 


对 易 关 系 ， 并 证 明 ` 
|=. DL) 
(1+3) 


mi =| +1,2) 


RH, |im) 5 É 5 L, 的 本 征 态 . 


解 
1 I 1 
[een] |e t f ltear] 
hE žy . 
= =ihgn, 
[Pn  ]=[L¿L na |= [Lan |La + £, [Zena | 
= ihe gn, La +ihE py Lany 
因为 
Lon, =n,L, +I ona,  EagyEayo = ~26pg 
所 以 


[na |= 2iña 


An L, + 2h?ng 

[Pm |=2ih( ~nh) + 28m = Mn L, — nL ) + 2827 
[Bsn, |=[Ë n +in |=2h(n, L, - sl.) + 2n, 

[£2 ]=—2hG_L, mL) + 282. 

[L ]=[L +iL,, m]= —hn, 

[Ln ]>[L ti, +i] =i[1,n]+i[L,,n]=0 
[L..n_]= 2hn, 
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[L ]=0 

[Ln] = hn, 

[Ln ]=-[D,n. f = -An 
[Ln ]=—-[L.,n T = -2hn, 
[L..n.] =0 


[Lm] = hn_ 
由 于 


Pn, |U) =|n, +2h(n, L, —sL,)+ 2hên, |) = (+ D+ Den, |l) 


Lyn, |B) = (En,] +n L, )|il) = E+ Dän, |) 
即 忆 | 从 也 是 天 ,到 的 量子 数 分 为 !+1 ，1+1 的 共同 本 征 态 ， 即 
n. [ID =a, |[+1,1+1) 
a, 由 归 一 化 条 件 确 定 . 由 于 
Lym |U) =([L,,s]+ nL, )|ll) = thn ji) 
BE n |U) 的 磁 量 子 数 仍 为 ! 
L. |l) =([L.,n ] +L, )|) = -和 | 全 = -~a, A +1,1+1) 
HT L, 为 升 算 符 ， 与 五 作用 结果 合 起 来 可 能 有 
m|i)=a +1,1) 
把 式 (2) 代 入 式 (1)， 利 用 升 算 符 作用 的 结果 ， 则 
-ah|I+11I+D= Ln |l) = ah +L 


=ahJ(+1-DQ+I+I+D|I+ 11 + 
=ahJ21+2|I+1,1+1D 
即 得 
G, 二 -avy20+D 
因为 妈 =1=n_n, +n, n_ =n, n =n, BDI 
1= (UU) = (H|nn, |i) + (Un) =la, f +a? = [20 +D +a? 
在 取 定 |im) 的 位 相 下 ，a, ，o 都 需要 是 实数 ， 于 是 


a= W ld 
V21+3” + 21+3 


即 
1 
n |4) = Fr3l +L) 
n, |l) =- ty) 


. 271 ， 


(1) 


2) 
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类 似 地 有 
(1+1) 


-= A-a 
nL) TPE J +1,-0 +) 


1 
m= 


m |l m) = am]l+ bm + amli- Lm) 
a 2 Ctm+ -m+ 
tm (21 +121 +3) 
4.52 Pauli 矩阵 的 一 些 性 质 


题 452 设 有 四 个 2x2Hermite 和 矩阵 1 ，wm 、oz 、c3 ， 其 中 7 是 单位 矩阵 ， 其 他 三 
个 满足 关系 xioj + ojo; = 276 . 不 用 任何 具体 表示 , 证 明 下 列 性 质 ; (1) Tr(c)=0, (2) o; 
本 征 值 为 +1 ，deto; =-1. (3) 四 个 矩阵 线性 无 关 , 因此 , 任何 2x2 和 撼 阵 都 可 以 用 它们 表示 
3 
出 来 . (0 从 (3) 知 道 M =ml +> meo, ， 其 中 是 任意 2x2 移 阵 . 导出 m 的 表达 式 . 
i=l 
证 明 (1) 依 题 意 得 iaj = -aiat G= D; of =1 ， 所 以 对 于 i j, A 
0; = -0j0:0} 
Tro, = -Tr(o ,0;0))= -Tr(o jojo) = -Tr(o;) 


所 以 
Tr(o;)}=0 


(2) 因为 oj =1， 故 本 征 值 满足 玉 =1. WA A=, H Tro =0 知 和 =-1，4 =1 于 


是 
deto; =44,=-1 


3 
(3) E 05ml +) mio, 成 立 ， 依次 用 了 0; 乘 等 式 两 边 并 取 迹 ， 得 mo = 0, m=0. 故 
7， 妃 线性 无 关 ， 任 何 2x2 托 阵 可 用 这 四 个 答 阵 表示 出 来 . 
3 
(4) EM =m +> mo, ， 依 次 用 1，o; 对 等 式 两 边 并 取 迹 ， 有 
i=l 


m =Z TM, m = ToM), i=12,3 


453 5S=1 的 自 旋 算 竺 的 代数 结果 


题 453 自 旋 为 1 的 三 个 和 矩阵 算 符 满足 
S$,S, +S,S, =iS, 


第 4 章 轨道 及 自 旋 角 动量 问题 273 - 


及 其 轮换 式 . WHS = 85. (S, iS} =0. 

证 明 - 取 自 旋 为 1 的 角 动 量 算 子 在 S$，5, 的 对 角 表 象 中 矩阵 表示 

[pao 1 0 0 

s -一 |i 0 l, 0 0 0 
” Zoio 


所 以 


454 JE EBE AEA 


题 4.54 三 个 矩阵 Ms ，M, ，M: ,每 个 均 为 256 行 和 列 的 方 阵 ， 它 们 服从 对 易 关系 
|M, M, ]= M, ,(x,y,z 轮换 )，M, 的 本 征 值 为 二 各 一 个 , +3/2 各 8 个, +1 各 28 个 , +1/2 
各 56 个 ,以 及 0 有 70 个 . AH M’ =M? +M? +M? H 256 个 本 征 值 . 

解 M? 与 MM, 对 易 ， 因 此 可 取 它们 的 共同 本 征 态 |M,M,) ， 有 

M2|M,M )=m(m+D|M,M,) 
M,|M,M )=m,|M,M.) 
属于 同一 个 m 的 m, 取 值 为 +m,m 一 1…,-m. 


m: 2 3⁄2 1 1/2 0 
+2 
+3/2 +1 
m. : 114 1⁄4. 各 8 个 、 各 27 个 、+1/2 各 48 个 、0 各 42 个 
+1/2 0 
0 
m 对 应 多 重 数 为 2m+1， 因 此 MM? 本 征 值 为 
M=), 32 + 
4 
M> = 81 + 
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M2=0 42 个 
M° = 6, 5 个 
共 256 个 ， 


455 av 表象 中 cu ay 的 本 征 态 


题 4.55 opao, H Pauli EBE, R: (1) Eo RRP, ono, o, 的 归 一 化 本 征 态 . 
(2) 在 cx 表象 中 ，o,,o, 的 本 征 态 和 本 征 值 . 
解 (1) 在 cx 表象 中 ，axr,ay'ce 的 表示 为 


fo 1 f0 ~i fo 
Su op 7u of U 
GA] 


HB SLPFRJA RAEE 118528 A, RAE AEE 


D 


(2) 因为 cx 在 o, 表象 和 o, 表象 中 的 本 征 态 分 别 为 
1 {1 于 1 
A C 


n) "0 


故 可 求 出 由 o 表象 向 o, 表象 的 变换 矩阵 


和 
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, If 1 
sa = = 二， 中 Qa,k=1,2 


由 此 可 得 0, 的 本 征 大 为 
afi i 
yr Bl A 2U-i 


ff fi 
y u aJl) 2u+i 
因为 么 正 变换 不 改变 本 征 值 ， 故 本 征 值 仍 为 士 1. 
同 理 可 得 o. 的 本 征 态 为 


456 在 态 w =KK(x+y+2z)e ”中 ， 总 角 动 量 及 LL, 的 期 望 什 


题 4.56 有 一 无 自 旋 的 粒子 ， 其 波 函 数 为 
w=K(x+y+2z)e 
式 中 ，r= x+y + 且 K ，a 是 实 常数 . (1) 粒子 的 总 角 动 量 是 多 少 ? (2) 角 动 量 的 z 
分 量 的 期 望 值 是 多 少 ? (3) FADED: JEL EWE, W L =+ 声 的 概率 为 多 少 ? 
(4) 发 现 粒子 在 0.4 Jr B| E BJ dO 立体 角 内 的 概率 是 多 少 ? 其 中 0,g 就 是 通常 球 坐标 中 的 角度 . 
你 会 发 现 以 下 写 出 的 头 几 项 球 谐 函数 的 表达 式 是 有 用 的 


1 3 . +i 
Y. =|=, Y, =+ = singe ig 
00 år 1H 8r 

3 15 i 
Yo = .|— cos Yoa =£, |— sin 0cos@e*!é 
10 | 4n 2+1 = 


解 ”用 球 坐 标 将 波 函 数 写 出 
y = Kr(cosésin@ + sin ésin@ + 2cos@0)e 


那么 ， 角 度 部 分 的 波 函 数 为 
w (0,éó) = K'(cos sin 0 + sin ésin@ + 2cos0) 


~ar 


-ar 


归 一 化 之 后 有 
x 27 
Í db Í døésinð K’? (cosøsin8 +sinósin0 +2c0s0) =1 


cosg = lei + ey, sin = Lee” _ e 5 
2 2i 


从 而 有 
yw(6, 人 办 = HEG +e sing + xe — e )sin@ + cos 20) 
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| 1 .、|8x 1 „ 8m fän 


代入 归 一 化 条 件 ， 注 意 到 二 ,的 正 交 归 一 性 ， 从 而 有 
(ma, g) L B= -由 
2 3 2 3 3 ° 
wy(0,6) = kaca D ht sao En afr] 
(1) KE) =.R.G+Dh= /2h. 


(2) (L Jii owdi Bn -»|=o. 
G) P (RML, =+)=|(L on -地 


(4) 已 ( 在 04 方向 上 do2 中 )= 元 [singeing+ecos 内 +2cosg d2 


457 X L=2ħ, S= W, H = AL:S 的 能 级 及 简 并 度 


题 457 一 个 处 于 中 心 势 的 粒子 具有 轨道 角 动 量 L=2A# 和 自 旋 $= 坑 . 求 和 形 如 
H,, = AL.S 的 自 旋 - 轨 道 相 互 作用 项 相关 的 能 级 和 简 并 度 ， 这 里 4 是 个 常数 . 


E 本 题 可 选 {及 ,7?,J,, 忆 ,5?} 作为 力学 量 完全 集 ， 角 度 和 自 旋 部 分 的 波 函数 可 取 为 

Pim is , 

I'$ mjs = KJG + DØ imis» Linis = hiq + Di 

Spm = B?s(s + Dns» T,Ó is =M Ém i 
注意 到 

H, =AL.S=LAG2 - D — 82) 
可 知 相应 的 能 级 及 简 并 度 如 下 
2 
E, = A[JQ+D-2(2+D-10+J] 


2Ah?,， 了 =3， 
三 —AAh?, j=2, 


—AP2  j=1, 
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d=2j+1=45， j=2. 
3， j=l. 


l (e° sin0+cos0)g(r) EP, LW 0 48 ae 


4.58 etere 


n 


题 458 ”假定 一 电子 状态 由 波 函 数 
w= T sinf +cos0)g(r) 


描述 . 其 中 f e ar =1， 且 6 分 别 是 方位 角 和 极 角 . 0) 处 在 该 态 电子 的 轨道 角 动 量 
z PE L, 的 可 能 测量 结果 是 什么 ? (2) 得 到 (D 中 每 个 可 能 结果 的 概率 是 多 少 ? (3) L 的 期 


望 值 是 多 少 ? 
解 (D 由 于 
Fko? r2dr=1 
0 
得 到 
[et dr=1 
注意 到 
3 3 ， i 
Yo ER Pu -a sina 

因此 


y= vs, + Yo)g(r) 
由 此 可 知 ， 可 能 测 得 过 值 为 ，+ O. 
(2) WẸ L, = +h 的 概率 为 3 ; 测 得 L =0 的 概率 为 


3) f y*L yr? sinGdOdgdr 
= f | Ë CVa +¥o J: a, +¥o )| r?|g0)| drsingd0dg = ë 


459 (jm|U(A,.y)|jm') 


题 459 U(A,y) 表示 绕 y 轴 转角 的 一 个 转动 算 符 . 证 明和 矩阵 元 
(jm UB y} jm), — jS<m,m' < j 


是 变量 sË, 和 cos 的 27 次 齐 次 多 项 式 ，| jm) 是 角 动 量 平方 及 角 动 量 z 分 量 的 本 征 态 
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J’ | my = j(j + DA | jm) 
J, | jm) = mh| jm) 


证 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 . 
当 j=0 时， 缚 t RAEM, 


(0, -i 
当 j = 时 ， J, -Žo Ae 路 于 是 
U(A,-y)= exp (-ip7, Ih) = pio, | 


B B B 


=cos——isin—o;, =cos—-— 2i— 1 si Ë J 
2 2 2 h 


2 y 
lm U l = lm 
2 2 2 


= Om esf (bom 
m OOE STR NZ 


所 以 


exp(—i6J, ja) 


bm)sing 
2 2 
注意 到 第 二 项 的 / 矩阵 元 是 不 含 的 (是 虚 常 数 )， (mU p mr) 是 cas 和 和 sin 如 的 


KERR, 结论 对 此 特例 正确 . 
假定 角 动 量 为 7 时 结论 正确 即 假定 有 


(Jm|U| jm) = (jm (exp(-ip7 y! a) jm) = > A, (es a Ë ñ | 


2 
A =A Gmm’) 
求证 角 动 量 为 /+ 二 时 结论 仍 正 确 
RIJA ,7 量子 数 为 j， 刀 量子 数 为 .将 焰 合 表象 中 的 |7,m) = i+ n SB 
合 表 展开 
j+im)=G imiia m-a) 22) 


AF, G, CG 是 (与 8 无 关 的 ) C-G 系数 . 将 此 展 式 代 入 
. 1 ， .1 , 
(pm exp| -i0(7 +2,,)/h] j+; m) 

由， 可 知 归结 为 计算 如 下 几 个 短 隆 元 
1 人 UN ,一 ， 


1 
二 工 一 41 
2°T7 hmi 
1 1 

t—,j,m 
(> > Fi 
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比如 


ll jm 
2 


-人 -1 
2 2 

psinE1& lesh A 
= (a cos +b sin 人 24 (c2) (sn 2) 


aj 5) 20j4+3-1 l 
noos) 2 feng 
-X 已 (7 + 二 humm) eos (s£) 
于 是 结 t 6 对 7 仍 正确 . 也 即 答 阵 元 
(jm|U(8,y)| jm) = ( jm|exp(-iB7, /h) jm) 


JE 36 F. cos — 8 二 和 Sin 性 2 的 27 次 齐 次 多 项 式 . 


Texp[ (J, n] m +i,- z) 


;exp (-ipy, n) j,m'+— 3) 


exp(67,, mji, -H m--— 


460 HAMË É 粒子 相互 作用 了 =a+bo o, ERa 5 FRORA FAEERE 


题 4.60 一 个 算 符 7 描述 两 个 自 旋 过 粒子 间 的 相互 作用 具有 如 下 形式 
Jf =a+bo; .oo 
式 中 ,a Mb ERN, o Mo, i Pauli 矩阵 总 自 施 角 动量 J AJ = J +J, = +0). (D-E 


明了 ， 玉 和 J 可 同时 测量 . (2) PEENE LIM A) F S MERER ORERETAN 
(3) 推导 出 在 基 | 有 jmim,) 下 了 的 矩阵 表示 . 
解 (1) 所 谓 f ， 六 和 J 可 同时 测量 ， 就 是 要 求 它们 之 间 彼 此 对 易 . 玫 与 了, 是 对 易 


的 ， 而 
[4 ]=[a, 22 ]+[5o, "0,3? |=| =, 02,77| 
利用 am :四 = 2 3， 得 [f,7?]=0. 又 因为 [72,7,]=0， 所 以 


ANA A 


因此 f 、J? 、J 之 间 相互 对 易 ， 可 同时 测量 . 
(2) Æ| JMi h) ÆF 
(IMi j| F |TM} ja) = abiru: +b(IMi jlo olJ MY ja) 


-aô um’ aZ T+ DA? -3 3] ‘Srm’. 
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; =[a+2bJ(J +1)- 3b] Ey uw 
式 中 ，JM KIIGE, JM 为 列 指标 . 
O) MnM z 分别 表 示 J=0 和 了 =1， /= 的 态 . 因 让 = 记 = 二 ， 可 用 简写 记号 


|mm,) ER | hhmm) 85. 易 知 


因此 


L 


2 
LELNE P 
z’ 2 P Xoo io 
)= 坟 Cz + zo) 


_11 
2'2 


将 上 述 表 达 式 代入 矩阵 元 (mm,|fm' m) 中 ,并 注意 b HER, BFH84E3E| i j,mm ) F 
的 矩阵 形式 如 下 . 


4.61 HAFAL., DAJ 3 845 


题 4.61 考虑 坐标 空间 中 的 如 下 两 粒子 波 函 数 
w(n.r,) = f )g()[e(a-n)@-r,)+ PON) ar) + ylab, n) 
a 和 6b 是 任意 的 常 矢量 ，f 和 g 是 任意 函数 ，a, 6 和 y 是 常数 . (1) 每 个 粒子 角 动 量 平方 ( 卫 
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和 及 ) 的 本 征 值 是 多 少 ? (2) 适当 选取 w, 8 和 7y , w(n,r,) 也 能 构成 总 角 动 量 平方 
P =+ URERA. 总 角 动量 平方 的 可 能 值 是 多 少 ? 对 每 个 状态 a ，8 和 7 的 适当 


值 又 是 多 少 ? 
解 ” 注 意 到 
OPOZ, Va -r)=a 


(rxV)- (r xa)=-2a-r,  [L,r’]=0 


则 有 
(l) Dy Torn) = G, xV.) (n xV.) f (rs) 


[aa -nb -r,)+ Bb- wa n.) + yla bn :)V,] 
=K f(e? xV): (n x v1) 

[ea mB) + PO ñ)(a ` r,) + y(a bY h )] 
=—h f(e n xV) 

[et xab r) + PO x ban) + yla :bn xr;)| 
=2h fOD) 

-[e(a nE- r,)+ BG: n)(a ` r,) + y(a -b)G, :r;)] 
=1((+D)ñ?w(n,r;) 


类 似 地 ， 有 
Dyn) =+ DA yn) 


因此 ， 五 和 瑟 的 本 征 值 都 是 2j2 ， 或 者 说 两 个 粒子 的 轨道 角 动量 量子 数 都 等 于 1. 
D L L,y(n n) =—B (n xV): (r, xV,)f g(r) 
[ea -nb r) + Bb. 5a- r,)+ yla- bX, n )| 


=A Fel xV) (ry xV,) 
[ean Abr) + pa-r) + ylab r] 
=H fel NA x V1) 
[ce -r Xr, xb) + Bb -r Xr, xa) + y(a Dr, xn)] 


=-P f(r )g 0) 
[ci xa)(n, xb) + Bn xb)(r, xa) + y(a -b)(2n, -r,)] 


=- fer) 
[AG n) -r,)—G(b:r)a r.) + (G + B +2y)a TIGELA] 
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BE, yn EL, L 的 本 征 函数 (从 而 是 2 = E + D +21 : 的 本 征 函 数 )， 其 充分 必 
要 条 件 为 -8=4a,-a=468,(ga+B+2y)= jy .上述 条 件 人 允许 有 三 组 解 


3 
A=, = 三 一 一 3 
a=ß 27 


4 = 二 1 &=-ß,y =0; 
à =2, a=pßp=0. 
于 是 ， 总 角 动量 平方 三 的 可 能 值 及 其 相应 的 a, 5,y 参 数值 为 
2(2 + D8, vc-p--37 ` 


J2=20 +28 —2RA=3101 +D, ww=-By=0 
0, a=ß=0 


462 在 给 定 的 空间 态 中 ， 忆 ,的 值 
题 4.62 一 粒子 的 某 一 量子 力学 态 ， 在 直角 坐标 x,y,z 中 由 归 化 波 函 数 
W(X, y, 7) = TE Zenp[ -ao +y’ +z 2y2] 


描述 . 证 明 系 统 处 在 一 个 具有 确定 角 动 量 的 态 上 . 并 给 出 该 态 相应 的 了 和 工 的 值 . 
解 ” 转 换 到 球 坐 标 中 
x= rsin@cosg, y= rsin @sin ç, z=rcos@ 


G0) = reos” Y, 
Yy, P) = roos e = fGr) 10 
由 此 可 见 该 粒子 处 在 一 具有 确定 角 动 量 的 态 上 ， 该 态 已 =l +b, L. =0. 


463 自由 碳 原子 的 电子 组 态 


题 4.63 一 个 自由 碳 原子 有 4 个 成 对 s 态 电子 ，2 个 p 态 电 子 . (1) 考虑 到 Pauli 不 相 
容 原 理 ， 这 个 组 态 共 有 多 少 种 状态 ? (2) ELS 耦合 情形 ， 哪 些 量子 数 为 好 量子 数 ? 对 两 个 
p 波 电子 组 态 给 出 它们 的 值 . G) 对 (2) 中 的 态 的 简 并 度 求 和 ,证 明 结果 与 (1) 中 得 到 的 相同 . 

解 (1) 每 个 电子 可 以 占据 (25+D(2s+JD=3x2=6 个 状态 之 一 ， 但 不 能 有 两 个 电子 处 
于 同一 状态 ， 故 共有 C3 = 15 种 状态 . 

D 好 量子 数 为 卫 , S, I,J, 由 于 是 ZS 耦合 ， 总 自 旋 量 子 数 可 取 8 = 01; 总 轨道 量 
TAR L=0,1,2. 考虑 到 交换 对 称 性 ， 单 态 5=0， 工 应 为 偶数 ， 所 以 上 =0,2 分 别 对 应 于 
So, "D. 三 重 态 93=1， 工 应 为 奇数 ， 所 以 工 =1， BI? Raa. 

(3) 简 并 度 =27+1， 中 了 =0,2,0,1,2 ， 所 以 简 并 度 总 和 =1+5+1+3+5=15. 
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464 从 带 负 电 的 全 同 的 8S= 工 的 两 粒子 代替 氮 原 子 中 电子 求 其 基态 筒 并 


题 4.64 ”实际 氨 原 子 的 基态 当然 是 非 简 并 的 . 但 是 ， 考 虑 一 假想 的 氨 原 子 ， 其 中 两 个 
带 负电 . 全 同 的 、 自 旋 为 1 的 两 粒子 代替 了 原来 的 两 个 电子 . 对 这 种 假想 的 氨 原 子 ,， 问 其 基 
态 的 简 并 度 是 多 少 ? 给 出 你 的 理由 (忽略 与 自 旋 有 关 的 作用 ). 

解 这 两 个 新 的 粒子 为 玻 色 子 ， 因 而 波 函 数 应 该 是 对 称 的 ， 

基态 时 显然 两 个 粒子 应 占有 1s 轨道 ， 因 而 空间 波 函数 是 对 称 的 . 这 样 就 要 求 自 旋 波 函 
数 也 是 对 称 的 . 因 3 =1,5 =1 ， 故 合成 的 5 有 三 种 可 能 ，- 

3=2 ， 自 旋 波 函数 对 称 ，5 重 简 并 ; 

$S=1， 自 旋 波 函数 反对 称 ，3 重 简 并 ; 

S=0， 自 旋 波 函数 对 称 ，1 重 简 并 . 

因 略 去 与 自 旋 有 关 的 作用 ， 故 基态 6 重 简 并 . 


465 电子 自 旋 态 的 测量 


题 4.65 测量 一 个 电子 (处 于 自由 空间 ) 自 旋 的 z 分 量 ， RART. (1) 接着 测量 自 旋 的 


x 分 量 , 可 能 得 到 什么 结果 ? (2) 得 到 这 些 结果 的 概率 是 多 少 ? (3) 如 果 测 量 自 旋 方 向 的 轴 
与 z 轴 成 2 角 ， 各 种 可 能 值 的 概率 多 少 ? (4) 在 (3) 中 自 旋 测 量 期 待 值 是 多 少 ? 


解 (1) 在 cs 表象 中 ， 上 旋 波 本 雪 为 0， Tio, 的 本 征 波 本 数 为 让 [1]， 二 过 # 


应 本 征 值 为 +1，_1. 将 [6] 对 此 两 太 展 并 即 知 六 5 可 能 得 到 +， 测 得 的 平均 人 


` 1 
(1 0)s, h) 
O) WEË ARAIN P,P 
1 1 1 1 1 
Ao) Aa 2 
(3) 设 自 旋 轴 为 n=n(0,9) =(sin0cosg,sin0sing,cos0) ， 则 s 沿 #4 投影 $, =S- n HIRIE 
态 为 


2 


Pi 
P, = => P = 


cos Le? 一 Sin 8 ion 
2 2 
sinfe’? cos2eio2 
2 2 
分 别 相应 于 本 征 值 声 /2,- 庆 /2. 测 得 +h/2 本 征 值 的 概率 分 别 为 
20 .20 
cos 一 ， sin" —. 
2 2 
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tpl l P [_h|_ a 
(4) serdi) a >) z259. 


4.66 算 符 AS,+BS, 的 本 征 值 、 本 征 态 

题 4.66 (1) 考虑 自 施 为 了 的 系统 . 求 出 算 符 AS, + BS, 的 本 征 信 及 归 一 化 的 本 征 本 
数 . 其 中 5,, 5, 是 角 动 量 算 符 ， 且 A. BEKED O 假定 此 系统 正在 以 上 算 符 的 一 个 本 
征 态 中 . 求 测量 5) 得 结果 二 的 概率 . Panli 矩阵 为 

fo 1 KORS fo 0 
e uo Vio % UO -U 

R D 令 T= AS, +B5, = 47hay + Bho, , # T? = 了 (4?+B?+AB[o,,0: h= 

如 (各 +B?) ， 其 中 已 用 到 [oi,0;]=25) ， 因 而 了 的 两 个 本 征 值 为 


T= 42 十 如 2 ， r= NA +B 


ES, S. 表象 中 有 
a(s =) 
2\lih -B 
因而 本 征 方程 为 
ala os) 
一 | . =T 
2 -—-B Jb b 
从 而 有 


BFVA?+B?, -iA (=o 
iA -B744 FB? J 


1/2 


所 以 归 一 化 后 本 征 态 为 


1 +iA 
A+ (BF PETI m-s 
(2) ES, S. 表象 中 ，5, 的 本 征 态 为 


|s -3)-= 方 -i 
? 2 2\1 
所 以 ， 发现 5, = h/2 的 概率 为 


i 1 
F ==—— BFA + B° — AY 
A? +(BEVA +B) 
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PP 是 当 系统 处 在 T = ava +B? 时 的 概率 ， 已 是 处 在 了 = + B? 时 的 概率 . 


4.67 三 个 自 施 ( 非 全 问 ) 袜 子 系 Hamilton 量 的 求解 


题 4.67 一 个 由 三 个 aw 粒子 ( 非 全 同 的 ) 组 成 的 系统 的 Hamilton 量 为 
-5 S, 56 +S,)- S, 


So S,, S, 分 别 为 三 个 粒子 的 自 旋 算 符 . 求 系统 的 能 级 及 能 级 简 并 度 . 
解 ” 选 取 系 统 的 力学 量 完全 集 为 (万 ,52,5?,5.)， 其 中 
S = Š +S, S =S, +S, =S +S,+S, 
则 本 征 函 数 取 为 |s2s3sm1) ， 而 定 态 方程 为 
H|ssssm) = E|sosssm) 
H =S, .S, + 总 (Si +S)-S, 


Ajla 3 3| Bl 1. 3 
= 一 | 一 S12 一 一 -二 |+ 一 | 一 S$ 一 一 Si 一 二 
[= 2 4 J Ë 让 2 J 
4 3 B 3 
H |sosasm,) = [les 十 了 Si2 一 3 + r +])— so (so 十 也 一 Jsu 


A 3| B 3 
E= Af satsi +1) -人 se +] — so (8 + p-Ë| 


512 =0, 3 
E =—— À, 此 能 级 简 并 度 为 2 
s=1/2, 4 


312 =Í, A 
E=—- B, 此 能 级 简 并 度 为 2 
s=1/2, 4 


Sp =1, 
2 已 = 人生 + 也 ,此 能 级 简 并 度 为 4 
s=3/2, 4 2 


4.68 一 个 自 旋 为 1 WRF H = AS, + BS? 的 能 级 


题 4.68 一 个 自 旋 为 1 的 粒子 的 Hamilton 量 为 五 = AS, + BS?, 其 中 A 和 B 是 常数 ， 
求 系统 的 能 级 . 如 果 != 0 时 , 粒子 处 在 自 旋 5, = 的 本 征 态 , 求 时 间 t 时 粒子 自 旋 的 期 望 值 . 
解 ” 先 求 系统 定 态 能 级 . 定 态 Schrödinger 方程 为 
Ev = Hy = (AS, + BS?)y 
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#4 
RP, w=| fw | 为 自 旋 空间 的 矢量 ， 而 
/5 
0 0 0 0 0 0 0 + 0 
S. =|0 0 -—ilh, S2=l0 1 010, S =i 0 O|h 
0 i O 001 0 0 0 
0 ~id 0 
H =AS, +BS =] B 0 
0 0 B 
这 里 4'= 妨 ，B'= Bh?. 这 时 ， 求 定 态 能 级 就 转化 为 求 矩阵 的 本 征 值 
-E -Ù 0 
detl iA’ B-E 0 |=0 
0 0 B-E 
能 级 为 
, B' +V B? +44? 
E =B, E= 5 
相应 的 本 征 解 为 
0 
E=B', P=] 0 
1 
1 
B! NB? +44”? z|, zte) 
E, =—+— —— Poa = 一 一 
2 2 2@ æ- B" 
1 
g Bl MB +442 _ zue 2E) 
` 2 2 ° 5- 20 w+B" 


式 中 ，w = VB2+442 h B'= B'/b= Bh. 
系统 的 一 般 波 函数 为 
.B' E, .E 
P, (t) = G,@,o exp it +G,@,, exp Karu + C,@,_ exp it 


f 1 
根据 初始 条 件 g,(0) = 二 | i | ,得 


v2 0 
_ _ (o — By 2 +(@+ B"? 
G0 c SR a 
_ (o + B”)? — (a — B"? 


G, 29? 


求 系统 自 旋 期 望 什 
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(S.)= 0; OS, p0) =0 
其 中 用 了 wo Zas @, 的 正 交 性 , 
同 理 


2B’h ' 
(5,)=0, (Sj)=el@0S,,() sb = [2 
1 ， . I 
469 两 个 自 R3 粒子 系 Hamilton 量 的 求解 


题 469 两 个 自 旋 的 粒子 组 成 的 系统 由 等 效 Hamilton 量 
H = A(S,, +S,.)+ BS,- S, 

WE, EPS, S. 是 两 个 自 旋 3 、 史 :是 它们 的 z AB, A 和 B 为 常数 . 求 该 Hamilton 
量 的 所 有 能 级 . 

解 ES? = (S, + SY 与 5,=51+5, 的 共同 本 征 态 Xim, - 
当 S=1，M,=0，+1， 是 三 重 态 ， 对 电子 交换 对 称 ，S =0， 必 ,=0 是 单 态 ， 对 电子 交换 
反对 称 . 首先 有 

2 
S'=(S +S. =S? +52+25, S, = +25, .5, 


定 态 方程 为 
已 Ysw = E Ysu, 
因为 - 
S’ Ain, = 2 ts S?’ Zw =0 
所 以 
3 h 
S, S,Zu, -人 Jaa 一 本 ai 
3 2 
SS2Xoo =-7* oo 
x 
S,Zu, =(Si。 +Š) Xim, = M hy u, 
S. Xo =0 
对 三 重 态 能 级 为 
2 
E=M,ħA+Ž B, M, =0,+1 


2 2 2 
E =hA+Ë p, 已 = 记忆 E,=-hA+Ë p. 
4 4 4 


对 单 态 能 级 仅 一 条 
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Eo =-2#B 
4 


470 激发 态 原子 二 次 发 射 的 光子 之 问 的 关系 


题 4.70 ”假定 开始 时 原子 处 于 'so 激 发 态 ( 题 图 4.70(a))， 通 过 发 射 一 个 光子 x ( 题 图 
4.70(b)) 误 变 到 较 低 的 "pi 85. p 态 寿命 较 短 ， 很 快 发 射 第 二 个 光子 ] ( 题 图 4.70(c)) 而 进 人 
基态 'so. 用 9 表示 所 发 射 的 两 个 光子 间 夹 角 . (1) 对 于 此 过 程 ， 不 同 9 的 相对 概率 为 何 ? 
(2) 求 两 个 光子 圆 偏振 方向 相同 与 相反 的 概率 比 ， 


8 
> 
7 A 
(a) (b) (c) 


题 图 4.70 
dan 矩阵 ， 即 联系 转动 前 后 两 个 坐标 系 中 的 两 角 动 量 表象 之 间 的 转动 答 阵 ， 如 下 所 示 
(知道 它 也 许 有 所 帮助 ) 


m=1 m=0 m=-1 
m=i l+cosð -l sing l- cos 
2 V2 2 
(di)= m'=0 gie cos@ -ing 
u 1—cos0 Ling 1+cos@ 
m= 2 J 2 


9 是 转动 前 z 轴 与 转动 后 z' 轴 间 夹 角 . 

解 初始 时 刻 原子 处 于 激发 's。 访 ， 故 原子 角 动 重 在 任意 z 方 向 投影 L =0. 发 射 一 个 
光子 后 ， 若 取 发 射 方向 为 z 方 向， 对 光子 有 上 = zh. 相应 地 处 于 1p; 态 的 原子 二 =Fh, Bj 
m =F. 车 取 第 二 个 光子 发 射 方向 为 z' 方 向 ，z 方 向 的 角 动 量 分 量 本 征 态 投影 到 z' 方 向 相 
当 于 将 原 态 乘 上 一 个 9 矩阵. 丽 只 有 m=+1 才 可 能 在 z' 方 向 发 射 L = 二 的 光子 并 使 原 
子 进入 "so 态 (zz =0). 

A 


x 
C, =(m, =-lld® |m, =+1) 
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1+cos8 _ sing 1—cos8 

1 W w 1 1 @ 

—cos 
={0,0,1)| —sin8 cos0 ——sin@ = 
(00.1 V2 V2 2 
1—cos@ L sing I+ cos@ 
2 V2 2 
C, = (m, = +|d® |m, =+) 
1+cosð _ Ting 1—cos0 
1 ° 2 1 i I 1 0 
十 COS 
={1,0,0}| —sin@ cos ——sin@0 =— 
| |Z V2 0 2 
l-cos8 1 ng I+ cos@ 
2 V2 2 
; 1—cos 
C, = (m, =+1|4?|m, =-1) =— 
C, =(m' =-1|d® |m, =+) 
不 同 8 的 相对 概率 
P(8) < (cr +G +|c,F +GP) +cos2 0 
妇 一 化 得 


P(O) = ja + cos? 0) 
3n 


47] 磁场 中 电子 的 自 旋 态 


题 4.71 设 有 处 于 沿 z 轴 正方 向 均匀 磁场 中 的 一 个 电子 , 测量 表明 ,在 :=0 时 电子 自 
NER ATEM. 用 Bhrenfest 定 理 计算 :>0 时 电子 处 于 (1) 3. = 了 ;2) 5,5-40 S, =F, 


(4) S,=-1; (9) 5, = 了 ; (© S, =- 了 的 概率 . 
解 “ 在 经 典 图 像 中 ， 自 旋 绕 磁场 方向 运动 . Ehrenfest 定理 是 说 


d(S 
-ox(s) 
式 中 ， o=, 推导 可 如 下 进行 
a(s) _ 1 rs] s] 
d ih ' 
=g — Bp.S=— s B 
2mc mc 


所 以 
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d(S) eB [s.s] 
df ihme” 


RP, i 8 x, y 方向 的 单位 矢量 . 
这 个 方程 满足 初始 条 件 1=0 时 (5,)=0 ，($;)= ，($,)=0 的 解 为 (5.)=0 ， 


j= 和 [syi- -s,j]=2x( (s) 


(S.)= Z cost ， (S,) = Z sina . 
设 时 刻 /时 电子 处 于 9. =A ERN p, MFS, = 的 概率 则 为 1-p ， 故 有 


1 1 1 
—p——( — p)= —cosot 
5P >C p) > 
2 OI 2 Ot 
=cos"—., 1— p =sin” 一 一 
p 2 PSS g 


采取 同伴 的 办 法 ， 求 得 处 于 3) = ，$, = -二 ，3. = 了 ，5, = 的 概率 分 别 为 


2 
cos (2+2) s (242), 1 1 
2 4J 2 2 2 
' 1... 、 
4.72 AA P B 38 — BT B 38 


题 4.72 —RAAGWOE BE RETEA > 辆 方向 的 一 常 磁场 中 . 在 :=0 时 ， 发 现 粒子 


B $S. => 求 在 以 后 任意 时 刻 发 现 具有 5， = 粒子 的 概率 


解 ” 系 统 的 Hamilton 量 ( 自 旋 部 分 ) 为 
H =-448 -B =-1 40,8 


取 cv 表象 ， 自 旋 波 函数 所 满足 的 Schridinger 方程 为 


或 
访 S + 二 Ba =0 
is i Ba, =0 
因此 
2 
得 
a,, = A.,e +B ,e 19: w= 
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初始 条 件 : a (9) =1, a, (0) =0 》 从 而 
da, a, _ da, s = PB i 
T (0) =0, (0) =i——=iw 


2} 
因此 
ñ +B=l A+B,=0 
@(À, — B,) = 0, Wh — B,) =O 
解 得 
1 1 
A=> A= 
1 1 
B, 57 B, " 
所 以 
a, (t) cos ot 
a,(t) i isin wt 
S, = +> REA 
1 fi 
S =— 
soa 
S, =- 的 本 征 态 


于 是 测 得 3， -+ 的 概率 


PŒ =s oloy = 


Li D cost La n2 ) 
—L—1 =—[1+ sin 2@t 
V2 isin wt 2 

1 
S, = -的 概率 


Po =s, ovo = 10 -sin2axr) 


473 wapak ay 
2 dt 


8 473 EARD BJ A +e 的 粒子 的 Hamilton RDH=- s.p. 
me 


Hean. ËB=By, ，8.(0 的 矩阵 形式 是 什么 ? 
解 Æ Heisenberg 表象 中 
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35 l = —8 .B 
= [s,H] e ] 


iñ 
因此 

dS ge oxp 

d 2mc 
#B=B5, Wi 

Es, 四 = 艺 一 geB 5.() 

Fs -as O 
得 


S (t) = c; cos(g@t) + c, sin(g@t) 


式 中 ，o=- 由 初始 条 件 得 
2mc 
S(O)=0, SiO =c,gO@= zgeS,(0) 
因此 
S, =S Oco (经 中 os 经 r) 


474 H=-J|oPoP +o o] Wt 


题 474 两 个 电子 被 紧 紧 地 束缚 在 某 种 固体 的 不 同 的 邻近 位 置 上 . 这 样 ， 它 们 就 是 可 
分 辨 的 且 可 用 它们 各 自 的 Pauli HER o) 和 2 描述 . 它们 的 Hamilton 算 符 形式 为 
H=-J |o 9 + oo?) | 
其 中 J 是 一 常数 . (1) 这 系统 有 多 少 个 能 级 ?能量 是 多 少 ? 各 能 级 的 简 并 度 是 多 少 ? (2) 现 
在 z 方 向 上 加 上 一 个 磁场 . 求 出 新 的 能 级 、 画 出 作为 B. 函数 的 能 级 图 . 
解 DH=-J| oo? +o bo] 
| (a® + Í y —g®? _ gl? (at + go y — g% _ g2 
= | — | 
J (oo +y: -3—3 (o! +o2) ~1-1 
2 — 2 
_ | (e) +arC))2 - CET f), _ ° 


(2) 


系统 总 自 旋 S = SO+SO =Z" +0%), S, =S +SP =Ž(, Oro), SS SHH 
互 对 易 . 由 角 动 量 耦合 理论 可 知 共 可 出 现 以 下 情况 ( 8? 的 本 征 值 为 s(s +M), 
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S S, 相应 态 数 相应 能 量 
1 1 0 

1 0 2 -27 
-l l 0 

0 0 2 2J 


其 中 第 二 、 四 行情 况 与 两 电子 不 可 区 分 情况 有 区 别 , 所 以 
H=-2J|s(s+D —s2 —1] 
因此 这 系统 有 三 个 能 级 . 每 个 能 级 的 能 量 分 别 为 27, 0, -27 ， 各 能 级 的 简 并 度 都 是 2. 
(2) 此 时 
H=-J [edo® + oPo® | -#:B 
式 中 
#=—S, B=B.z -e 为 电子 电荷 
所 以 
—— Heal I E 二 一 一 8g2 一 
H= [oto® +o po |+ S.B, 2J|s(s+1)- 2-1] 


eB, y 
me 


此 时 5S?,5, 与 且 仍 可 对 易 . 新 的 能 级 为 ，2. ， 


-2 , -2J . 作为 B, 函数 的 能 级 图 如 题 图 4.74 所 示 . 题 图 4.74 


475 ”自由 碳 原 子 存在 L-S 精细 结构 耦合 时 ， 各 可 能 态 的 8, 了 ,7 了 值 及 重 数 


题 4.75 一 自由 碳 原子 有 4 个 成 对 s 电子 , 2 个 p 电子. 假定 存在 LS 精细 结构 斐 合 ， 
就 是 说 ,5? 和 了 是 好 量子 数 . (1) 列表 示 各 可 能 态 的 8 , 工 , J 值 , 指出 相应 的 重 数 . 2) 哪 
一 个 态 具 有 最 低能 量 ? 给 出 理由 . 

解 (1) 碳 原子 有 两 个 1s 电子 , 两 个 2s 电子 , 分 别 形 成 闭 沉 层 . 于 是 原子 态 由 两 个 2p 
电子 组 合 决定 . 因为 是 1-5S 耦合 ，1 =1, L =1， 可 得 

L=] +b|=0,1,2 
5=82=1/2, S=|s +s|=0,1 

考虑 到 Pauli 不 相 容 原理 及 总 波 函 数 反 对 称 要 求 ， 可 得 表 4.1. 

(2) 根据 Hund 规则 ，’ 马 态 能 景 最 低 . 
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表 4.1 
n 5 j 2a L, 重 数 
0 0 0 ISa 1 
上 1 2 `P, 3 
l 1 1 P 
1 1 0 KA 
2 0 2 !p, 1 


476 m +d 一 n+n， 中 子 对 的 轨道 和 总 角 动 量 


题 4.76 一 个 介子 ( 恬 标 粒子 ， 自 旋 为 零 ， 奇 宇 称 ) 最 初 被 东 缚 在 饼 核 周围 ， 并 处 在 最 

低 的 库仑 能 态 上 . 它 被 气 核 (一 质子 及 一 中 子 处 于 :3 态 中 ) 俘 获 , 并 使 气 核 转变 成 为 一 对 中 子 
x +dƏn+n 

(1) 中 子 对 轨道 角 动 量 是 多 少 ? (2) 中 子 对 的 总 自 旋 角 动量 是 
多 少 ? G) 发 现 两 个 中 子 的 自 旋 均 与 气 核 的 自 旋 相反 的 概率 是 多 
少 ? (4) 如 果 气 核 的 自 旋 在 最 初 全 部 指向 尺 方 向 ， 发 现 自 旋 反 向 的 | 
中 子 的 发 射 概率 (单位 立体 角 ) 的 角 分 布 是 多 少 ( 题 图 4.76)? 

你 将 发 现 前 几 个 球 谐 函数 是 有 用 的 (没有 归 一 化 } 


Yo=l, Ya = fsin@e*i 


Bi Yo=cos0, Y, =Fsin20e** 
图 解 (1)，(2) 反 应 前 后 字 称 守恒 ， 有 
p()p(d)X—D = popa- 
L, L, gral m +d 及 n+n 的 轨道 角 动量 . 但 反应 前 x 是 在 库仑 势 的 最 低能 态 中 ，L =0， 
BEA: p@c)=-1 p(d)=1. 有 
CD2=-L L =2m+1, m=0,12,-.. 
反应 前 后 角 动 量 守恒 . 反应 前 / =1， 所 以 反应 后 有 
L,+$=J 
n n 的 全 同性 要 求 总 波 函 数 反对 称 ， 现 在 空间 波 函 数 反 对 称 ， 所 以 自 旋 范 数 必 须 对 称 ， 
BBS=1, 所 以 L=2,1,0. fBL=2m+1, FA L= 1,S=1. 
APADEA VA; A ARAE NIA. 
(3) 设 反应 前 所 核子 方向 7, = h, APFRNEREH S =-1A, PAL =2h, KER 
可 能 的 ， 因 为 工 =1 ， 所 以 概率 为 0。 
(4) DEEA |I J A= LI, 将 其 变 到 非 耦合 表象 
L=1, S=1, |L,L,,S,S.) 
从 而 有 


=o- Zaio) 
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1,1,1,0) -70,01 0) =- |È sino-ee|L0) 


此 态 中 9 =0 ， 显 然 有 一 个 中 子 的 5, = 有 /2 ， 所 以 发 现 的 概率 为 


dp) _ 13 20 = _3 sin? 0 
42 28x lór 


477 Q >A+K 中 的 角 动 量 问 题 
题 4.77 一 个 和 arf awi , 质量 1672MeV/c2, RFH J 可 通过 弱 作 用 误 


变 为 -个 A 超 了 aiz, 质量 1116Mev/c?， 内 字条 为 + ] 和 一 个 K- 介 子 ( 自 放 0, 质量 


494Mevc ， 内 京 宇 称 为 -) 即 QT- 一 A+K-. (1) VAJE: 分 量具 有 最 大 可 能 值 时 ， 即 
DEY) 2) , 求 K- 介 子 关于 9 自 旋 方向 角 分 布 的 最 一 般 形式 ( 设 O- 静止 ) (2) 如 果 
衰变 过 程 字 称 守恒 ， 可 能 在 角 分 布 形式 上 加 上 什么 约束 ? 

解 (1) 初 态 为 | ， 未 态 自 放 部 分 为 | .= ) PERIA Yn (Op) =|l,m) ， 于 是 末 


VASES Bi 


Lam) 
由 角 动 量 守恒 可 得 
{=1,2, m=2-s, 


pik: 121, RENIE) 
dik: 1=2， 未 态 为 |2.2| -3)， 2012) 


1 
W, = neoa) 


1 
~j a (@,@) 
= to yl 11. lo yl 4) = J 
v. = 22]; 二 上 2 中 -= 4 
z726.) 


y= Aafa + CpWp 


1 
a Y (0,@) 一 Qa [ra (0,9) 


4 
É G Y, (0,90) 
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所 以 
vw = San ofla, É +|a, P —2Re G cos 9| 
I < sin? 0(] + QcosO) 
式 中 
-2Rea5aQu 
TT 
|e;| +|e,l 


这 就 是 角 分 布 的 最 一 般 形 式 . 
(2) 如 果 误 变 过 程 中 宇 称 守恒 ， 则 末 态 宇 称 为 正 ， 即 
(CI PP =+, PP,=-l 


于 是 
I=1 
] 
We =Y 0p) 
0 
VY, =Š sin o= (cos, 0) 
所 以 


I < (1—cos2 0) 
4.78 两 角 动 量 ) -1 六- 工 的 CG 系 数 
2 


题 4.78 给 定 两 个 角 动 量 广 和 户 (如 工 和 8 及 其 相应 的 波 函 数 ), 其 中 广 =1 且 疡 =1/2.， 
对 于 总 角 动 量 ] = j+ h, m=m +m, , 34(1)j=3/2, m=3/2; (2)j=3/2，m=1/2 时 ， 
分 别 计算 C-O 系数 ,考虑 下 列 反应 
K 'p— > n 
>>), K: 
> n? 
K n— > n? 
一 2 x 
假设 这 些 过 程 是 共振 的 ,所 以 为 纯 同 位 素 态 . 在 同位 旋 守恒 基础 上 求 出 相对 比率 . G) 对 
1=1 共 振 态 ，(4) 对 1=0 共 振 态 六 ，n ，2 ,的 同位 旋 各 为 12 ，1/2 ，1 和 1. 
解 (1) 容易 得 出 
22 22 


(2) ELA J_ =J +J, , 则 有 .. 
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1)=0 + 
即 


31 11 1-1 
—— )=h./2]10)—— ILD’ —— 
aG) | lis) | i 2) 


31 2 11 1 i-l 
aa -no 
下 面 计算 反应 截面 的 相对 比值 , 为 此 将 初 、 末 态 的 同位 旋 态 用 耦合 表象 表示 
E pn8 
E)n- feo- fio Eoo 
L'e) fizo- fio foo 
[0) lio.0) = Bleo- foo) 
- 1 1\1 1 . 
于 
===- 


(Zaj oD)= -D+ Eh- 
(3) 对 于 =1 共 振 态 ， 我 们 得 到 反应 的 截面 相对 比率 为 
cO n ):o(2 tT): o, or0)=11:0 
al ne) oÈ n )=1:1 
(4) 对 于 7=0 共 振 态 (只 有 前 一 组 反应 有 这 个 同位 旋 态 )， 反 应 截面 的 相对 比率 为 
aol, n): o0, r): oÙ, mo)=1:1:1 


所 以 
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题 4.79 考虑 一 个 电子 在 均匀 沿 z 方向 磁场 中 运动 . 在 1=0 时 刻 测量 到 电子 自 旋 沿 
正 ?方向 . 求 在 ft>0 时 的 自 旋 态 及 沿 * 方 向 的 平均 极 化 率 ( 正 比 于 3. 的 期 望 值 ). 
解 由 于 只 关心 自 旋 态 ， 且 磁场 空间 均匀 ， 故 应 当 也 可 能 分 离 掉 空 间 部 分 ，Hamilton 
量 可 取 为 
H=-g#: B= uc. B =hoc, 


式 中 ，o= 4 - eË .初始 条 件 为 y(t=0) = 下 i 由 Schródinger 方程 
? h 2mc ` AFR V2 i Ë 
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于 是 | 
sh las je a | -si 
(s= rols jw) = AG ,-ie jf J s sin2@t 
480 电子 处 于 外 磁场 中 时 沿 Y 和 z 方 向 的 极 化 


题 4.80 考虑 一 沿 z 方向 为 均匀 的 磁场 中 的 一 个 电子 . 该 电子 自 旋 被 测量 到 是 沿 正 y 
轴 (在 与 时 刻 ). 在 :> 时 , 沿 x 和 z 方 向 的 极 化 是 多 少 ( 即 25, 和 25, 的 期 望 值 )? 
解 ” 自 旋 态 矢 的 Schrödinger 方程 为 


nao) o) 
ih— =-=. B 
dil bir) O) 
式 中 ， a, = mains 
mc 
B8 沿 z 方 向 故 上 式 化 为 


na -na °] “0 
di\ pl) 0 -l b(t) 


d 
ih—a(t) = 一 unBalt 
gO HBalt) 


得 方程 组 


nia = —y,Bb(t) 
其 解 为 


Lj BG) 
alt) =a(t,)eà” e 


i 
b(t) = b(t)e se O 


加 时 刻 电子 自 旋 沿 正 方向， 因此 
a()]) afeh) 
S, = 2 
b) b(to) 
—ib(t,) = alh) 
la(t,) = b(t,) 
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由 归 一 化 知 
laf +f =1 
得 
alh) = L, b(t,)= i 
V2 V2 
1> 加 时 刻 沿 x 方 向 极 化 为 


(2s.)= eaf, oj 


=h(a`b+b'a) = nsin | 28 BG —t, )J 


(25,)}= waa DA =ħ(a"a—b"b)=0 
4.81 两 个 自 族 粒 子 系 在 给 定 态 下 ， 总 自 旅 3= 0 的 概率 


题 4.81 两 个 自 旋 为 1/2 的 粒子 组 成 一 复合 系统 . 自 旋 4 在 3. =+1/2 的 本 征 态 , 自 旋 
有 在 $:.=+L/2 的 本 征 态 . 求 发 现 系统 总 自 旋 为 零 的 概率 . 
n-i] 
= 2 


解 在 非 耦合 的 表象 中 ， 总 自 旋 为 零 的 态 可 以 表示 如 下 

oleaje =)=) 
式 中 , |0) 是 总 自 旋 为 零 的 态 ; S. , Se 分 别 代表 4 、B 的 自 旋 的 z 轴 分 量 , 现在 这 两 个 1/2 
粒子 处 在 这 样 的 态 中 
S, =) S, -+ 


P=Kolo)f 


|2)= 


那么 发 现 总 自 旋 为 0 的 概率 为 


在 (5?,5,) 的 表象 中 ，5, 可 以 写成 


求 5, 的 本 征 方程 ， 得 其 本 征 函 数 |S, =+1/2) 在 S* 、5S, 中 的 表示 为 


s=) 


s, 41/2) =|; -1/2)+ 
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482 与 电子 自 旋 有 关 的 测量 问题 


题 4.82 (1) 一 个 电子 的 自 旋 观测 到 党 z 轴 方 向 , 问 第 二 次 测量 到 电子 在 xz 平面 内 沿 
与 z 轴 成 2 角 的 方向 的 概率 为 多 大 ? D 气 核 内 中 子 和 质子 的 总 自 旋 为 三 重 态 . 已 观测 到 
总 角 动 量 平行 于 z 轴 方 向 , 求 第 二 次 测量 到 质子 自 旋 平行 于 z 轴 方 向 的 概率 . 

解 (1) 电子 自 旋 初 态 为 

1 
-0 


自 旋 方 向 在 xz 平面 内 与 z 成 2 角 方 向 的 态 为 
_ [cos8/2 
w= [972] 
于 是 第 二 次 观测 到 电子 自 旋 在 xz 平面 沿 与 z 轴 成 2 角 方向 的 概率 为 ， 


2 
1 
C%s/2,sn0/2 |] =cos2 0/2 


KOCA = 


(2) 中 子 - 质 子 系统 ( 气 核 ) 的 自 旋 初 态 为 
本 二 2 
2°2/,.12°2/, 


要 使 质子 在 第 二 次 观测 时 自 旋 仍 平行 于 z 轴 方 向 , 考虑 到 和气 核 内 中 子 自 旋 和 质子 自 旋 平行 ， 


末 态 仍 为 
viale) 
Vr =|22/ 272 p 
这 就 是 说 第 二 次 测量 得 质子 自 旋 在 z 轴 的 概率 为 1. 


483 为 什么 氛 核 不 存在 P 态 和 G A 


题 4.83 ”和气 是 质子 与 中 子 的 束缚 态 ， 其 总 角 动 量 ] =1. 现 已 知道 它 主要 是 由 SC =0 
态 组 成 并 且 有 很 少 的 D( = 2) 态 参 与 进来 . (1) 解释 为 什么 P 态 不 能 参与 ;(2) 解释 为 什么 G 
态 不 能 参与 ; G) 计算 np 系统 (总 角 动 量 J/ =1) 处 在 纯 忆 态 时 的 磁 矩 ; 假设 mn 和 p 自 旋 硬 
合 形成 总 自 旋 s ， 然 后 总 自 旋 再 与 轨道 角 动 量 ! 斐 合 形成 总 角 动 量 J/ . 用 核磁 子 表示 结果 . 
质子 及 中 子 磁 托 分 别 为 2.79 和 -1.91 核 磁 子 . 

R (1) S、D 态 的 字 称 为 正 ， 而 己 态 的 宇 称 为 负 ， 由 于 字 称 守恒 ， 开 始 时 为 S 态 的 量 
子 态 在 任何 时 刻 都 不 可 能 有 P 态 混 人 . 

(2) 质子 与 中 子 组 成 的 系统 的 自 旋 可 能 值 为 1 或 0， 因 为 了 = 工 +8. 所 以 在 $=0 时 有 
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=1. 为 P 态 , 由 (D 知 不 可 能 存在 , 在 5=1 时 上 =2,1,0 ， 所 以 字 称 准许 的 只 有 5S 或 D 态 ， 
不 能 有 GGC = 4) W. A. 
(3) 对 于 纯 D 态 ， 总 自 旋 $=1， 轨 道 角 动量 (对 n, p 质心 )L=2. 
总 的 磁 矩 应 该 等 于 总 自 旋 的 磁 矩 =, 与 轨道 角 动 量 的 磁 矩 u, 的 耦合 . 
总 自 旋 5= S, +S. Hs = Hp +, (Hp H, 分别 为 p,n BJ ADERE), TES u, 沿 总 3 方向 投 
影 取 平均 ， 有 


(phin Sp ENUN Sn) 3 1 
CSS 


. S(S +) 
式 中 
h 
ari 8p =5.58, gy =-3.82 
质子 运动 对 质心 产生 磁 矩 ; Beroe aaa 这 样 有 
A 了 Sul 


世 ,是 p 对 质心 的 角 动 量 , 因为 I +L =L, BAWAS I =L, h= 《质心 在 连 线 


中 点 )， 这 样 就 有 4 -FAL 
耦合 之 后 的 总 磁 矩 
FZ au 
A= I+D 
因 J=L+S$S. 有 


1 1 
u= E 3+3 (8p tem CD 2 


1 1 
= É -7(8p + 8N Eus =0.31⁄4J 


取 J 方向 的 投影 并 使 Vx e Kf J =1, AMA 
#=0.31/ty 


4.84 Stern-Gerlach 装置 中 的 电子 


题 4.84 ”预选 建立 一 个 Stern-Gerlach 实验 ， 使 得 一 个 电子 的 自 旋 < 分 量 是 -hh/2. 在 
t=0 时 加 入 一 个 沿 x 方 向 的 均匀 磁场 (用 cgs 单位 ). G) 经 过 时 间 T 后 ,测量 自 旋 z 分 量 
的 结果 是 什么 ? (2) 如 果 不 是 测量 自 旋 的 z 分 量 ,而 是 x 分 量 ， 则 结果 如 何 ? 

解法 一 ” 自 旋 波 菌 数 满足 的 方程 为 


.Ofa|l ehB a a 
Ih— =—r, =ho 
atib) 2mc b b 


式 中 ，@w=eB/(2mc) 
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iå = ob 
ib = oa 
d=-iwb = -aa 
a= Aei?' + Ceh”, A 、C 是 待定 常数 
b =la = -(4eiw ~ Ce") 
@ 


初始 条 件 
a(0) = 0, b(0)=1 
A+C=0, 
C-A=l. 
得 到 
A=-1 
2 
c=l 
2 
所 以 
a= Leia —6° )= isin et 
2 
b= So” +e) = cost 
任意 上 时 刻 波 函 数 为 
~isin wt 
vO) = 
cos wt 
(1) t=T R} 


~isinøoT 1 0 
w (T)= =-isinoT| |+cosøT 
coser 0 1 


AA, WEAR: 分 量 为 正 的 概率 为 sin? or ,测量 自 旋 z 分 量 为 负 的 概率 为 cos? oT. 
(2) o, Éo, 对 角 化 表象 中 的 本 征 函 数 为 


if 一 
= = — ; 一 一 1 = 一 一 
ce 
所 以 
. T -isin wT 1 Diar 1 1 1 aT 1 0 
v = cosoT >. Blo ABl 
= go, =1)+ gv o, = 一 | 
六 此 测量 自 旋 zx 分量 为 正 、 为 负 的 概率 相等 ， 均 为 
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eser |eer|] 
| || 
解法 二 ”可 用 本 征 态 撩 展开 法 . Hamilton 量 为 


1 


1 1 
o, mesaz) Al J 于 是 


所 以 
l. 111. eB 
全 二 一 e er 一 e, =— 
—isin cot 
(D) W(t) = 
cos Ot 
了 时 刻 
P+= sin2 oT, Pa = cos2 oT 
2 
1 , l 
P = — e” 二 二 
(2) xt 2 2 
1 
P =— 
475 


485 处 于 基态 的 碱 原 子 通过 Stern-Gerlach 装置 

题 4.85 处 于 基态 的 一 个 碱 原子 通过 Stern-Gerlach 装置 ， 使 得 出 射 原子 的 自 旋 处 于 
+z 方 向 . 然后 原子 在 沿 x 方 向 的 磁场 中 花费 时 间 z . 求 出 此 时 间 的 终点 ， 原 子 可 能 通过 自 
HE -z HHY Stern-Gerlach 选择 器 的 概率 . 这 个 概率 可 以 等 于 1 蚂 ? 如 果 可 以 , 如 何 达到 ? 


解 “ 初 始 状态 
y(t=0)= N 


Hamilton 量 为 


运动 方程 为 


7 y 
aaf Jel Ael) 
Or\ y, 1 Oly, "A 


Bp 
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0 量力 学  _ 
i, = Q, 
iý, = OW, 
A + Oy = 0 
所 以 
y(t) = aeàe + bet” 
yf) = ty, = —aeje + pe im 
H 


由 初始 条 件 
p (0)=1 


得 


2 
W) 1f ew +e cos wt 1 0 
y= => = =cosøt| |-—isin øt 
ya) Ze ee -isin ot 0 1 


所 以 经 过 时 间 z* 后， 通过 5-G 装置 ， 自 旋 在 ~z 方 向 的 概率 为 


cos wt 
—isin ot 


显然 概率 可 以 为 1， 这 时 要 求 
1—cos2@r=2, Blcos2@er=-1 


_ Cn+bDr _ ana p EE 
tT == =(2n+ JA 


， 7 1—cos2or 
=sin?@z =—— 


BEDE 1 = (20+ DTT 就 可 让 概率 等 于 1. 
486 自 放 5 粒子 束 相继 通过 两 个 Stern-Gerlach 装置 


题 486 一 束 自 旋 1/2 的 粒子 通过 


z la z Stern-Gerlach 装置 ， 按 照 粒子 的 量子 数 上 m, 的 
人 > 不 同 , 入 射 粒子 束 被 分 裂 成 两 束 . 移 去 其 中 的 
-- --- --- 一 东 ， 另 一 东 再 通过 类 似 的 装置 ， 其 磁场 相 
对 于 第 一 个 装置 有 倾斜 角 a ( 题 图 4.86) 离 开 
4 B 第 二 个 装置 后 ， 两 束 粒 子 相 对 数目 是 多 少 ? 
题 图 4. 86 应 用 Pauli 自 旋 公式 推导 结果 ， 


解 对 于 空间 任意 方向 ， 
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n = (sin@cos,sin @sin@,cos0). 自 旋 算 符 


s cosO  sinĝe”? 
=@:-n . 
" sinĝe? —cos@ 


设 它 的 本 征 态 为 [?]， 则 本 征 方程 为 ca ?= 人 得 4 -+1， 另 有 


(a° b° (5) =|af +| =1 


+ n) -| cos(0/2) | 
Sin(B/2)ei9 


n) -| 


cos(0 /2) 


最 后 求 得 本 征 态 为 


对 于 本 题 情 况 ，V = 0,9= wx. 
若 离开 第 一 个 Stern-Gerlach 装置 后 留 下 的 粒子 是 自 旋 向 上 ， 则 
|I12)=c|fn)+a|tn) 


c=(taltz)=eos 2), a-(Lnltz)=-sin(g | 
2 2 
所 以 经 过 第 二 个 Stern-Gerlach 装置 后 出 射 的 两 束 粒子 数 比 为 
k _ Cos cos (a/2) -cot Ë 
Jaf ”sin2(w/12) 2 
若 离开 第 一 个 Stern-Gerlach 装置 后 留 下 的 粒子 是 自 旋 向 下 的 ， 则 有 
+z)=c|fn)+a|tn) 
e=(Es|t2)= s| 2). d=(4 |b Z)=cos( 2] 
所 以 粒子 数 比 为 
sin2(w/2) "3 


7 = tan“ 一 
cos“ (a /2) 2 


4.87 Stern-Gerlach 试验 ( 银 原子 ) 
题 487 ” 银 原子 的 磁 矩 基本 上 等 于 它 的 未 配对 价 电子 的 磁 矩 ， 即 kw= -ys ， 这 时 
y= = ,是 电子 自 旋 . 设 一 东 银 原子 以 速度 " 通过 一 个 磁场 梯度 沿 z 方向 的 Stern-Gerlach 


KE, TERE m, -了 的 束 . 然后 束 流 进入 一 个 长 为 的 区 域 ， 在 这 个 区 域内 有 一 常 磁 


场 及 沿 束 流 方向 (y 轴 ). 然后 进入 另 一 个 与 前 面 的 全 同 的 Stern-Gerlach 装置 ( 题 图 4.87). 清 
楚 地 描述 在 束 流 冲 出 第 二 个 Stern-Gerlach 装置 的 时 候 所 看 到 的 现象 . 用 V,L,B, 及 问题 中 的 
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常数 表示 出 射 束 流 的 强度 . 用 量子 力学 的 运动 方程 推导 你 的 结果 . 


题 图 4.87 


解 在 第 二 个 Stern-Gerlach 装置 的 出 口 处 如 进行 摄影 ， 则 可 看 到 两 条 黑 线 ， 分 别 是 由 
m, = 有 /2 和 m, = —h/2 的 银 原子 沉积 而 成 . 
在 工区 间 内 ， 体 系 的 状态 用 他 表示 , 当 束 流 进 人 LL 时 +=0 ， 只 考虑 m, ANKET, 


所 以 | 上 =0) -| 中 而 体系 的 Hamilton 量 为 
H =-u:B s-o 


y 


|= ap (3 =0)= EAA 
-es (rio,s ala 
2 2 0 
-和 
| 2 Jo 2 Ju 
所 以 出 口 处 = I, cos E), 1. = sin 2), 为 进入 工 时 的 束 流 强度 . 
由 于 束 流离 开工 区 间 时 ，t= LIV ， 所 以 强度 比 为 


cot2 c B,L 
2V 


4.88 存在 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 两 个 自 旋 了 粒子 系 ， 在 外 破 场 中 情况 讨论 


则 


题 4.88 考虑 由 两 个 带 等 量 异 号 电荷 的 自 旋 1/2 粒 子 灶 合 而 成 的 系统 . 两 粒子 的 自 旋 
分 别 为 s, 和 s,。、 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 能 为 AE ， 系 统 放 在 均匀 磁场 吾 = H: rh. 自 旋 相 互 作用 
的 Hamilton EX 

H=(AE/4)(@..0,)-(p +n): H 
FEHR 1 = g, os 是 第 ;个 粒子 的 磁 矩 . 当 用 算 符 o = 2s, 的 z 分 量 的 本 征 态 来 表示 时 ,系统 的 
4 个 状态 的 自 旋 波 函数 为 
Y=, w,=sBa,+ca,B,, Y, = c Ba, — sa, D, , w, = B ñ, 

式 中 
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(o, )a, = Qj, (o, ) 三 -pb 


1 112 1 I2 
x x 

i 1-—— ， c= 一 |1+ 一 二 

| | | >) 


X= hH (g, -8,)/ AE 
(1) 求 每 个 波 函 数 相应 的 能 量 本 征 值 . 讨论 极限 情况 JH/AE 光 1 和 8/1AE <1. (2) 假 
设 初 态 w(0) 中 粒子 1 沿 z 方 向 极 化 ， 而 粒子 2 是 非 极 化 的 ， 求 粒子 1 的 极 化 与 时 间 的 依赖 
XR RO= (vO yO) (3) 再 讨论 0H /1AE <<1 和 JH1AE 六 1 丙种 极限 情形 . 


解 (1) 利用 


$= 


Cali = Pis s, B, =G, 
S, €, = iñ, ? oj, B, = 10 


Tah =G, Oah =- 


又 因 
H =(AE/4)(G,:G,)-( +h): H 
1 
= (AE/4)(o.0,, +O, too)"; (80 +830, ) 
得 
1 
Hy =(AE/4XA8 p- Añ, + %0) -7 B (a +82): %0 
-[a -2 48 7 Wd ja [aa tt 7 HA hya 
所 以 
1 
E =4AE/4-75 (8 +g,)u H 
AE 
Hv, = 本 [ap +a B, - ña,)+c(8az, + 有 ao -op,)] 
1 
+ 了 (8 = 82) H (sa —ca,B,) 
=[(AE/4)(2c—s) —(AE/2)xs]ña, 
+[(AE/4)(2s—c) + (AE/2)xc]o p 
=(AE/4)(Q2c/s—-2x-Dsña,+(AE/4)Os/c +2x—1) 
而 
J 2,1/2 
21s -2x22 Mtr) ir 


(-xiN1+ 212 


=AN1+ x? —x)+2x=25/c+2x 
所 以 
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Hy, =(AE/4)Q2J1+ x -Dy, 


=(AE/4)QV1+ x? -1) 


类 似 地 
E,=(-AE/A)(2N1+ x +1). 


E, =(4E/4)+ 8 pH. 


(2) 粒子 2 未 极 化 ， 处 于 混合 态 . 在 w, 思 .中 展开 ， 其 态 包 可 表示 为 
č, = ae, +bp, 


Rh, Jaf => b =>. 所 以 初始 时 刻 的 总 波 函数 
y (0) = aé = a (aq, +bp,) 


=a +b w b =V 


= qw, + bc, —bsu, 


式 中 

C +s = 一 | 1+ 一 一 一 =- | + 二 | 1 一 一 一 -|=1 

2 1+x) 2 VI+? 
因此 
ia jfr iB 
y=aye À +bey,e » -hsye 2 

利用 

Gu = G ,@%, 

ys = m,,(sña,+caAñ,)=—sBa, + cpa 

Gs = G, (sña, 一 sa, A, ) = _(cña, + sa, A, ) 
得 到 


RO= POO) 
=|af +o (ee "elspa + ca, 8,)—e ™s(cho, — sa, Ba) 


[e= esa, + co B,)+e tsc pa, + sa B, )) 
-了 + 让 -PY +4s’c oos| 0-8] 

z kaa jl rw 和 | 

Hyi (Ji =) 

(3) ERRIRE HAED», W>, A 
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AE -下 
4 


E, Lai - 1)-(AE/4)x2x= (e, -gi)/oH 


E, = 0H ~ -> (8 +82) H 


E, =- 全 [1+2 e -guH 


E, = AE + 


— M H - Z (a + guoH 
RO- 1 
X HAEl, M|x<1, 有 
| ~ E, ~ AE/4 
E, =E 2 I+ -1)~AE/2 
3~ AE/2 
P(t) ~1~sin?(AEt/2h) 
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题 4.89 一 氧 原子 处 于 “Ra 态 ， 总 角 动 量 沿 z 轴 ， 计 算 下 列 问题 的 结果 : (1) 发 现 电 
子 自 旋 向 下 的 概率 是 多 少 ? (2) 求 在 球 坐 标 下 , 单位 立体 角 发 现 电 子 的 概率 PO p) (与 径 向 
和 自 旋 无 关 ). (3) 沿 正 z 方 向 有 一 弱 磁 场 . 在 这 磁场 中 ， 原 子 的 有 效 磁 矩 是 多 少 ? (4) 从 初 
态 开 始 ， 逐 步 加 强 磁 场 直到 由 磁场 产生 的 能 级 移动 远大 于 精细 结构 . 终 态 轨道 和 自 旋 量子 
数 是 多 少 (假设 Hamilton 量 关 于 磁场 是 线性 的 )? 终 态 的 有 效 磁 矩 是 多 少 ? 
解 (1) 由 题 所 给 条 件 可 知 
I=|, s= 


从 耦合 表象 变 到 非 移 合 表象 


valia) Enae- oD 


SOR 
o 7 1)= Gy 


P0, pd = SORN + Kofod Q 


1 J= . 
2 


因此 


3 1 
P(0,é)=—| 2x—si 2042 os’ 0 |=— 
人力 = Al 8n m n 上 Ar 


(3) BAP J.J. 是 好 量子 数 ， 态 不 变 ， 有 效 磁 矩 是 
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-人 (3 2) 
#= 22122 


e /11 11 
=g 一 (二 ,二 | 了 | 一 ,二 
el elz >) 


g=1+ J(J +D-KI+]D+s(s+D _2 
2J(J +1) 3 


(4) WRR, RESALTA F A EDERA EA. 因此 可 忽略 后 者 . 
这 时 4 是 好 量子 数 . 与 磁场 有 关 的 Hamilton 量 为 


W=-⁄, .B-u-B= i +B 
2mc mc 
磁场 从 0 逐步 加 强 时 ， 态 一 直 保持 在 能 量 最 低 . 从 W 的 表达 式 可 知 ， 磁 场 变 为 强 场 后 ， 只 
有 /4 =-l, s, =-1/2 时 ， 能 量 才能 保持 最 低 ， 因 此 终 态 量 子 数 是 
I=1, L =-1, s=> l 


而 有 效 磁 第 是 
eh _ eh eh 


= J. + H = 一 一 -一 一 s. 
H= Hr + Ha 2mc 2mc me 


490 REREH M=ys (s=1/2) 在 外 磁场 中 的 (s) 


题 4.90 讨论 一 个 中 性 粒子 , 它 的 内 京 角 动 量 为 Vs(s+D , rh s=h/2. 即 它 是 一 个 
1/2 自 旋 的 粒子 . 假设 这 粒子 有 一 磁 矩 M = ys ， 其 中 y 是 一 常数 . 这 一 粒子 的 量子 力学 态 
可 以 用 自 旋 空间 来 描述 , CHERE 的 两 个 本 征 态 |+) 及 |-》 分 别 代表 其 自 旋 方向 平行 与 
REF a| Ense) tles] =- ). 在 :=0 时 ,系统 状态 为 |w)G=0)=|+). 这 
一 粒子 沿 y 轴 运 动 ， 通 过 一 沿 y 轴 方 向 的 均匀 磁场 = B,》. OONA £|) 表示 的 表 
达 式 是 什么 ? (2) (s), (s), (s) 作为 时 间 函 数 的 表达 式 . 

解 (1) 粒子 的 Hamilton 算 符 为 

H =-M -B =-ys,B 


在 (s?,s.) 表 象 中 ， smial 中 容易 求 出 s, 的 两 个 本 征 态 


2 i 
Bf) berla) 
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容易 看 出 


所 以 任何 一 粒子 态 可 以 表示 成 


,1 ilya 
lj =c, S, -区 ra s -2h)e xB 
1 
:= 0 时 ， vo)= s =3) 有 
1 1 1 
s -区 )-a Sy -iato 3y =) 
C=(8 =l; s. = 上 有 = Li 
”2 2 2 
e, =( $ -ln s= lp =--Li 
” 2 2 2 


k] 

“í 

lí 

l 
vie j= 
>t 
S 


~ 
° 
~ 


Em 


cos 372) 
h| cos 1 B sin 1 Bt 2 =LAcos( Bt) 
27 da Ct i > hcos(y 


LI 
> 
`— 4 


(sy)=0 ， 因 为 :=0 时 (s,)=0 ， 所 以 为 守恒 量 


人 -| 本- 吉村] 此 5 =) 


2\1 0 


t 


=al -sinf £va} E23] 1 | = hsin(yBr) 
—sin 778 
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491 磁 共 振 问 题 (1) 
题 4.91 一 个 自 旋 为 2 ， 磁 矩 为 A 的 粒子 处 于 磁场 下 中 


B= B,z + B, cosotx— B, sinoty 
这 常 在 磁 共 振 实 验 中 采用 . Biki- 0 时 粒子 自 旋 滑 + 轴 向 上 | wu =+ J, 求 在 上 > 0 时 发 现 
袜子 自 施 向 下 [m = -2) 的 概率 . 
# ”体系 的 Hamilton 量 为 


H=-1u0:B 
+ B B 
H =—h@,c, -ħa [< | 
而 体系 的 波 函 数 为 


a(t) 

pefe) 

b(t) 

Schrödinger 方程 论 ,|z) = H |t) ， 可 导出 a,b 的 方程 
l; = +iwa +i eb 


(1) 


b=-iob+ioe "a 


a = ei 
b= pea 
则 方程 (0 可 写成 . 
a =i nton g 
. (2) 
Biget roy 
Bia, 8 具有 如 下 形式 
g= Acato 
| 8 = Ae% 
AF, A, ARR, BH 
-24 +@+ N)A -aA =0 
3 
-QÁ + QA, =0 9 


方程 (3) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 为 零 ， 从 而 解 出 2 
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Q, = -a +2)+ ra +@/2 +0? 


所 以 的 一 般 形 式 为 


B= A,e + A, E 
由 方程 (2) 可 得 
a= + 二 em [i (-20, + oji [2,4 exp(iQ r) +Q_A, exp(iQ_t )] 
代入 初始 条 件 
OAL 1 _ a(0) _ a(0) 
e-o) lso, 
可 得 
T (QA, +G A)=1 
o 
A, +A, =0 
所 以 
A. = 一 和- = CHEPA — (2) 
s—— A 
2 (ay -012 +a 
b(t) = 67% B) =e W A, 
E ei = eian? .2i4， sin( (oo -ol 27 + or | 
= — ° s [ (a -0/27 + a?e) 
(@ -2/2) +@2 
所 求 概率 为 
2 
P=|[Z+|)| 
所 以 


2 ，2 | _ 2 2 
p=|b@) _ 9 sin (yo —@/2) +o t) 
VY@ -— o/2) + o 


492 MR u= oE TE T83 B =B, + Bc, t 3 BW BE] 89 38 e 


题 492 ”一 磁 矩 为 Ah= ce 的 自 旋 1/12 体 系 处 于 一 个 沿 z 轴 的 均匀 常 磁 场 B. 中 , 在 
0<1< 了 时 ， 加 入 一 个 沿 x 轴 的 均匀 常 磁场 脉 ， 此 时 ， 体 系 仍 处 于 一 个 常 磁场 中 ， 只 不 过 
大 小 不 同 ,方向 沿 z 轴 而 已 , 在 t=0 及 以 前 , 体系 处 于 m=1/2 态 ,mm 是 s 的 z 分 量 .(1) 在 
t=0' 时 , 体系 自 旋 沿 z 轴 的 投影 为 m'=+1/2 的 振幅 是 多 少 ? (2) 在 0<t< 了 时 , 关于 z' 轴 
的 能 量 本 征 态 如 何 随时 间 演 变 ? (3) 在 := 了 时 观察 到 体系 处 于 自 旋 态 m = -1/2 的 概率 由 是 
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多 少 (用 z 与 z 的 夹 角 0 和 频率 wo = 上 Bo A 3528283832 
解 (1) 在 s, 表象 中 ，s, 的 本 征 矢 为 


cos 8 一 Sin 8 
2 2 
. ; 0 
Sn 一 COS 一 
2 2 
分 别 对 应 于 本 征 值 *。 => ， 所 以 m -3 的 概率 幅 分 别 为 


(2) 在 0<t<T 时 的 Hamilton 量 为 
B, B 
H =-u-B =- (Bo, aa- J 


B, -B, 
0 , 
cos —sin— 
x, (0) = ; x.(0) = 
.9 
sin— cos— 
2 2 
B, 
0 = arctan BI Hx, (0) =+Ex, (0) 
0 


E=-jwBo/cos0=-1B, “B=. B +B? 
所 以 , #EO0<:<T HF, IEA x, (0) 随时 间 的 演变 为 


x, (t) = EFE y, (0) = etA y, (0) 


(3) 解法 一 
OE {1 iB AT BT 
C (T)=(0, De] |= : sa( 45 ETEF ]-isinosin 
Cd =a EE ya 1 


解法 二 


-[!]scos2. y 0-sin2. 
v0 (0]=eoss x. (0) sin x_(0) 


w (t) = x, (0) cosS em “一 X (0)sin asa m 


于 是 


0 
C (T)= B'y(T)= cos sin (ew _ enti) = isin@sin ma , 8 -| J 
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493 磁 共 振 问 题 (2) 


题 493 BE u= ur 的 自 施 1/2 RABA EMRA HeH, RARS +) 能 量 
为 hm ， 而 DELLI E 0，t=0 时 ， 该 系统 处 于 | 二) 态 ， 此 时 突然 加 一 磁场 
H(e cost +e sino). 忽略 弛 殉 效 应 ， 求 在 + 时 刻 自 旋 系统 的 能 量 ， 以 m 克 ， 


c=(+; -i)a 为 什么 该 自 旋 系统 能 量 不 守 便 ? 


解法 一 Hp (Ht) po (B+) -=p e a) 


Hea -H, 
系统 的 Schrödinger 方程 为 


Hr + hy 


8 
ih— =H 


à= i [Hoa + Hbe-io ] 


b=if[ Hae% ~ Hob] 


a= 4om|-ia 十 za) 
， 1 
b= Bel -ifo Hakl 


GEN +o)a+oB=0 
2 


a 


RAER, 得 


(0-3o +o ja+ or4=0 
2 
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N+ + O w 
=0 

@' 好 一 二 所 一 四 
所 以 

1 2 

N, = i, jo” fja + °) 

w(0)=(Ae-⁄2 + he Jon -22r }a +(Be-% + Be” )eo[ i: n 

式 中 


+(@ + /2 
B.,=-A, Ae ( — ) 


t=0BF, y=8. 所 以 
B +B,=1, A+A, =0 


o O 
Aar 45a 
-[2+(o+m/2]] (w+ /2)- Q 
及 = 一 -一 一， 六- 一 
22 22 


系统 能 量 E=(w|H|y) 


, ， + /12 ， 
yt) = -5 isin Rte% g + |- cos (2t + im 人) sin a eè? g 


H, He 
H=-y Fa -H, J 
@”H,-(eo+e,/2) H, -20'H (@ +0,12) 
一 一 一 一 一 


E=—u|—H, cos? Nt + 
I| ， L 


sin? a 
(w+ wo/2) to’ COs20 aig a'(o+ % 12) 
(o +o, 27 +o (o +a, /2) +0? 
能 量 随 t 变 化. 所 以 系统 能 量 不 守恒 . 就 自 旋 系 统 来 看 ， 它 并 不 是 孤立 系统 . 
解法 二 AE) =joo =2uHo, uHo=(1/2)ħo. 又 假设 LH =ħo ， 系 统 Hamilton 量 为 


=ho sin? 22t 


iont ly we ie 
H, He ”) al 2 0 


H=- -H =-0o -H =~ . = 
“ Pa -Ħ, 


ei -3% 


8 
iñ =H 
1 a v 
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1, 1 _ 
iå = -F700 -e` h 


ib = wea + zob 
a(0)=0, b(0)=1 
利用 Laplace 变换 方法 ， 得 
ipa(p)= -7a(p) —wb(p +i@,) 


ipb(p)= -op-im)+ 了 ECD) 


式 中 ， 以 f(p) 表示 f (O 的 Laplace 变换 . 
由 上 两 式 解 得 

a- 2—2 
P= Q pro, 12) + (2 

. 3 : 3.. 

_ ip+y@ _ , Pp- 7i% 

PDP) i YL G 

p-itm/2 iw, Q 


(p-i@ /2 +02 Q (p-iw, /2 +? 


RPF, =o +a. 得 


O. a 
alt) =i—- sin Rre? 
N 


b(t) = (os Nti 2 sin a) gea 


所 以 
| E()=(w|H|v) 
Co -iet 
一 一 we 
=-A(a'D, O 2 PA 
ge” x bt ) 
2 


= 了 hm bs Nt+ le +30 )sin? a 
考虑 到 以 1:=0 时 刻 |-1/2) 态 的 能 量 值 为 零点 ， 所 以 应 在 EQ) 表达 式 中 减 去 (41/2)hwo. 又 


ll _ l 0 2\0)_ 
< |= aa, of SAEZ 


T =o +Q = (uH h +o = HNR + 


A tit, 


所 以 


最 后 得 
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1 P +202 . 1 
E(t) = 5 hO, 已 428 十 = sin? a) -了 hO, 


2 
四 . 
= he sin? Nt 


2772 
cH hasin (Va +H TAR ) 


TPH + 40 o2 


494 中 子 束 相继 穿 过 两 个 方向 不 同 磁场 时 ， 自 旋 态 的 演化 


题 4.94 REN v 的 中 子 穿 过 区 域 (这 里 磁场 瑟 = Be, 到 达 区 域 (ID( 这 里 磁场 
B= Be,). 在 区 域 () 中 ， 中 子 束 完全 灌 +z 方 向 极 化 (1) 假定 一 给 定 的 粒子 在 != 0 时 刻 穿 
过 区 域 (0 到 区 域 (D，!> 0 时 该 粒子 的 自 旋 波 函数 是 什么 ?(2) 粒子 束 被 观察 在 +z ，+y 和 
+z 方 向 的 成 分 各 是 多 少 ? (3) 作为 实际 的 事件 , 为 使 上 述 描述 有 效 , 0D 和 (D 之 间 的 转换 必 
TERI | 
解 (1) 只 考虑 自 旋 波 函数 ， 则 相应 的 Schródinger 方程 为 
„0 
h x}=H]|x) 
H =-H: B =-u, B0, 
RE, m =-19103u 为 中 子 反常 磁 短 ， M=- ARRET, m ARTAR. 因此 
P 


d i : 
T” = A Bos [#2)= iw,o., |x) 


设 
内 =| 
a-l) 
则 
a= —i@,b a(0) =] 
| nam 
b=-iw,a b(0)=0 
由 此 解 得 
cos(@;t 
= ( ) 2 二 l|; t> 0 
~isin(w,t) h 


D BREl) 态 中 的 平均 ， 也 即 中 子 的 极 化 矢量 为 
P =(x|o |x) = (0,-sin 2@,t, cos 2@,t) 
司 见 ， 在 区 域 工 中 ， 中 子 自 旋 是 在 y-z 平 面 内 以 2w, 频率 绕 x 轴 正 向 旋转 着 . 


(3) 为 使 0 和 (2) 中 的 描述 有 效 ， 从 (0 到 (的 过 渡 所 花 的 时 间 必 须 满足 
2n h 


h ,|B 
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R B, ~10°Gs, T48 
t & 0.7us 


若 已 知人 射 中 子 的 动能 ， 就 可 由 此 计算 出 这 个 磁场 过 渡 区 域 的 宽度 上 限 . 
495 (Are ) 原 子 在 外 磁场 中 Hamilton 量 中 各 项 的 意义 


题 4.95 (¿e ) 原 子 (处 于 n=1，1=0 态 ) 在 外 磁场 中 的 Hamilton 量 是 


=aS, sts .B- dis, .B 
mc 


(1) 各 项 的 物理 意义 是 什么 ? 在 和 外 场 相互 作用 中 电 硕 上 主导 地 位 ? (2) 选 z 轴 沿 如 ,用 记号 
(F,M,), Boh F =S,+S,. 证 明 (1，+1) 是 总 的 本 征 态 并 给 出 其 本 征 值 . (3) 用 射频 场 可 引 
ESO, OKERE. 定性 描述 怎样 通过 观察 衰变 /+ o evy, 去 探测 到 这 个 了 迁 的 出 现 . 


R (1) H 中 的 第 一 项 是 4 子 与 ETRRATER, 后 两 项 分 别 表示 上 和 e 同 外 场 召 的 
磁 相 互 作用 . 其 中 Bs, -B 占 主 学 地 位 ， 因 为 m， m 

Q2) F=S, +S, 

H=La[F*- -852— s] 3。 -Bg 


m,e ” 


所 以 


Hü, D= ye (2- 2. 2), h g À pla, D 
21lC  2m,c 


=| Laz h gB- pla, D 
4 2mc 2m,c 


KTA, (L 0D 是 总 的 本 征 态 且 本 征 值 为 
r t 2 B- T 
(3) EE o evy, EALER TEB Ae 一 27 的 观察 而 观察 到 的 . 对 于 (1, D 态 ， 
ee 系统 的 总 角 动 量 为 !, 因而 不 能 衰变 成 27 (该 系统 的 总 角 动量 是 0. 对 于 (0, 0) 态 ,ere 
系统 的 总 角 动 量 为 0， 因 而 可 以 衰变 成 2y . MA, RWA -2y ， 也 即 探测 到 (ure-) 
系统 在 (0, 0) 态 下 进行 的 衰变 A 一 ervew ， 也 就 观察 到 了 A, D — (0, 0) KERF. 


B 
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5.1 速度 算 符 及 各 分 量 间 的 对 易 关 系 
题 5.1 质量 为 m ， 电 荷 为 4 的 非 相对 论 性 粒子 ， 在 电磁 场 中 运动 ，Hamilton 量 算 符 
为 
H == (s-44Y + gp 
式 中 ，4(r.D Mord 分 别 是 电磁 场 的 矢 势 和 标 势 ，p = - 访 Y 是 正则 动量 算 符 . 定义 速度 
算 符 
dr 1 
"=a lH] 
求 v 的 具体 表达 式 及 它 的 各 分 量 之 间 的 对 易 关 系 ， 并 给 出 | ww,xe | 的 值 
解 
1 I 2 
=> [A] (P -a4) ] 
由 于 r 5 AG) 395. 且 [%,py ]= 廊 6,s £ 


?= 二 (一 4) 
m 
另外 ,利用 
[p, FG)]=-BV F(r) 
可 有 
hq| ðA; QA 
ra iia C -中 
= aaa (Vx xA), = pB, 
或 者 
vxv=iñ-5B (D 


利用 式 (1)， 容 易 证 明 
[r ]= 访 -全 人 xB-Bxv) 


v, x, ]= a, 


第 5 章 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 问题 * 321: 


题 5.2 质量 为 m ， 电荷 为 q 的 非 相 对 性 粒子 ， 在 磁场 B=V x A 中 运动 ， 定 义 机 械 角 
动量 算 符 


L=mrxvy 
RP, ARRENE, HEZA. 
#@ Hamilton 量 算 符 为 
_ l 2_ 1 2 
好 = 人 qA) y my 


利用 
[pv] =i xB-Bxv) 
有 
多 = By) a) 
因为 
L= (xm m xr) 
所 以 


利用 式 (1) 和 他 =v， 有 
T=A[rx(vxB)-rx(Bxr)-(rxB)xr+(Bxy)xr] 
SF = (xB-Bxr) ， 则 有 


dL 1 
i ot -E xr) 
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题 5.3 在 非 相对 论 情况 下 ， 自 由 电子 的 磁 矩 为 上 ， 处 于 恒定 的 均匀 外 滋 场 中 , 间 ; 
(1) 系统 的 Hamilton 量 形式 如 何 (EL B= B.a,)? (2) 如 果 在 y 方 向 再 加 一 个 磁场 B, ， 则 系 


统 的 Hamilton 量 形式 又 如 何 ?(3) 设 改 为 一 般 磁场， 确定 算 符 已/ 的 形式 
解 (1) 系统 的 Hamilton EA 


H=- (p+eA)- u, :B 
m 


py 
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RP, a =-= s. 因为 有 = Be ， 可 取 规 范 和 = -Byex ， 则 有 
H -ps eB, y’ += (i+ p)+ 2 有 cr: 
(2) 在 本 问 中 ,可 取 和 =-(B.ye, + B,xe,), 于 是 有 
B=VxA=B,e,+B.e, 
H=- (p, -eB,y} + p+ (P, -eB x) + ZË (Bo, +B.) 
2m 2m 2m 2m 


G) 在 一 般 情 况 下 
H = (p+eA) -1B 
2m 


_ 1fen i B 
di zien] 2) [cecoopoj] 
b 2 
(2) e, Bs EAA 


2m 


2 
eh \ a e 
-A2) 2ig ye, Bgo, = Bx# 
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题 5.4 质量 为 hk ， 电 荷 为 4 的 粒子 ， 在 沿 着 z 轴 方 向 的 均匀 磁场 的 作用 下 ， 在 *y 平 

面 上 和 运动， 定义 轨道 中 心算 符 
x= x+-vj, x= y+-1Ly, 
Oo @ 

式 中 ，w=4B/4 ， 说 明 和 ,yo 的 经 典 意义 ， 并 证 明 它们 是 运动 常数 . 

解 ” 在 经 典 力学 中 ,粒子 受到 Lorentz 力 的 作用 ， 将 作 匀 速 圆周 运动 . 设 轨道 中 心 为 
n(x0,30) ， 则 胃 道 半径 为 jr -| ， 角 速度 和 速度 分 别 为 

@ = (0,0,—@), v=@x(r -nn) 


因此 
v, =0 (z — zo) @,(y — y.) =O- Y) 


V, =@,(x— xo) — @,(Z — Z) =—@(x— x) 
将 " 换 成 算 符 ， sipu Aa 心 的 构造 式 可 由 Lorentz 力 等 于 向 心力 得 出 . 由 于 
3 2, * 0, =i p „Ho 
P] [> x] , |>, |= [y.v.]= [v n, Janae P 
d 
Sripat) 
因此 f 


第 5 章 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 问题 * 323 . 


1 1 1 ih 
[x>] = [y]-_ Pv] [oy] = -a 


= y+ — 
a a ode =» +y CP), (Bx»),) 


dt dt o dt 
由 此 从 以 上 三 式 可 知 ， 罗 道中 心算 符 ， 为 ， 为 为 运动 常数 (守恒 量 )， 这 与 经 典 力 学 一 
致 ; 为 与 为 不 对 易 ， 不 能 同时 到 确定 值 , 由 不 确定 性 关系 


AA.AB> [2.3] 


h. QL =u, -T(xB) =v,-v,=0 


可 知 
h 


h 
.Ayy=— = 
No Vol lB 


在 经 典 力学 中 ， 轨 道中 心 当然 是 可 以 精确 确定 的 . 


55 带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 的 轨道 中 心算 符 和 轨道 半径 的 本 征 值 谱 

题 5.5 求 均匀 磁场 B(0,0,8) 中 运动 的 带电 为 9 粒子， 其 在 xy 平面 作 图 周 运动 时 ， 轨 
EROARE MIERE o = 上 -rf =+ AAE. 

解 PE 5.4 结果 可 得 下 述 对 易 关系 


[Le 区 加- 
由 于 
2_ YY hB. 
P =t [n] = 
< 
Q= tv, — HY; 
VABlal VABlq| 
则 
i gqg>0 
oa <0 
且 有 


2 È 


pP =a Q? + p°), 4 二 一 


解 出 p? 的 本 征 值 为 
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P=a ntD), n=0,1,,--. 


同样 的 ， 由 
ih 
T; = X) + yo» [y] 
有 站 的 本 征 值 为 
(r7), =P 2k+D, k=0,1,2,-.. 
H+ 
2 2 
2 = H , 2 = — —Q 一 一 了 
P Fpa pe po 
式 中 
2 
p q 
H =H-—, a =-= 0 
j 2u lal 
则 有 
k=nt+m 
lal 


56 电荷 密度 和 电流 密度 算 符 
题 56 已 知 质量 为 m 、 电 荷 为 4 的 粒子 处 于 态 w(r) 时 ， 其 电荷 密度 和 电流 密 记分 别 
APEWE), j=- yvy- y]. 间 如 何 引 入 电荷 密度 和 电流 密度 算 符 ? 
解释 这 两 个 算 符 的 物理 意义 ， 并 证 明 它们 的 平均 值 就 是 这 里 的 表达 式 . | 
E ”在 量子 力学 中 , “带电 粒子 ”是 当 作 点 电荷 对 待 的 ， 因 此 ， 当 粒子 位 置 是 r BF, r 
处 的 电荷 密度 为 
p(r')=qó(r —r') 
此 即 定义 为 电荷 密度 算 符 , 若 粒子 处 于 yw(r) 所 描述 的 状态 , 则 粒子 在 > 附近 dz 体积 元 中 出 
现 的 概率 为 y (r)y(r)dr ， 由 此 造成 x' 处 的 平均 电荷 密度 为 
(p0)= fy gsr -rr = e Wwe) = pG") 
在 经 典 物理 学 中 ， 电 流 密度 /为 
7=mm= 二 pp 
换 成 量子 力学 算 符 ， 并 使 其 成 为 Hermite 算 符 ， 即 得 
j -元 (op +pp) = 过 [sc -r')p + pó(r -r')] 
当 粒 子 处 于 w(x) RE, r 处 的 平均 电流 密度 为 
GEJ- [e err ) p+ po(r-r) yr)ar 
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- -24 fw sr -rv +Ver -r)]y(r)ar 


-Pay e ve -vv (n) 


5.7 带电 粕 子 在 均匀 磁场 及 三 维 各 向 同性 谱 振 子 执 场 中 的 能 谱 


题 5.7 设 带电 粒子 在 均匀 磁场 召 及 三 维 各 向 同性 谐振 子 场 Y(r) = T ar 中 运动 ， 求 


能 谱 公式 ， 
解 在 直角 坐标 系 中 求解 ， 取 B= Be, ; 矢 势 4= 了 (Bxr)=2(- -Bye, + Bxe,) ， 为 对 称 


规范 ， 则 体系 的 Hamilton 算 符 为 


2 
qB qB 2| 1 22 
n-il(p 2) (ww + ede 


2 2p2 
=P -957 L2 + ytor 
2u 2u ° 8 2 
=H +H, -øL 
AF 
> . 
1 l 2. 2 Í 2 2 2 .2 qB 
H =224 Co 2 H, =— (p + py) +H tox + y“), @=— 
57a 200 ， 2 2y P py z 9 2 


H, 为 沿 z 轴 方向 运动 的 一 维 谐振 子 的 Hamilton 量 ， 其 本 征 值 为 
E, -fx + IJa k =0,1,2, > 


H, xy 平面 上 的 二 维 各 向 同性 谐振 子 的 Hamilton 量 ， 其 本 征 值 为 
E I =Qn+1+|m)ña”?, n=0,12,.. — m=0,+1,+2,-.. 


w= (Q? + @2yU2 
L, 的 本 征 值 为 mh ，m =0,+1,+2,… f f 
由 于 {有 81,12,} 相 互 独立 ， 相 互 对 易 ， 它 们 构成 了 体系 的 一 个 力学 量 完全 集 ， 故 体系 


能 谱 为 
Einm=(k+1/2ho +(2n+1+ [nhio -mho 


5.8 限制 在 圆周 上 的 带电 粒子 处 于 磁场 中 时 的 能 级 


题 5.8 一 个 质量 为 m 、 电 荷 为 9 的 粒子 被 束缚 在 半径 为 R 的 圆周 上 运动 ， 讨 论 下 述 
几 种 情况 的 能 级 ，(1) 粒子 的 运动 是 非 相对 论 的 ; (2) 在 与 赔 周 垂直 的 方向 上 有 一 个 均 义 
的 磁场 妃 ; (3) 穿 过 贺 面 的 磁 通 量 与 2) 相同 ， 但 磁 通 被 束缚 在 半径 为 b(b < R) 的 螺 线 管内 ， 
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2 
(4) enmia temem Ezta), 


解 (1) 体系 的 Hamilton 量 可 写 为 
H=_ D, I=mR 
27 
相应 的 本 征 值 、 本 征 态 为 
n2n2 1 gp 
三 一 7 = 9 =0,+1,+2,…… 
nT mR v, (9) Lr n=0,41,+2 


(2) 解法 一 ”在 直角 坐标 系 中 求解， A 则 有 


L R-Br 4 E a 
2mR 2m 8m 


1 z BR Y 
2mR|* 2 


2 
E= (m-2), n=0,41,+2,-,  Ø=nBR 
m 


H=- 44) = 


进一步 得 


相应 的 本 征 态 为 


v,(0)= kal 
解法 二 ”粒子 在 圆周 上 运动 ， 可 取 4= To, ， 则 体系 的 Schrödinger 方程 为 


s= (p-qAYy = By 
m 
Emy -yop(i4 | ` Aas) ， 可 有 


P 
—w =E 
m 二 y’ 


由 于 粒子 被 束缚 在 >= 尺 的 圆 上 ， 所 以 
w(0)= w Oid F. A. | cy Oei a Irae 


采用 柱 坐 标 系 ， 有 
z £] vo- Ew'(0) 


所 以 
p~e, cl 为 常数 


w(0) ~ exp ffe straw Jo) 
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2 
E= 


由 周期 性 条 件 w(9) = w(9+ 2m) ,可 得 
É + O), 2m=2n ”nn 为 整数 


_h c? 
2mR2 1 


所 以 
gR „gR BR qBR2 
=n- ` A(R)= n —- <. 
asn- pAn 2 S A 
2 232 2 2 
2mR 2h 2mR 2nh 
n=0,+1,+2,.…, OHRA 


(3) 磁场 被 限制 在 螺 线 管内 , 在 管 外 (包括 粒子 运动 的 贺 环 上 ) 磁 场 为 零 , 但 矢 势 4 不 为 
F, ANRA 


体系 的 Hamilton 其 可 写 为 
1 1 „ô ? KR (3 iag 
H=— (P, -qA)=— | in _ =- 2 1P 
2m 9 qA) zl Pag aak) e A 


能 量 本 征 态 方程 为 


-4 -2 y(0) = Ey (0) 


DO 2ah 
作 规范 变换 y(9) >y(9)， 则 
Y=)erp [222 voe- 0 | 
式 中 ， x(0)= 2. 则 y(6) 满 足下 列 方程 


K 
C 2mR Zv 


(0) = Ew(@) 


其 解 为 
w0) ~e"? H E =n'“h2 /2mR2 
而 
L oxpfino 41222 
w0) = Z=es[iso +i 2 J 
由 周期 性 条 件 w(9+2x)=w(9) ， 可 得 


w+ n=0,+1,+2,.… 
2xh 


因此 


“252 2 2 
E LA h [ 8) ; n = 0,+1,+2,--. 
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(4) 在 静电 场 作 用 下 ， 定 态 Schrödinger 方程 为 
- a 
-—— —  -qREcos@ |y = zy 


ERRERA, VO 只 有 在 9 很 小 处 不 为 零 ， 故 可 做 近似 cos9 =1- 了 99， 代 人 上 式 ， 从 而 
得 到 定 态 Schrödinger 方程 为 
K d? 


l 
-— +L qRE0) |w =(s+gRE 
E d 29 y (z + 2RE)v 


= [n +]to aga, © = (qÉ! mR}? 


59 磁 通 量 量子 化 
题 5.9 采用 柱 面 坐标 (p,9,z) ， 设 磁场 召 仅 存在 于 很 小 的 柱 形 区 域 p<& 内 ， 通 量 为 
多 ，p >a 处 无 磁场 . 令 a 一 0， 但 保持 通 量 不 变 . (1) 证 明 矢 势 可 以 表示 为 
A=Vf, f= 二 Dp (D) 
(2) 讨论 机 械 角 动量 工 = Ar xv), 的 本 征 值 ， 导 出 磁 通 量 量子 化 . 


R (D 当 矢 势 4 取 为 式 (0 时 ， 在 2#0 处 ， 显 然 有 
B=VxAÀA=VxVf =0 


梯度 算 符 的 柱 坐 标 表示 式 为 


对 于 任何 一 个 垂直 于 z Bh09BDERRES , E f 
FPB -as =fh(vxA)-ds -f4 a= fE- pip =o 


P 为 磁 通 量 , 可 见 表示 式 (1) 是 正确 的 . 
(2) 位 置 矢量 r 的 柱 坐 标 表示 式 为 
r=ppt 
因此 
rx => @(Ó xé + 二 ex 人)= 二 op] 


机 械 角 动量 的 z 分 量 为 
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L = u(r xv) -rx(p-24] =L, -4(rxA), =—h—-—— 
: c 


只 需要 波 函 数 满足 周期 性 条 件 
y(p.p,z)=y (Pp,9+27,7) 
即 可 保证 工 为 Hermite 算 符 ， 从 而 求 得 五 的 本 征 值 为 
L, =mh- 4 @, m=0,+1,+2,--. D 
nc 
但 如 何 选择 P 一 0 处 ，%=0 ， 因 pz0 处 磁场 为 0， 粒子 的 运动 应 该 不 受 场 的 影响 ， 工 的 
本 征 值 谱 应 和 五 的 相同 ， 由 此 可 知道 式 (2) 中 第 二 项 为 的 整数 倍 ， 即 


q? 0,+1,42,... 
2nhc 


这 就 是 磁 通 量 的 量子 化 . 


5.10 对称 规范 与 不 对 称 规 范 
88 5.10 沿 着 z 轴 的 均匀 磁场 B(0,0, B) 可 选择 规范 为 
对 称 规范 4-5B <r=[-2 250) 


不 对 称 规 范 A, = (—By,0,0), A, = (0, Bx,0) 
证 明 (1) 4 规范 下 的 波 函 数 w(r) 变换 到 A ,42 规范 下 就 是 
ig 


= _igB = iaB 
| Ey], vr) voel E | 


D EOR P KEES, MnO E p, +E y 的 本 征 态 
证 明 (1) 电磁 场 具 有 规范 不 变性 ， 即 在 下 述 变换 
4 一 4=4+VAr1， pF -pif 
此 时 五 与 吾 保持 不 变 ， 若 在 量力 力学 中 进一步 要 求 Schrödinger 方程 具有 规范 不 变性 ， 则 
yy = voxli sen] 


不 难看 出 ， 对 称 与 不 对 称 规范 之 间 相 当 于 作 了 下 述 规范 变换 
A A, = À + Vf. 


式 中 
所 以 


2hc YSI 
(2) # p.w(r)= py(r) ， 则 有 


v) =yir)exp] -E | novno 88 | 
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B 
p. (r) = Q - T >) yir) 
c 
可 有 
B 
(2 + y) @)=py (r) 


My) Èp, Ey 的 本 征 态 . 


5.11 Pauli 提出 的 全 面 地 反映 电子 在 电磁 场 中 的 运动 的 Hamilton 量 


题 5.11 对 于 电磁 场 中 的 电子 ，Pauf 提出 的 Hamilton 量 的 形式 为 
H =z- P +A -ep (D 


斌 说明 式 (1) 全 面 地 反映 电子 在 电磁 场 中 运动 


解 G {p+ eA)| LAPAN = (ó, tieI, A7 =? +i. (yxy) 


因为 ?xy = ih B, 所 以 有 
A 


H= (pteA) +} 0-B-ep 
2⁄4 2u 


1 
=— (Pp +eA” - u, :B -ep 
2u 


式 中 


为 自 旋 磁 算 ,~ 上 :至 一 项 代表 电子 自 旋 磁 矩 和 磁场 的 相互 作用 . 故 式 (1) 较 为 全 面 的 反映 了 
电子 在 电磁 场 中 的 运动 . 


5.12 带电 粒子 受 均匀 电场 作用 时 的 含 时 Schrödinger 方程 


题 5.12 电荷 为 g REX m 的 粒子 受到 均匀 静电 场 的 作用 . (1) 写 出 这 个 系统 的 含 
时 Schrödinger 方程 . (2) 证 明 当 粒 子 处 于 任意 态 w(r, 四 时 , 坐标 算 符 的 期 望 值 满足 牛顿 第 二 
定律 . (3) 可 以 证 明 ， 这 一 结果 在 还 有 一 个 均匀 静 磁 场 存 在 的 情况 下 也 是 正确 的 . 这 一 结论 
在 质谱 仪 ， 粒 子 加速 器 等 仪器 的 设计 中 有 用 吗 ? 试 解释 之 . 


.OW P, 
1 PY _h yB. 
解 0) ih ət am Ya ry 
dr) 1 A|. P (p) 
2 Se) lC pll, P Pr 名 
2 a aa] T 4 r| m 
d(p) 
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所 以 
人们 = 人 
O 这 一 结果 使 我 们 在 计算 仪器 中 带电 粒子 的 运动 轨迹 时 ， 可 以 直接 用 经 典 力学 加 以 
处 理 ， | 


5.13 ”处 于 均 久 磁场 中 无 自 旋 带 电 粒 子 的 能 级 


题 5.13 一 个 处 于 磁场 B=Vx4 中 的 无 自 旋 带 电 粒 子 的 Hamilton 量 为 
2 
= 二 Pa 
2m c 
AF, p=(PoPp pp) 是 粒子 位 置 r HADE. 设 A4=-Bye: ， 对 应 着 一 个 均匀 磁场 


8= Be:.(1) 证 明 p, 和 p, 是 运动 恒 量 . (2) 求 该 体系 的 能 极 . 
解 ” 该 带电 粒子 的 Hamilton 量 为 


(D HRH 中 不 显 含 + 和 z ， 根 据 量子 力学 基本 对 易 关 系 
[Dx p; ]= ñas, [p p, ]=0 
容易 看 出 
[p.,8]=0, [p.,8]=0 
这 就 证 明了 pop WEARER. 
D REO, TUR{H, pop 作为 力学 量 完全 集 ， 相 应 的 本 征 序数 可 表 成 (注意 此 处 
及 下 面 的 p,,p, 已 是 常数 而 非 算 符 ) 
w(x, y, z) = ey) 


其 中 ty) 满足 方程 
1 BY p, 
[Ce -À 可 -ao 
即 
2 2 
_# C$ mfeB Pe) glp P 
2m Tem) GoL [z zJ, 


这 是 平衡 点 位 于 yo =—cp, 1 eB, ,自然 频率 为 w=eBo ! mc 的 一 维 谐振 子 所 满足 的 能 量 本 征 方 
程 根据 谐振 子 的 结果 ， 可 知 能 量 本 征 值 由 下 式 确定 


2 
z- E= [a+ j2, n=0,1,2,... 
2m 2) me 


于 是 ， 该 体系 能 级 为 
2 
E -全 + h. n=0,1,2,--. 
2m mc 
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5.14 带电 粒子 在 恒定 相互 垂直 电磁 场 中 运动 
题 5.14 一 个 质量 为 m 、 电 荷 为 q 的 点 粒子 在 恒定 的 相互 垂直 的 磁场 B= B02 和 电场 


E = EEZ. (1) 解 出 整个 能 谱 . (2) REFERS PREV 的 期 待 值 . 
解 (1) 取 规 范 使 4= B,x9, P=- , 则 


2 
n= [°A] +gp=— Pap -2B +P? |-qEx 
2 c 2m c 


m 
HH 中 不 含有 了 和 z , P. P.E H HR, AER, 在 式 中 可 以 直接 用 本 征 值 代替 , 将 
Hamilton 量 理 为 


H= P44 B; _ cP, cmbEo 
1 52 me E) cPE 
2m 2B B, 
2E? cPE, 
=l 2 8 ui +— Lp re Eo _ Sy" 
2m 2m 2B B, 
cP, me Eo E 4 
AF, R=P, = < 为 一 对 新 的 共 轿 变量 ，w= 一 ,将 瑟 的 表达 式 同 
o 


HER TEE eR, n Tan H 的 本 征 值 为 


E PPE a an 
š 2) 2m’: 2B B, 


由 于 其 中 含有 P. 和 P, ， 因 此 简 并 度 是 无 穷 的 . 
(2) 按 题 意 ， 零 动量 状态 是 指 和 只 的 本 征 值 为 零 ，P, 的 期 待 值 为 零 的 状态 . 由 速度 


的 定义 ，V -二 Pan 一 二 (P44]， 所 求 V 期 入 人 
(7)-( 人 OE 


qB, qB; + (83 


_ ch, 
= B, y 
B ; . 
n 4 p 5.15 中 子 的 旋 量 干涉 
2 
5 【 题 5.15 一 单 色 中 子 东 (=0.1445nm ) 在 干涉 仪 的 4 点 


RE Bragg 反射 分 成 两 束 ， 然 后 (经 过 另 一 次 反射 ) 又 汇 交 于 点 
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D. 其 中 一 东 穿 过 一 磁场 强度 为 B 的 横向 磁场 区 域 . 经 过 的 距离 为 1( 题 图 5.15). 假定 从 4 
六 除 可 郊 有 天 人 完全 村 在 中 子 极 化 方向 平行 或 反 平行 于 磁场 情况 下 ， 找 
出 点 强度 依赖 于 B ，! ， 及 中 子 波长 的 明显 表达 式 . 

解 RNE SHE, 在 磁场 区 域内 ， 、 对 于 不 带电 荷 的 中 子 ， 有 


-Éy uo- sy- Ey 
Ë B 为 均匀 恒定 的 ， 则 有 | 
w(r,1) = exp HË a) - 可 Vh), t AARG, hA HRR 
ROSPO) yw(r,),v(s,) 分 别 表示 ww 空间 部 分 与 自 旋 部 分 ， 则 有 
W(t)= EE s) iro ; 自由 粒子 波 函 数 


w(s,1)= apli HG B(t -t ) W(s,L.) 


干涉 是 由 于 磁场 使 自 旋 波 函 数 改 变 引起 的 . 
由 Ww(r, 四 为 自由 粒 子 波 函数 ， 可 得 


v hk 
Paala m lysa) = epli 


所 以 在 DD 点 产生 的 干涉 强度 正比 于 
[er Dy ent rpe] 


Fl 


Ww(s,t)= epli aB ves) 


2 
ayps, D +s, 串 = w'2(s,) ty sn) 


exi a B|- os EMA B +ig sin TAg | 


K o 与 B 同 向 或 反 向 假定 ， 有 
lw ?8,10) + (sn y -0 +cos 


2 
pe B) + sin? 24 2mëmlA o oo 


2 nymAB 
> 


所 以 点 干涉 强度 cor E, y ARERR, 
u <0. 


5.16 Aharonov-Bohm 效应 


题 5.16 考虑 一 个 无 限 长 的 螺 线 管 , 其 中 通 有 电流 7 , 结 
果 在 螺 线 管内 产生 了 一 个 均匀 恒定 的 磁场. 假设 在 螺 线 管 外 题 图 5.16 
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的 区 域 中 , 电荷 为 、 质 量 为 m 的 粒子 的 运动 可 以 用 Schrödinger 方程 描述 . 假定 对 于 I=0 ， 
方程 的 解 由 下 式 给 出 

y(x,t)=6™ y(x) 
(1) 对 7Tz=0 情 况 写 出 并 解 螺 线 管 外 区 域 中 的 Schrödinger 方程 . (2) 考虑 一 个 为 上 述 粒子 准 
备 的 双 链 衍射 实验 ( 题 图 5.16 R), BERERE d 远大 于 媒 线 管 直径 . 计算 由 于 1z0 的 
螺 线 管 的 存在 而 使 衍射 图 像 在 屏 上 产生 的 移动 AS. BEISA. (提示 yæt)= 


yix, Dy, (x), HP (v -i# AG] - (x)= 0). 
解 O EË P — p- SA ， 即 可 由 无 电磁 场 情况 下 的 Schródiriger 方程 


ZG, t) = 去 P voye t), h=1 
得 到 有 电磁 场 存在 的 Semödinger 方程 (最 小 电磁 耦合 原理 ) 
.0 Saif ee ` 
= iy ta) volen (1) 
(电磁 量 用 Gauss HA A=1, HFB =VxA=0 HEER, $ 
A | EA ar), h=1 
c . 
则 由 (1) 可 得 
wl, t)= [去 wojen 


由 题 意 可 知 I 
y(x, =w,(x,) =e y(x} 


y(x,t)= ep)enp (1f EA ar) 


(2) 由 题 设 条 件 可 知 属 Aharonov-Bohm 效应 问题 . 
未 加 电流 时 ， 对 屏 上 任 一 点 ， 其 概率 幅 了 为 
f=f.+f- 
RF, f. 、 焉 分别 表 示 上 下 孔 的 贡献 部 分 . 


加 上 电流 后 
f: = alif ÉA aJ. 


f'=eə[ "taa ]y 
式 中 ，c, 、c_ 分 别 表 示 积 分 路 径 是 由 在 螺 线 管 上 方 、 下 方 路 径 构成 的 . 所 以 
fff -op Z9 rali? ZEN - fear] ++, 


上 式 最 后 一 项 已 抽出 公共 的 相位 常数 ， 这 不 影响 对 干涉 图 形 的 讨论 . 其 中 中 4:dr 是 沿 任 


Wik hamapisqussin=s 


一 包 图 絮 线 管 的 回路 的 环 积分 (清道 时 针 方 向 ) 
fs4-a -2, 0D 为 磁 通 量 


所 以 引信 通 电 螺 线 管 后 相当 于 下 孔 对 于 屏 上 一 点 的 概率 振幅 页 献 一 个 位 相 因子 < ， 
仿 光学 中 杨 氏 干涉 公式 推导 ， 可 得 衍射 图 像 移动 A8 , Hl a 及 ! 交 AS ， 有 


45. = 红 ， 为 中 子 数 
a IB O aa 
cdk cd (2m, E, 


上 式 为 非 相 对 论 的 ，m 为 中 子 质量 . 


5.17 ”将 Bohr-Sommerfeld 关系 推广 应 用 到 有 电磁 场 存在 的 情况 
题 5.17 我 们 可 以 将 半 经 典 的 Bohr-Sommerfeld 关系 


fo- = (nt om 
其 中 积分 是 沿 一 封闭 的 轨道 ) 推 广 应 用 到 有 电磁 场 存在 的 情形 ,只 需 用 pe4/c 代 蔡 p. 
用 这 关系 及 关于 线 动 量 P 的 运动 方程 ， 推 导 一 半 经 典 电子 在 一 磁场 B 人 
对， 其 磁 通 量 的 量子 化 条 件 . 对 于 固体 中 的 电子 , 这 条 件 可 用 电子 轨道 在 空间 的 尺度 s 重 


新 加 以 描述 . 试 找 出 用 B 表达 的 5 的 量子 化 条 件 (忽略 自 旋 效应 ). 
解 在 电磁 场 存 在 情况 下 ， 正 则 动量 P 为 


P=p-<4 
其 中 p 为 机 械 动量 . 
由 推广 的 Bohr-Sommerfeld 条 件 ， 有 


fr-or -Pp-sa)ar= (nr jem 
for-s$a-ar= (nt)am 


HVxA=B, $A-dr =f (Vx4)-ds = | Bds = 及 电子 在 电磁 场 中 运动 的 经 典 方程 式 


d e dr 
| p=- xB, í 
TET 得 


p=-ŚrxB, WB EEA 

e e 3E aS- e 

fp-ar= $t p-as= | ex 本 了 =221 B dS =220 

Ta 
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0-£0= ja 
c 2 


| 3 
nt 一 
@ 2 
Xi p=hk=- rxB, 得 
c 
NAk = ear, Ar=- IA 
e 
所 以 轨道 在 上 空间 中 占 的 面积 8， 与 其 在 位 置 全 标 空 间 中 的 面 ZIRK 
hc 
A= (J s, 
e= [B.aa = Ë J fa. .dS, - [J BS, = tefa) 
B. e 2 
所 以 
Bengt), 此 处 只 计 5, 大 小 
hc 2 


5.18 规范 变换 对 波 函 数 的 影响 


题 548 “03 EE R T EBE H Hamilton E. 证 明 规范 变换 
AC) AG) + Vf) 等 价 于 波 孙 数 乘 上 因子 exp| -上 f(r) 这 个 结果 的 意义 是 什么 ? 考虑 


沿 z 轴 均匀 磁场 妃 的 情况 ， 证 明 能 级 可 写成 
E | J Ë a 
=| n+- |H +k? 


2m 
讨论 波 函 数 的 特点 (提示 “利用 规范 4. =-Hy, A, = A, =0). 
$ Hamilton 量 为 


1 
nozia] 
磁场 为 
H=VxA 

Schrödinger 方程 为 

l? -4 ytr)= Ey(r) 

2m c 
作 规 范 变换 


A(r) — A'(r)= A(r)+ Vf (r) 
与 此 同时 ， 作 相应 的 波 函 数 变换 
yr) >w'(r)= von | ro] 
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则 由 于 f 

Ë -ta'r = až re |p + V0) 一 tayo 
zox roe-s4 yo 
hc c 
2 . 2 
Ë -4 y'(r)= aso (2 -24] y(r) 
c hc c 
因此 可 得 


= = -EA J w'(r)= Ew'(r) 
这 表明 在 规范 变换 4 = A+Vf F, Schródinger 方程 不 变 ， 波 函数 仅 差 一 相 因子 ， 系 统 有 规 


范 不 变性 . 取 规 范 
A =-Hy, 4=4=0 


y z 
BJ H =V x A = He. Hamilton 量 成 为 
H= + S| + 下 二 天 
2m c 
因为 
[poH]=[p,h]=0 
WJ RS $En[ ION (pop oH) 相应 的 本 征 态 为 


i(p,z+p,2)/b 


w(x,y,z)=e z(y) 


Sep, Jen =-y N) EREA 


这 是 一 个 谐振 子 方程 ， 因 此 能 级 为 
2 
E= p [s pE 
2m 2J mc 


相应 波 函 煞 为 
i(p,x=p.z)ih 


ppa (x, y,z)= e Z, (y- x) 
H 
k Eo- yo) J| kla ——(y- >J 


能 量 公式 中 不 出 现 p, ( 取 值 范围 -% — co), 故 能 级 对 p, 为 无 穷 简 并 的 ,同时 对 p, 的 正 负 方 
向 也 是 简 并 的 . 


5.19 三 维 刚性 盒 中 电子 受 一 均匀 磁场 作用 时 的 能 级 


8549 设 定 出 一 个 装 在 方 盒 世 中 的 电子 的 能 级 及 其 简 并 度 和 相应 的 本 征 函 数 , 电子 
是 处 在 一 个 矢 势 为 
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A= Hoxe, 


的 电磁 场 中 ， 
解 由 最 小 电磁 砚 合 原理 ， 此 时 定 态 Schrödinger 方程 为 


由 A= Hoxe, ， 可 得 


a 
1 e 

nv- +p afz, - n 6) | 
2m c I 


故 可 取 鸽 ,PP 作为 力学 量 的 完全 集 ， 相 应 的 本 征 函 数 可 表 成 


i(p,y+p,z)/h 


y(x)=e Plx) 
AFP, p,p, 可 取 任 一 实数 值 . 
由 方程 (1) 及 yw 表达 式 可 得 


1 2 
= +p a(r, -Boxe b = Ey (x) 


2m 
或 
2 
1| ，fea c 1 , ) 
一 - To | | y- =Ey, |E +—p =E 
aee c ) x eh, p, Wo Wo 0 am 
所 以 
2 d m( Hey 
Camat t 2 me | 075) V = Ey 
Py 
RF, x zH, 


上 式 是 一 个 一 维 谐振 子 的 能 量 本 征 方程 , 其 自然 频率 为 m = 
处 . 所 以 其 能 量 本 征 值 为 


mc 


E =(n+1/2ħao n=0,1,2,... 


2 2 
E, =Po tt DA Pe mri) Reh n02 
2m mc 2m mc 


相应 本 征 函 数 为 


H 
Wro ~ an e-n) |z, | a w) 


所 以 能 级 为 
2 
E= Pi- (nrg 3 n=0,1,2,..… 
2m mc 


(1) 


He 平衡 位 置 在 x= 为 


由 于 能 级 中 无 p, 项 出 现 , E p, 可取 任意 实数 值 ， 所 以 能 级 是 无 限 简 并 . 与 能 级 相应 的 本 征 


函数 ( 定 态 的 ) 为 


BSE 带电 粒子 在 电磁 场 中 运动 问题 . 339. 


式 中 ，C, 是 归 一 化 常数 因子 ， 2 


5.20 导体 圆 环 处 于 磁场 中 ， 在 此 环 中 运动 电子 的 基态 与 外 磁场 的 关系 

题 5.20 ”考虑 一 个 由 细 导 线 组 成 的 半径 为 尺 的 圆 环 ( 题 图 5.20)， 与 环 面 垂直 的 均匀 恒 
定 磁 场 使 通过 环 的 磁 通 量 为 4. 设想 导线 只 有 一 个 电子 且 此 电子 可 沿 环 自由 移动 . 此 电子 
HERR yO 只 是 角度 9 的 函数 , 忽略 电子 自 旋 与 外 磁场 及 电子 自身 产生 的 磁场 之 间 的 一 
切 相互 作用 . (1) 在 上 述 近似 下 ， 此 电子 基态 能 量 如 何 赖 于 外 加 的 磁场 ? 推导 出 公式 并 且 面 
出 结果 的 简 图 . (2) 设想 起 先 在 有 磁 通 量 9 存 在 条 件 下 线 环 处 于 基态 ,然后 缓慢 地 去 掉 磁 场 . 
问 线 环 中 的 电流 是 多 少 ? (3) 假设 只 = 2cm,g=0.6Gs.cm2 ， 求 电流 是 多 少 安培 ? 


(a) (b) 
题 图 5.20 


解 (D 由 于 下 均匀 且 垂直 于 环 面 . 可 取 4=- 们 ee ， 在 题 设 条 件 下 电子 的 定 态 


Schrödinger 方程 为 
2 
二 [24 y=Ey ， 。 为 电子 电量 
m c 
fi =w'ep[ -三 4 ]， 由 上 方程 可 得 
1 2. 
m V -By 


由 于 题 设 电子 被 束缚 在 = 及 的 圈 上 ， 所 以 
y=¥y(0)= veié Í A. ar fev epli £ race | 
w'=w'(0) 

采用 柱 坐标 ， sihis) VO = Ey"(0) ,所 以 


R d0 
y'O, 6c 为 一 常数 
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y(0) ~ exp ffe +£ mw ol 
H 2 
= 
由 周期 性 边界 条 件 w (0)=y (6+2x) ， 可 得 


Ë +S A(8)| Cn- 2nn， 为 整数 


所 以 
eR BR eBR2 
-2 aR 一 一 .一 一 一 天 十 
a=" (人 
2 2 R 
E, = — We ("+ ep £) n=0,+1,z2,:-- 
2mR 2ch | 2mR 2zch 


,与 外 磁场 8 或 5 关系 是 抛物 线 型 关系 ( 题 图 5.20) 
由 于 为 整数 ， 所 以 基态 能 量 为 


2 25 32 
Eps = h (x22) 


2mR? 


式 中 ， “为 最 靠近 -< | 或 - ajoe 


(2) 在 题 设 条 件 下 ， 去 掉 磁 场 时 不 会 变 ， 波 函数 变 成 w -ce ， 此 时 电流 密度 
j -Z (y vy-wwy'), 


= (iniy Weg 
hn , 
=R Ve 
yB kit [vl dsann -1 +y = ce” N 
Sanm :2xR|o = 1, 上 =(2rRSasa y 
; h neh _ h 
“= Í J: dsaaga = =k Sag = E 28RSaam ) | Saam =a 


(由 于 线 很 细 ， 认 为 线 上 同一 截面 中 的 /相同 ) 
由 于 初始 处 于 基态 ， 天 为 最 小 ， 所 &n=-| 5 长 -| eó |-1 中 之 一 ([4] 表 不 大 
2nch 2nch 
于 4 的 最 大 整数 ) 
对 于 宏观 大 量子 数 情况 (本 题 (3) 即 属于 这 种 情况 ，nx £, 所 以 
Iu Eb 


4n? R2:mc 
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(3) 在 R=2cm , ġ=0.6Gs-cm° 时 ， 将 上 面 7 的 公式 化 成 SI 制 形式 
,eg ( 6x10” Ý x0.6x10* <10 


= = - A=1.1x10 "A 
42 R?me 4r? x (2x102) x0.9x10® 


521 时 间 反 演 不 变 时 ， 波 函数 的 时 间 反 演 形式 


题 5.21 (1) 假定 非 相对 论 量子 力学 在 时 间 反 演 下 不 变 , 导出 Schrödinger 波 函 数 的 时 
间 反 演 形 式 . (2) 一 个 自由 电子 ， 磁 矩 为 WK 处 于 沿 z 方 向 的 便 定 外 磁场 中 , 在 电子 的 参照 系 
中 量子 力学 Hamilton 量 形 式 如 何 ? ARA H.. (3) 假如 在 》 方 向 上 再 加 上 一 个 常 磁场 


局， 试 确定 这 时 算 符 SË 的 形式 
解 (1)- 访 YD)= Hy(D) ， 作 变换 1-- 后 


A = H(-)v (—t) 
即 
nêr ewen | 
WR H(-t = H(0) ， 则 Schrödinger 波动 方程 在 时 间 反 演 下 不 变 . 波 函 数 的 时 间 反 演 形 式 为 
w (Ct. 
(2) 在 电子 的 参照 系 中 


H=-gH#-H =-4, Zaa 


z z 


h 
O 现在 H = 一 (0.H, +0,H,) 


da 1 KP sN, 
E. aeai) [-0,f -0,$-0,2,0,H, +o, H,] 


1f eh Y. a; AL: 2 
-2 ) {i(o,H, -oH, )z igo.H.$+io,H,2] 
if eh Y 
-alae ° Mey" 
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题 5.22 一 个 粒子 质量 为 m , WEA, WREDEN s (s PYET AARRE 
为 wp= 585， 该 粒子 在 一 个 均匀 磁场 中 以 小 于 光速 c 的 速度 运动 (磁场 为 B). Q) 写 出 体 


系 的 Hamilton 量 CT = iB xr J . (2) 从 这 个 Hamilton 量 , 推导 线 


.342. R T J i 


动量 P 和 角 动 量 s 的 量子 力学 (Heisenberg) 运 动 方程 (在 此 非 相对 论 近 似 中 可 略 去 A 项 ). 
(3) 不 解 这 些 方程 ， 给 出 保持 螺旋 度 为 常数 的 8 常数 的 值 ( 螺旋 度 为 自 旋 在 动量 方向 的 投 
影 ) . (4) 下 列 粒 子 8 常数 的 实际 值 是 多 少 ? e,p.n,z. 

解 (1) Hamilton 量 为 ( 取 规 范 Y.4=0) 


2 2 
H=L p-2a) JB=- P-L AP+- 0 A 805.B 
2m c 2m mc 2mc 2mc 


(2) 按 题 设 ， 以 下 计算 中 略 去 A2 项 


dp 1 1 
=s. rr. j = 二 (8A)P 


dt c C mc 
Sl H]=H s, S p |- 82 Bxs 
dt ih iġ 2mc 2mc 


(3) PHASHA. 可 在 P ，s* 和 s, 的 共同 本 征 态 中 讨论 . 


r i 


A=1Bxr=-2B 2 
2 2 op 
sP. 
| -EAP | Ss Tp B 
mc 2 Fal 


Ë 84 p |=- sD g 


若 要 螺旋 度 为 常数 ， 即 |h, 日 ]=0 W g 必须 为 1. 
(4) 这 些 粒子 的 8 值 (实际 值 ) 如 下 
e p 

-2.0 5.6 -3.8 0 


523 ”中 子 干涉 问题 


题 523 有 一 台中 子 干涉 仪 ( 题 图 5.23), 其 分 束 器 和 反射 镜 是 用 同一 次 单 晶 制 成 的 ， 
() 改变 放 在 干涉 仪 的 一 辟 中 的 注塑 料 板 的 厚度 . 可 以 改变 
两 器 的 相对 位 相 ， 于 是 条 纹 发 生 移动 ， 简 要 定性 解释 相 移 的 
起 源 . O) 在 一 辟 中 垂直 于 中 子 束 加 上 一 很 均匀 的 党 磁场 ,这 
时 中 子 所 受 的 磁力 可 以 忽略 . 选择 磁场 的 强度 ， 使 中 子 的 自 
_ 旋 矢量 恰好 旋转 一 周 ， 发 现 两 中 子 束 的 相对 位 相 改 变 了 半 
周 ， 即 的 弧度 . 用 恰当 的 方程 说 明 为 什么 是 这 样 的 
解 〈D 当中 子 通过 薄 塑 料 板 时 ， 中 子 在 塑料 板 中 受到 
一 个 附加 势 的 作用 , 因而 动量 发 生 改 变 , 中 子 波 的 de Broglie 
BSa 波长 也 随 之 变化 所 以 ， 中 子 波 在 相同 厚度 的 塑料 板 和 真空 
中 传播 时 ， 位 相 的 改变 是 不 同 的 . BERE RRR 
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度 如 果 改 变 ， 也 就 改变 了 (从 同一 束 中 子 分 出 的 ) 两 束 中 子 波 通过 两 璧 时 的 相对 位 相 . 
(2) 由 于 中 子 有 反常 磁 矩 ， 可 记 为 Ap = -Jo . Schrödinger 方程 为 


P? 
= y = Ey 
2m, 


H PR00XF:R T-AMEJHB38 , HT8Rrh Tik A SEBJDRRRDLEIN BO 5 Sk, TE 
明 ( 求 解 上 述 一 维 方 阱 、 两 个 自 旋 分 量 的 Schrödinger 方程 )， 射 人 这 板 状 磁场 (正人 射 ) 的 波 
函数 y、 和 透 出 板 状 磁场 的 波 函 数 yi 之 间 用 如 下 么 正 变换 关系 相 联 系 
Wu = SOKA 
式 中 p= mrey ， 由 -2AF z Rameau 频率 ，z= mm, 是 中 子 通过 厚 为 的 板 状 磁场 的 时 
间 ，es 是 B 的 单位 方向 矢量 ,，k 是 人 射 中 子 的 波 数 . 
假定 中 子 进入 磁场 前 极 化 在 (9,9 ) 方 向 ， 即 极 化 矢量 
P=(y, lolw,)= [sin@cose,sin8sine,cos8) 
那么 w、 可 由 下 式 给 出 


infor 
AF, 0 是 同 磁场 方向 的 夹 角 . 选 eg =e, ， 则 
0 —i(e+p)/2 


erip12 0 cos e 
= _ kx 
Was -[ 0 aya = 8 kpn e 
sin >° f 
调整 8( 或 L) 使 p=2x， 则 中 子 极 化 矢量 在 透 出 磁场 时 已 施 进 了 一 周 , 但 这 时 
cos Oe-ion 
ws = M. : itx+n) 
singe” 2 

即 出 射 波 只 增加 了 位 相 ， 从 而 和 另 一 臂 (未 通过 磁场 ) 的 中 子 波 要 比 只 使 相对 位 相 改 变 了 

#7]. 


524 处 于 2p £S RT 3k, HL) 


题 5.24 (1) 一 个 所 原子 处 在 2p 态 ， 并 且 是 过 = 户 的 态 . 在 1= 0 时， 在 系统 上 加 上 强 
REX |B|: 方向 沿 z 轴 的 强 磁场 . 假定 电子 的 自 旋 效应 可 以 忽略 ， 计 算 L, 的 期 望 值 随 时 间 的 
变化 . (2) 所 加 的 磁场 需 多 强 才能 使 电子 自 旋 效 应 真正 被 名 略 ? 答案 用 标准 的 宏观 单位 表 


IR. (3) 如 果 加 上 的 磁场 极 弱 , 并 假定 :=0 时 , L, = +h,s, = za 而 磁场 仍 指向 z 轴 方向 . 概 
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述 这 种 情形 下 对 L, 的 期 户 值 随时 间 变化 的 计算 过 程 (不 需 作 全 部 计算 ,但 各 主要 步 贡 需 解 释 
WD. 

注意 ”在 本 题 中 ， 核 自 施 的 所 有 效应 均 可 忽略 

R (D 题 中 给 出 的 初始 条 件 写成 明确 表达 式 是 

y(n) = Ri(r)8(2.0) 

RF, @(6.0)=2 (Y +ga + V2) X L, =A RED: 

Eom, Zn T 8 Be |B| 89, FEE z Sir 938965, MAA Hamilton 量 
为 


_ P? eB eB 2 2 
H m Imo” + 8m,c2 e +y) 
考虑 到 在 一 般 的 强 磁场 B~10 ;Gs 下 ，B? 项 可 以 忽略 不 计 ， 所 以 重 写 Hamilton 量 为 
P e eB 


Schrödinger 方程 为 六 = Hy .方程 的 本 征 态 解 为 


Wam (r.t) = R, (rE n (0, gje Te 
eB 


于 是 可 得 方程 的 一 般 解 为 


WC:t) = >7a,w,,(ryexp É Fat 
考虑 到 初始 条 件 ， 则 系统 随时 间 变 化 的 波 函 数 为 


1 Eat] 1 ,Ent Eot 
LR ] e 82222). 2 exp (1 2 ) 


FE, LIBANA (eD D). 由 于 = 了 (Ls +L), B 


h ñ À 
LY, sgio LY, "ho L.Yo = 万 +Y) 
所 以 
eB 
L.(t) = (wr DJL lyr) =ħcos t 
2m,c 


D 所 渭 强 磁场 下 自 旋 效 应 可 以 不 加 考虑 ， 就 是 指 电子 在 磁场 中 附加 能 远大 于 自 旋 一 
轨道 看 合作 用 能 的 情形 ， 即 
. eh 

2m,c 


将 已 知 的 e ， 疡 ，m。，c 数值 代入 ,得 
B>10°Gs 


B> AE, wy ~103eV 
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所 以 ， 当 磁场 强 到 105Gs? 以 上 时 ， 电 子 的 自 旋 效 应 可 以 真正 不 予 考虑 . 
(3) 当 加 给 氢 原 子 系统 的 是 弱 和 磁场 时 ， 电 子 的 自 旋 效应 必须 考虑 . 这 时 计算 元 随时 间 


变化 的 期 望 值 的 主要 步骤 如 下 : 


G) 写 出 极 弱 磁场 下 系统 的 Hamilton 量 
r. e. en 
2 23 


2m, r 2mcr ani 
这 是 个 典型 的 反常 效应 问题 . 取 看 合 表象 . 在 计算 含 8 项 的 附加 能 全 可 近似 认为 此 表象 
对 之 是 对 角 的 . 
Gi) 写 出 符合 初始 条 件 = +h ， s,=+2 的 系统 随时 间 变 化 的 波 函 数 . 初始 条 件 为 
yo (r, S$)= R, [r)Ə(8, 0) 
式 中 ，@, 9, 分 别 是 在 (,L),(S”,5, RAP L AMS, =È 的 本 征 波 本 数 其 明确 表达 式 


为 


B ç 


z 


S.L)+> Z+ 


w (r.S)=R,(r)= (+a + DY) (a+) 


= Ay (Ka+ Yp +Y a+ B+ Ve + V7p) 
注意 
é. 3 3 一 =Ye 
f = a+ naa ó, 4 -点 a+ firabh, 3 =Y 
将 yo 转化 为 袁 合 表象 


wo (r, S=] + 365: + V3 i +ó, " 


RP Øm, BO J, ) 的 本 征 函数 . 这 里 能 级 为 Ey - 
体系 的 随时 间 变 化 的 波 函数 为 


w (r,S,t) = =Í O| fs Gp 


G) BEHA L, Wa 
(y(n,S, nly (r,s,) 


D Gs 为 磁 通 量 密度 单位 ，1Gs= 10"T. 
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525 不 带电 荷 磁 矩 为 天 粒子 被 约束 在 (-Z, 忆 的 无 限 深 势 阱 中 ， 在 x<0 区 加 磁 
场 Boe: ， 在 z>0 区 加 磁场 Boe, ， 求 能 量 本 征 态 及 能 级 方程 


题 5.25 FERRARA LREN y=- es 的 粒子 的 一 维 运动 粒子 被 约束 在 


无 限 深 方 势 阱 中 , 势 阱 从 xz= L 3483 x= L. 在 I 区 (x<0) 

有 z 方 向 的 均匀 磁场 B= Boe, ,在 工区 (xz>0) 有 同样 大 小 但 

指向 x 方向 的 均匀 , 磁场 B= Bue.. e, ，e, 是 x* 和 z 方 向 的 
h 


2 
单位 矢量 ( 题 图 5.25). (1) 在 弱 场 极限 B < 元 -人 +, 
i mih \ L 


用 微 扰 论 找 出 基态 的 能 量 和 波 函 数 ( 自 旋 和 空间 ) O) 现 考 
ERER, 找 出 在 1 区 满足 左 方 边 条 件 的 能 量 本 征 函数 光 . 
的 一 般 表达 式 (空间 和 自 旋 ) 同 理 求 荆 区 满足 右 方 边 条 件 的 能 量 本 征 函 数 W. (3) 求 出 决定 


能 量 本 征 值 E 的 方程 . 
解 (1) 无 磁场 时 万 = 已 0 ， 能 量 本 征 函 数 (空间 ) 为 


v= La (ir n=1,2,3,.… 


Ë 

Zo o 
À 
És = 


题 图 5.25 


2L 
hn? 
考虑 自 旋 ， 可 知 每 个 能 级 是 二 重 简 并 的 . ARA H = H + H' 
KoBoo,, —L<x<0 
re O<x<L 
0, 其 他 


ANR a = la) lL = al 为 基 矢 ， 则 


, , ° u B 
Hi, =(a|8'|u)= B, | y (a)y (x)= 


2 
, f , L 和 w B 
H, =H, =( |H |i) =B f, A (x) (x)dx = = ° 
, , ° , B 
H, =(|R l)=-B, | v: (x), (aw = ° 


由 det( H'— EW1)= 0 可 得 
(全 -me 六 HoBo -mp 上 QB o 
2 2 o: 4 


E” = + 万 JnBo 
基态 能 级 为 
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=m LB 
mE Je” 


由 (8'- ons) -(6) 可 求 得 基态 波 函 数 


P =a +b, =V; ol W (未 归 一 ) 


(2)I1 区 波 函 数 的 空间 部 分 为 
Asink(x+L)+ Bcosk(x+D),, —L<x<0 

W 0, x<—L 
由 波 函 数 连续 可 知 B=0， 再 考虑 自 旋 可 得 I 区 波 函 数 (~L 专 x0) 
0 27.2 
多 ua = sink (x+ of, ) E= a 


一 AR 


, 0 h?k2 
haamini, h E= Dm + 0B, 


同 理 ， 可 得 工区 的 能 量 本 征 函 数 为 (0 志 x 志 二 ) 
. 1 h° 2 
< sink- 1) E= 5 B, 


1 
Viat -abe-al E= A 


x> 工 时 ， 波 函数 为 零 . 
(3) 考虑 全 空间 能 量 本 征 函数 为 
Aw, + BH» —-L<x<0 
W, =43CWu + DW: 0<x<L 
0, 其 他 
Hyg = Eyg 


Rk? Rk 
Sm = B, |Aw, at + Dn +B, | By ts -L<x<0 


Hys = Rk? Ak 
(s -jcms + 本 + mB |Domy Ox<x<L 


0, 其 他 
式 中 ，x 的 区 间 与 前 相同 . 则 
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所 以 
k =kisk, k=k=k' 
考虑 波 函 数 在 x=0 连 续 ， 可 得 
Bsink'L) _ —CsinkL ~ Dsink'L 
ban )- Car DsinkL J 
考虑 波 函 数 的 导数 在 zx=0 连 续 ， 可 得 
Bk'coskL) _ ( CkcoskL + Dk'cosk'L 
P coskL J _ < coskL + Dk' cos A 
由 非 零 解 条 件 得 
0 sin kL sinkl sinkl 
sin kL 0 —sinkL sink'L |_ 
0 k'cosk'L —kcoskL —k'coskTl 
kcoskL 0 kcoskL —k'cosk'L 
sink 工 sinkL sink'L 
k'cosk'L —kcoskL -—k'cosk'L 
0 kcoskL —k'cosk'L 
sink’L sin kL sink'L 
0 —sinkL sink 工 
k'coskL —kcoskL —k'coskL 
—4kk'sinkL.sin k'L-coskL-cosk'L+ k'sin kLcosk'L- (-k'sin kL- cos k'L-— ksin k'L- cos kL) 
— ksin k'LcoskL(k'sinkLcosk'L + ksink'LcoskL) = 0 
4kk'sin kL -sin k'L - cos kL -cos k'L 
= (ksin kLcosk’L + ksin k'Lcos kL)? -ksin kLcosk'L— k'sink'LcoskL=0 


确定 能 量 本 征 值 E 的 方程 为 
27 2 27 12 
E=} k < mB =E k + Hobo 
ksin kL ook L= psin dL cos 


—sin kL: 


—kcoskL. =0 


526 带电 粒子 在 磁 通 为 的 长 螺 线 管 穿 过 半径 为 R 的 双环 中 运动 时 ,能 级 及 本 
征 函 数 


题 5.26 (1) 一 个 粒子 在 半径 为 尺 的 环 上 做 非 相对 论 性 运动 时 ( 题 图 5.26(a)), 其 能 量 本 
征 值 和 本 征 函 数 是 什么 ? (2) 当 上 题 的 环 变 为 (是 图 5.26(b)) 双 环 时 (每 一 环 的 半径 为 R)， 系 
统 的 能 量 本 征 值 及 本 征 函数 是 什么 ? G) 设 粒子 电量 为 9 ， 当 一 只 磁 通 为 盏 的 长 螺 线 管 穿 
过 (D 及 (2) 的 环 中 的 时 候 ( 题 图 5.26(c))， 这 两 个 系统 的 能 量 本 征 值 和 本 征 函 数 又 变 成 了 什 
Z? 假定 系统 无 电磁 辐射 . 
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D O © 


(a) 
题 图 5.26 


解 D 
2 
(rar rw (0)= Ey(0), 1=mR 


w,(@) -st 
al n=0,+1,+2,:-: 


(2) 


r. 
w(0+4xn)= v (0) 


ižo 


1 
(0) = ez, 
y NAT 
oR 


n=0,+1,+2,.… 


E, (@)=— 


G) H=—(p- qA(x)) = 一 一 F [va ») 
由 于 粒子 运动 区 域 里 五 =Vx4=0 ， 故 可 取 4=Vp. ETERA 人 = 4oep A =const . 
baa=[ A,RA0=22RA, =ó 


所 以 有 
a=-fe v| £0), e= f RIERA ANIA 
TR 2x 
-vig 
Hy = = at va) e 
-pi je 人 -这 Fa ovo) 
2m 


作 变换 
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y'(@)= oi je 
得 
-É E y'O =E O 
w (O) = f+ j o] 
K 
对 情况 (1 有 
w(B+2r) = capl i20 + zn) | (0 + 27) 
= capli + ， = 2IE je 十 >) 
qó |, , 2E 
=w(0)= cei (£ nh Pp j 
所 以 有 
3 _ 
2h i 
得 


2 2 
E, -4 本 ， 
27 2xh 


Io, 
0 = i. 
w,( ) Tn 
同 理 ， 以 情形 (2) 有 


2 
E 
2 2mxh 87 nh n=0,1,42,-- 
1 28 


2 


v O= TE ， 


n=0,+1,+2,:- 


第 6 章 定 态 近 似 问题 


6.1 用 微 扰 论 计算 精 球 状 刚性 势 阱 中 基态 能 量 修正 


题 6.1 (1) 证 明 在 通常 的 定 态 微 扰 论 中 , 如果 Hamilton EEJDLE JE H = H, + H' ,其 
中 Hot = 名， 则 能 量 的 修正 项 为 AEo = (h| H'A) (2) 对 于 一 个 球形 核 来 说 ， 可 以 假定 
核子 处 于 一 个 半径 为 R 的 球 对 称 势 阱 中 ， 势 由 
0, r<R 
Vep g oo, r>R 
给 出 . 相应 地 ， 对 发 生 微小 形变 的 核 ， 可 以 认为 核子 处 于 桥 球 状 势 轩 中， 势 壁 高 仍 为 无 限 ， 
即 


0， 在 碟 + + 之 内 


° ”其 外 
HP as Ra+28/3,b= R0-0/3), B. 8 <1. 利用 恰当 的 吾 1 和 (的 结果 ， 近 似 地 求 出 本 
球形 核 相 对 于 球 对 称 核 基态 能 量 的 变化 (提示 “ 作 变 量 代 换 ， 化 成 球形 势 阱 计算 )， 
解 (1) 且 不 管 归 一 化 ， 将 微 扰 后 波 函数 写成 
lo) taltta 
4 为 小 量 ， 互 "相对 五 来 说 也 是 小 量 . 在 Schrödinger 方程 中 
(H'+ Hoho) talh) t+ 4, |ó) +: 
= (Eg +AE0|6)+4A|ó)+--+4|6,) +.) 
只 保留 一 级 小 量 ， 则 得 到 
H'|go)+ H, Q|) +: + 4,|6,) +: 
=AEo|go)+ EAA) tet Anl 
且 左 矢 (和 %| 乘 方程 两 端 ， 利 用 和 6 的 正 交 归 一 性 ， 就 得 到 AE =(h|H'lh). 
(2) 问题 是 要 求解 定 态 问 题 


H=- yay 
2m 
式 中 
,| £= > + 扎 =1 之 内 
° ”其 外 


作 变 量 代 换 ， xz y= z= 和 6 ， 则 原 椭 球 边界 成 为 ? +7 +6? =R 
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a= ° o S 
3x? E tz 


一 一 十 一 一 一 地 十 一 -一 
2m p? DE? b? 8 a ac? 


fo 0 | 0 Sa) 
2ml 02 dm 806? 982 On ae? 


Ë ye Pe > +10 3 2 
2m 0 Bm ag? 
由 于 很 小 ， ESE BNOS 
e a2 3? 
AE. = A A 
0 (h ap 2 Bz =) 
2 sin(nr/ R) 


R 区 62 R 82 R 5 


人 加 是 球形 势 阱 中 的 基态 波 函数 ， 册 = LE r= +m +. 


由 于 向 是 球 对 称 的 ， K. 


TOR 12516) 


Be? 
所 以 
AE0 一 0 


62 微 扰 论 计算 切 去 一 角 的 无 限 深 阱 中 前 三 态 的 能 量 修正 


题 6.2 用 一 级 微 扰 论 计 算 宽 度 为 a 的 无 限 深 势 阱 的 头 三 个 态 的 能 量 ， 势 阱 的 OAB 部 
分 被 “ 切 去 ”了 ( 题 图 6.2). 
解 未 受 微 扰 的 本 征 函 数 和 相应 的 本 征 值 为 


2 

y® = É sin Eu E 2n h 
a Ha 
2 

a 2ua 


加 上 微 拢 = 也 x(0<x<a) 后 能 量 本 征 值 的 一 级 
修正 分 别 为 
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(Pape) 

(a|) = 

volre) 
所 以 前 三 个 态 能 量 准 确 到 一 级 微 扰 论 近似 为 


TR V WE W Mr W 
2ua? 2 ua 2 2ua? 2 


6.3” 微 扰 论 计算 一 维 谐振 子 基态 能 量 的 相对 论 修正 


题 6.3 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 维 谐振 子 势 场 中 运动 . 在 动能 7 与 动量 p 有 如 下 关 
2 
AT = 卫 - 的 非 相对 论 极限 下 ， 革 态 能 量 是 我 们 部 知 的 ， Iiro. 考虑 了 与 p 关系 的 相对 


论 修 正 ， 计 算 基 态 能 级 的 移动 AE z3 zi, c 为 光速 . 
解 ”在 相对 论 情形 下 ， 动能 形式 上 定义 为 


2 2 
re =) 一 mc” 
m 


考虑 了 与 关系 的 相对 论 修正 至 二 阶 


而 相对 论 修正 项 - = 可 看 作 短 扰 
HNE, 基态 能 级 的 移动 为 


4 
P 
AE=(-— 
8mc2 
1⁄4 4 4 1/4 
+0 ma mæ 2 h 0 mø mo 2 
Ke) | h 2f- Bme? 8 zea exp ro a ar 
-15 Qo? 
32 me 


近似 到 三 > 阶 的 基态 能 级 的 移动 为 
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2 
nr=- (ha) 
32 mc 


6.4 Coulomb 3⁄4 F E FERRE Va = SO FAT, ERR 3 4, 


m64 ”一 个 电子 在 力 心 位 于 坐标 原点 的 Coulomb 场 中 运动 ， 若 不 考虑 自 旋 和 相对 论 
修正 , 第 一 激发 态 (n=2) 是 四 重 简 并 的 : 1=0,m =0; 1=1,m =1,0,-1. 现 考虑 一 附加 的 非 
AOA Ven: Var = f()xy ， 其 中 (7) 是 菜 个 径 向 通 数 . 在 一 级 微 扰 近 似 下 ，n=2 能 级 
分 裂 成 几 个 能 量 不 同 的 能 级 ， 每 一 个 有 其 各 自 的 能 级 移动 AE 和 简 并 度 . (1) 有 多 少 不 同 的 
能 级 ? O) 各 能 级 的 简 并 度 为 多 少 ? (3) 设 其 中 一 个 的 能 级 移动 为 4， 其 他 能 级 的 能 级 移动 
为 多 少 ? 


解 微 扰 前 2”=2 能 级 的 波 函 数 分 别 为 
1=0, m=0 — Ro(r)Eo 


l=1, m =l, Rari 

I=1, m = 0, R, ,(r)Yo 

I=1, m=-l, Ra (r), 
注意 到 微 扰 Y = f(r)xy = f (r)r’ sin? Asin gcosp RE Ra (Y fl RaO a 2 B| 28 ERN 
矩阵 元 ， 决 定 能 级 移动 的 久 期 方程 为 


所 以 AE = 4 (一 重 简 并 )，-4 (一 重 简 并 ), 0( 二 重 简 并 ). 故 有 三 个 能 级 ， 能 量 移动 为 4( 一 重 
简 并 )，-4 (一 重 简 并 )，0( 二 重 简 并 ). 


65 一 维 无 限 深 势 阱 中 有 一 小 势 阱 时 的 基态 能 量 一 级 修正 


题 6.5 ”一 粒子 在 有 一 小 势 阱 的 一 维 刚性 盒 中 运动 ( 题 图 65)V =s, x>I5k x <0, V =—b, 
0<x<5; V =0, 3 <x<l ; 将 该 势 坑 视 为 一 个 “ 规 
则 的 ”刚性 盒 (V = oo，x> ! 或 x<0， V=0, 0<x<l) 
的 一 个 微 扰 . 求 出 基态 的 第 一 级 能 量 . 

解 ”对 于 “规则 ”刚性 盒 ， 基 态 能 量 和 波 函 数 为 


rO = h? 


x)= 2 in 
2mi? v @) 1 l 


一 级 微 扰 修 正 为 
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到 一 级 微 扰 ， 基 态 能 量 为 
g< FO g. i 
2 


66 微 扰 论 计算 有 两 个 小 势 垒 的 无 限 深 势 阱 中 能 量 一 级 修正 


题 6.6 一 个 一 维 无 限 深 势 阱 在 x=0 及 x= 上 处 有 2 . 
TE. 2 REA a, 高 为 V 的 小 微 扰 势 位 于 x= 上 /4 和 
x=3L/4 处 ; ( 题 图 6.6); a 是 小 量 (如 a 之 1L/100). 利用 


微 扰 方法 估计 由 于 该 微 扰 所 产生 的 n=2 与 n=4 能 级 间 a a. 
的 能 量 差 的 变化 . 
解 一 维 无 限 深 势 肝 能 级 和 波 函数 为 
242 x= U4 3L/4 
EO -= 开 二 R, 2, 
”220 
题 图 6.6 
yh (x) = Z sing, 
一 级 微 扰 下 第 n 能 级 的 移动 为 图 
ED = Hi, 
rz pese, 2 in? adra 34sa2 2 2 sin2 L dk 
ZL/4-a/2 L L 3L/4-a12 L L 


因为 a 之 L1100 ， 利 用 积分 中 值 定理 得 


H, -XVa sin? Z E) tsin m z) 
L L\4 L\4 


在 一 级 微 扰 近 似 下 ，”=2 与 =4 两 能 级 间 能 量 差 的 变化 为 
E® -EP = Va 2 人 es 2 —+sin2 = —sin2 x — sin? >=] = m 


67 bir f4 46 F 30 %3BÓ FARSE 
题 6.7 一 个 质量 为 普 的 粒子 在 一 维 势 盒 中 运动 


- 355 ， 


. 356 . 量子 力学 


co, 加 >3a 
0 a<x<3a 
V(x)= 
0 —3a<x<-a 
Vo,  —a<x<a 
如 题 图 6.7 所 示 , 将 Vo 部 分 视 为 在 6a 长 的 平坦 盒子 
v (V =0,-3a<x<3a; V =%,|x|>3a ) 上 的 微 扰 . 用 一 
-3a -a 3 à 级 微 扰 方法 计算 基态 能 量 . 
题 图 6.7 解 在 6a 长 的 平坦 盒子 中 ,粒子 能 级 与 波 函 数 分 
别 为 
72ma 
偶 宇 称 解 为 
OO = Ecos, ny5A 
6a 
奇 宇 称 解 为 
y® (x)= l sin = ， nn 为 偶数 
基态 为 
on- loo 
n œ= 3a cos 6a 
242 
AQ. n'h 
| Tma 
一 级 微 扰 修正 为 
E® = (gÍ) Yo 
其 中 
y= Vps -a<x<a 
T 0, ixi>a 
ED = F dx cos? (z) =V, Ë + = 
-a 3a 6a 3 2m 


基态 能 量 在 一 级 微 扰 下 为 


242 
E=EO 4E0374 T+Vo 1.8 
72ma 3 2r 


À 
多 
x +a 


68 微 扰 势 SY = 


一 维 谱 振子 基态 的 能 量 修正 


题 6.8 一 维 游 振子 受 一 小 微 扰 势 5V(x) 作用 ， 在 运动 中 心 产生 一 “ 徽 四 ”， 那 么 
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2 2 
-Pim ay SV 
2m 2 2 2m 


xX +a 


(D) a< =, (2) a> |= 
mo meo 


分 别 计算 该 振子 的 基态 能 量 的 一 级 修正 . 
提示 ”谐振 子 的 归 一 化 基态 波 沙 数 为 


1⁄4 2 
o= [22] exp] 22 
Ya nh Ih 


考虑 下 面 两 种 情况 


E ”基态 能 量 一 级 修正 为 
1/2 
ma 
aB =(ojavo)=4( 22) j 


— x? +a? 


to p max Ih 
(1) a < /hí mo 
1⁄2 —maa2y2 f p 172 
ae=a(22) 三 :一 一 as 4[ 22) 
TÅ — a(y’ +) a\ mh 


Je dy _4 jmem 
y+tl aN h 


1⁄2 wo a moa y h 
sp- 加 | | Š - dy 
a\ nå æ y +l 


1/2 
Af mo to -moa?y? /让 A 
z —| 一 一 e dy=— 
(ze) 人 = 


(2) a > /h/ m@ 


69 弹性 球 在 缓慢 移动 墙 之 问 和 运动 时 能 量 随时 间 的 变化 


题 6.9 一 完全 弹性 的 球 在 两 平行 墙 之 间 弹 跳 . 
(1) 运用 经 典 力学 ,计算 当 墙 义 速 缓慢 靠 扰 时 球 在 单 
位 时 间 内 的 能 量变 化 . (2) 证 明 在 球 的 量子 数 不 变 情 


况 下 ， 关 于 球 能 量变 化 的 量子 力学 结果 与 (1) 中 结果 ` 
相同 . (3) 如 果 球 处 在 n=1 的 量子 态 上 , 墙 怎 样 运动 aon 
才能 保证 球 仍 在 n=1 态 上 ? | É, 
p o 
8 D “Sm 题 图 6.9 
dE p dp 
t m dt 
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由 于 墙 绥 惕 运动 , 球 为 完全 弹性 , 所 以 在 A = z 时 间 内 球 与 右 墙 相 碰 一 次 ( 题 图 6.9)， 因 球 
v2 
是 完全 弹性 的 ， 与 右 墙 相 碰 时 ， 球 相对 右 墙 速率 不 变 :; [v —w]|=|v t En, DA 


v — V, = 2v, 
Ap = mlv; — v>) = 2mv, 
dE p dp up Ap p P amy 22. 


— E M .—— x — ,.— == 


dt md m At m 区 


由 于 右 墙 运 动 缓慢 
dE p, __p p dr 
dt L L m dt 
. 2 p dL 2E dL 
 L2md L dt 
所 以 经 典 结果 为 
dE __2E dL 
d Ld 
(2) ARNE, E, = . 4 n FA 
z. s. 1 ål 2E, dL 
-二 = 一 一 (本 = 一 一 
dt 2m D dt L dt 


所 以 量子 理论 结果 与 经 典 力学 结果 形式 相同 . 
(3) 当 球 每 次 与 墙 相 挤 所 获得 的 能 景 远 小 于 瑟 与 互 之 差 时 ， 球 仍 可 留 在 n=1 态 上 (此 


生生 的 生机 各 人 
由 E= AE = =p, 得 


AE = -2m = 24 2mEv; 
m 


-°)>2 2m-— a 


H E, -E > JAE], 得 


22 
2m st 
所 以 


P<. 
4mL 


即 右 墙 的 运动 速度 远 小 于 2 . 
4mL 


6.10 在 .一 维 无 限 深 看 中 突然 加 上 方 势 又 后 电子 的 跃迁 


题 6.10 考虑 处 于 长 为 0.Inm 的 “一 维 盒子 ”中 的 一 个 电子 .(1) 求 前 4 个 波 函 数 并 给 
草图 (将 波 函 数 归 一 化 ) Q) 计算 对 应 的 4 个 能 级 并 画 出 能 级 图 . (3) 在 := 0 时， 粒子 处 于 
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n=1 的 态 . 此 时 突然 加 上 一 个 W =-104eV ， 宽 度 为 10 cm ,中心 在 a/2 的 方 势 阱 ， 保 持 
5x107s 后 撤去 . 在 这 个 微 扰 移 掉 后 ， 体 系 被 发 现 处 于 n=2,n=3,n=4 态 的 概率 是 多 少 
( 势 阱 的 高 度 和 宽度 对 于 中 子 与 电子 相互 作用 是 特征 性 的 )? 

注意 可 用 所 夯 的 图 帮助 估计 有 关 的 矩阵 元 . 

解 (1) 令 a=0.lnm， 则 势 可 写成 


0, O<x<a 
V(x)= 


oo， 其 他 
. Schrödinger 方程 为 
y'a) + =0, xzeloa] 
w(x) =0, xë[0,a] 
立刻 可 解 出 
a m. xe[0,a], n=1,2,... 
W, = a a 
0, xe [0,a] 
前 4 个 波 函 数 为 


ls 
me 
p 


Ya3 (x) = 


w. (x) = [pite a 


0 


题 图 6.10(a) 


如 题 图 6.10(a) 所 示 . 
(2) 解 Schrödinger 方程 ， 由 波 函 数 的 连续 性 可 得 能 级 


Knn 
a= ama? Ñ n=1,2,... 
Rn 
E, =— =0.602x10 Perg =37.4eV 
2ma 


E, =4E, =2.408x10 "erg =149.6eV 


- 360 ， 


E4 


所 以 


式 中 


6.11 
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E,=9E, =5.418x10 "erg =336.6eV 


E, =16E, =9.632x10”!%erg =598.4eV 


如 题 图 6.10(b) 所 示 . 
(3) 未 态 处 于 态 的 概率 为 


Bo. 2 
Í o e'i dt 
0 


l zy 
F = 地 


;2 
2 sin (oOktt72) t 一 5x10-188 


i 
=—|H! ， 
1 id (ou 12)2 


Larb 
zat Za Ejs (2 jw b=210- om. 由 于 2<a ,可 用 积分 中 值 定 
ba a 


a 


Hir = ty sin Tint =—2sin kn v 
a 2 2 2 


Hi = 0, Hiz =2eV, Hi4 =0 
P, =P =0 


B 


= T sin? (Fon j=145x10" 
1 


ha, =336.6 — 37.4 =299.2eV 


一 维 带电 谐振 子 放 入 电场 后 基态 能 量 的 移动 


题 6.11 一 带电 粒子 被 约束 在 谐振 子 势 V =b 内 ,系统 处 于 一 恒定 常数 外 电场 中 ， 


试 计算 基态 能 级 移动 . 准确 至 E? 级 . 
解 ” 选 电场 方向 为 x 轴 ， 系 统 Hamilton 量 为 


2 和 2 | 
H=- +l qEx= Hy + H' 
2m dx“ 2 
AF, H'=- qEx. 
谐振 子 的 基态 波 函 数 
2 

g l mæ 
x)=(x|0}=4—exp| -一 a2xz2 |, = 
wo) = (x|0) — So] = 
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Yo 为 偶 函 数 ， 所 以 (0|8'0)=0. 由 


1 
(x'|x|n) = 站 


[n +1 
+ 2 


得 
E 
Hü, =E (0|x|n5 = -人 和 

所 以 基态 准确 到 六 级 的 能 移 为 

， 四 , al _ Cg 128°); 

AE0 = > ED _ EO 本 > -nho 
_ q E __ g2E? 
280a2 — 2mo°2 


6.12 ”一 维 谐振 子 在 V =ay’ 微 扰 时 ， 能 量 的 最 低级 修正 


题 642 对 于 一 维 洲 振子 ， 引 入 无 量 纲 的 坐标 和 能 量变 量 y= xon, 
2 
ss =2E, (hay) , Wa ksi 分 别 为 动能 算 符 和 势能 的 Schrödinger 方程 


(1) 利用 偶 极 矩阵 元 仅 有 (n+1|y|n) = ZEL (和 它 的 Hermite 共 轿 ) 不 为 0 的 事实 , 求 与 基态 


|0) 相连 的 所 有 六 非 零 矩阵 元 的 值 . (2) RISE ibigin y" =a) 干扰 ， 求 基态 能 量 


的 最 低级 非 零 修正 . 


解 D BA (riyin) P, asa. 所 以 
(mly 10)=Z (m| yik) (elyi lyl0) 


3 V3 
> m1 t În 
(2) 因为 (0| 六 |0)=0 ， 所 以 一 级 能 量 修正 为 0. 计算 二 级 能 量 修正 
Kolaz’ Inj} 
^E, - l-e, 
i zei -i6 
g -2 6 16 


这 就 是 最 低级 能 量 修正 . 
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6.13 
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一 维 谐振 子 在 与 时 间 无 关 微 扰 下 的 能 量 修正 


题 6.13 考虑 频率 为 m 的 一 维 谐振 子 . 用 nn 标记 能 量 本 征 什 . 最低 从 0 开始 . 在 初始 
的 谐振 子 势 上 加 上 一 个 与 时 间 无 关 的 微 扰 Hamilton E: H'=V(x). 我 们 用 非 微 扰 本 征 态 表 
I F VO) 的 矩阵 元 代替 给 出 微 扰 Y(z) 的 形式 . 除非 m Fl n ERR, BU H' 的 矩阵 元 为 0 
给 出 这 个 撼 阵 的 一 部 分 如 下 ， 其 中 上 是 一 个 小 的 无 量 纲 常数 (注意 在 这 个 矩阵 中 指标 是 


n=0-4). 


(1) 对 前 五 个 能 级 ， 精 确 到 一 级 微 扰 ， 求 新 能 级 (2) 对 = 0.1 ， 求 新 的 能 量 至 二 阶 微 扰 . 


所 以 


1 0 -V2 0 V3/8 
0 0 0 0 .0 
ħal M2 0 12 07 
0 0 0 0 0 
V3/8 0 -y3116 0 3⁄8 


解 (1) 一 阶 微 扰 论 给 出 能 级 为 
E, =E, +H; ` 


E = ha + Eh@ -人 ji 


3 
= 
EB > wh 


E; -ho (3+3e| | 


7 
E! = hay 
3 2 


E; = hay (2+3) 


2) 二 阶 微 扰 论 给 出 的 能 级 为 


n 1 1 2 
Eo = -ha + eha + >》 ———|H; 
° 2 na A | tol 


0+5, IHn? 


1 
ra (1—k)hay 


3 3 
=a] >+0+0]=> 
a (2+ + J 06. 
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6.14 一 维 谐振 子 在 微 护 V( 加 = 了 x? +cx 下 的 基态 能 量 改 计 


题 6.14 REX m, 角 频 率 w 的 一 维 洪 振 子 的 势 函数 为 Y(O = 1 l? rat, 第 二 项 比 


2 
第 一 项 小 得 多 ; (1) 证 明 非 谐振 项 的 一 阶 效应 使 基态 能 量 已 改变 | J . Q) 若 在 势 中 


加 一 个 过 项 ， 一 阶 效应 是 什么 ? 
解 (1) 由 势 的 表达 式 有 


E® =(n|H |n) =c(0|x°|0) (GD 
ARAFE, HKR, A 
1/2 
5) (atat) Q) 
所 以 
(0|x4|0) = (去 J (O|(a+ at t |0) (3) 
车 算 符 A 是 数 个 a 与 ai 的 乘积 (顺序 任意 )， 那 么 
(nlAln)=0 (4) 


除非 a 与 aif 的 数目 相等 . 因为 若 不 等 ，4|n) 一 定 不 同 于 |n). 由 正 交 性 , 式 (4) 成 立 . 而 且 当 
n=0 时 ， 像 。 a 也 合式 (9) 为， 因为 4|0)=0 ， 所 以 对 (0|x*|0) 中 非 零 项 来 自 两 项 ， 
aaatat 和 aataai ， 利 用 


a'|n)= n+1|n+!), a|n) = /n|n-1) (5) 
容易 证 得 
(0laaatat 10)=2, (0laataat 10)=1 ©) 


ERA), RG), R6, A 


2 
ED -ac h J 
2mo 


O RENER”, TH-MIEKE. 这 对 所 有 x 的 奇 次 团 都 适用 . 因为 这 时 ， 上 述 
算 符 4 中 a 与 oi 的 数目 必定 不 相等 ， 以 至 于 (01x*"10)=0. 


6.15 -ARRITEN Š 妇 2 作 用 下 ， 能 量 二 级 修正 


题 6.15 质量 为 m、 角 频率 为 w 的 谐振 子 的 势 为 VY = p, o= | ， 一 个 小 的 微 扰 
J, vO =Š ye v k. (1) 证 明基 态 能 量 的 一 阶 与 二 阶 修正 为 
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2 
ED lek o= J ho 
4k’ 16\ k 


(2) 与 能 量 的 严格 解 进行 比较 . 
解 (D H=HO+H, HW =i, MEERA HO 的 本 征 态 |m) , HO ERM 


扰 的 简 谐振 子 ， 它 们 正 交 归 一 , B (nln) = Sm 


E® = (n| H® |n) = ëk(o|2 |o) GD 
由 式 上 题 (4) 式 、 式 (D 知 
2 = -一 一 -一 
(O| e|o- 1 
这 样 
EV l a h _1 Š, 
2 2mo 4 k 
二 阶 能 量 项 为 
ef 
gp? = (2) 
ym -E; 
0. 1 2 =l a; h (; 2 3 
HD = 8k(j|e|0)= 8k (JlG+a 10) © 


因为 jx0， 由 a,ai 的 阶梯 性 质 导致 具有 j=2 时 ， 如 中 不 为 零 
使 |0) 转变 为 |2) 的 一 对 算 符 是 aiai ， 代 人 (3)， 有 
J. h 


HY =—8k— 
2 2 2m0 


TE E, = Tho, E, -Žro, RAO 


(2) _ 2 1 í ëk ? 
E 022 = - Z] ho 
(2) 此 题 可 严格 求解 ， BESE 
1/2 
ae- 


所 以 微 扰 谐振 子 能 量 为 


1⁄2 
s= [8189 


m 


1⁄2 
= lw o1) 
k 


3 
-Lho 418k _1[8k ak +O òk 
2 2k 8\k k 
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最 后 一 行 中 二 次 项 仅 在 二 <<t NAN, MHO «HO. MERTI, CM-RA Z 
项 分 别 等 于 微 扰 理论 的 一 阶 近似 与 二 阶 近似 

通常 我 们 无 法 获得 精确 解 ， 所 以 我 们 求助 于 微 护理 论 .本题 证 明 当 5k < k 时， 微 扰 理 
论 提供 了 好 的 近似 . 


6.16 电场 使 带电 谐振 子 能 量 降低 

题 6.16 ”质量 为 m EE e 的 粒子 在 谐振 势 中 以 w 振 动 ，(1) 用 微 扰 论证 明 : 加 一 个 
电场 使 所 有 能 级 降低 exs2 lmao). (2) 与 经 典 结果 比较 . 

解 (1) 加 电场 e 后 


HO). ¿ex 
H =P + 了 mo ?的 本 征 态 为 |#) ， 由 题 6.14(6) 式 可 知 ， 能 量 的 一 级 微 扰 为 


ED = -es (n|x|n) =0 


二 阶 能 量 修正 为 
oF 
E” = r 
a ~E; 
这 里 
nË =e (lx) 
因为 
å 1⁄2 
"*|)=[;] (|a=) + varila+)) 
所 以 
ñ 1⁄2 h R 
(orl) =] Yai, (a-il) n 
而 且 
E —Eja=-ho, — E,- E. =ho 
所 以 
2.2 
FE) =e h [e+D+ 本 =- 二 (1) 
mo he me 


事实 上 本 题 与 上 题 一 样 可 精确 求解 . 式 (1) 即 能 量变 化 的 准确 值 . 
(2) 经 典 的 势 函 数 为 


y= Imas? — Eex (2 


有 极 小 值 ， 当 
dy 3 


Ee 
—=mw’x~—ee=0, Eli x = > 
ma 
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这 样 ， 当 = = 0 时， 平衡 位 置 x*=0 ,能 量 E=V =0. 当 e=2 ,平衡 位 置 x= selme? ， 代 
人 式 (2)， 有 


由 此 可 抑 ， 经 典 结果 与 量子 结果 相同 ， 这 点 不 用 奇怪 ， 因 为 结果 中 不 含有 记 . 


6.17 小 角度 单 押 的 能 级 及 小 角度 近似 误差 产生 的 基态 能 量 的 最 低 阶 修正 


题 6.17 一 根 长 为 1 无 质量 的 绳子 一 端 画 定 于 支点 p, 另 一 端 系 质点 m. 在 重力 作用 下 ， 
质点 在 竖 直 平面 内 摆动 如 题 图 6.17 所 示 . (1) 在 小 角 近 似 下 
求 系统 能 级 . (2) 求 由 于 小 角 近 似 的 误差 而 产生 的 基态 能 景 
p 最 低 阶 修正 . 
E O 以 小 球 平衡 位 置 为 势能 零点 . 
I V =mgl(1—cos@) = 1, 8102 
a | Loo] (小 角 近 似 ) 
| H= 2 0 + zre 
| 与 一 维 谐振 子 系统 比较 ， 得 系统 能 级 为 
E, -jh o= Ë 


(2) 微 扰 Hamilton E 
H'=mgl(1 —cos0)—- Z mgle? 


题 图 6.17 


所 以 基态 能 量 的 一 级 修正 为 
1 l mg. h° 
E'=(0|R' |) = 24 p” m2 ae +- 


6.18 刚性 转子 在 弱电 场 中 的 能 量 修正 


题 6.48 一 重子 力学 刚性 转子 被 约束 在 一 平面 内 转动 它 对 转轴 的 转动 惯量 是 7， 并 有 
BERE u (位 于 平面 内 ) 转子 放 在 一 弱 均 匀 电 场 z 中 ， 电 场 位 于 转动 平面 内 如 题 图 6.18 


所 示 . 将 电场 看 成 微 扰 ， 求 能 级 修正 值 . 
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R g 
# ”无 外 场 作用 时 ，Eo = DATA 
征 方程 为 
2 2 
_ . ov = Ey 
27 002 
解 为 
y=, m= 0,+1,+2,.… 题 图 6.18 
2n 
FO) = h m 
m= a 


微 扰 Hamilton 量 为 ( 选 x 方 向 为 方向) 
H’ =- g =—kuz -cos8 


能 量 一 级 修正 为 
ED -0 
能 量 二 级 修正 为 
mE) 
E® = =D OE EQ _ E® 


(m'|H'|m) = -华人 E [T dge coso 
=- [5 m mat T On rmt] 


etea a, 1 | 


十 一 A 
4 Bim- m -(m+1? 
el 1 
2 4m- 


619 ” 双 原 子 分 子 的 转动 能 级 及 其 在 弱电 场 中 的 能 级 移动 


题 6.19 双 原 子 分 子 在 弱电 场 中 极 化 , 可 以 处 理 成 一 个 转动 惯量 为 1 电价 极 矩 为 4 的 
刚性 转子 在 弱电 场 E 中 ，(1) 忽略 质心 的 运动 ， 将 转子 的 Hamilton 量 写 为 Ho + H 的 形式 . 
@) 求 出 未 受 扰 问 题 的 精确 解 . 能 级 简 并 情况 如 何 ?” (3) 用 非 简 并 态 微 扰 论 对 所 有 能 级 计算 
最 低 阶 修正 . (4) 说 明 为 什么 可 以 使 用 非 简 并 态 微 扰 论 ， 微 扰 后 简 并 情况 为 何 . 


1 ,2 1 ， 
1 H=—J -4d.E=—) -dEcoso 
解 O F T cos 


AF, H| =s, H'=-—dEcos0 . 
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(2) HERAA 
W jm =Y;,(@,@) 
m=—j,(—-j+D),…,(j—1),j 3 为 2j+1 重 简 并 . 
(3) 一 级 修正 
(jml—dEcos@ | jm)=~dE( jml|cos@ | jm) =0 


二 级 修正 ， 由 于 
; - im) = — [DO 
(j+1,m|—dEcos@] jm) =—dE DOI 
, -Agp [dm - m 
(j—-1,ml—dEcos0! jm) =-dE LPT 

因此 

zo -AE 
Qj+DQj+3[jQ+D-(J+D(+2] @Jj+)D@Q@j-DDOG+D-JjJOQ-DI 


_ Id E'L +) —3m°] 
h (+Q; -1X2j +3) 
(4) BFE CREE j 子 空间 对 角 化 的 ， 因 此 可 以 使 用 非 简 并 态 微 扰 论 . 微 扰 后 简 并 
没有 完全 消除 ， 即 j 值 相同 而 m 值 相反 的 那些 态 仍 是 简 并 的 . 


620 misk E P 的 刚性 转子 在 弱电 场 中 的 三 个 最 低能 级 


题 6.20 一 个 具有 电 偶 极 矩 P 的 刚性 转子 被 限制 在 平面 上 转动 
E ( 题 图 6.20) 转 子 对 于 固定 转轴 的 惯量 矩 为 了 RITEAR 
电场 已 精确 到 EE 时 三 个 最 低 量子 态 的 能 量 是 多 少 ? 


p 
— 解 “ 自 由 转子 的 Hamilton EX 
{ l 2 42 
v ZL Z stp #8 
个 Po 一 dg? 
4 > 
题 图 620 其 本 征 值 和 本 征 函 数 容易 求 出 


EQ) -hm yO =— em, m=0,+1,+2,.… 
21 V2r 


加 上 均匀 电场 后 ,转子 与 电场 的 作用 能 为 
H'=-E . P =-EPcosġ = Acosġ 
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因为 电场 很 弱 ， 可 将 它 看 成 微 扰 
微 扰 Hamilton 量 的 短 阵 元 为 


ERER 


, 4 par i(m—n 4 
(ni H m= dge cosg = (8, mii + Onm1) 


Ho |m = EP |m) 
(Ho +H’)| )= E| ) 


| )= È Culm) 


m=- 


利用 H' 矩阵 元 表达 式 以 及 |m) 的 正 交 性 ， 易 得 


4 4 
(E— E®)C, i 7 n+l =0 


2 
再 设 
° oo 
E= > EAP, C, = > CO 
p=0 p=0 
则 得 各 阶 微 拢 方程 
0 
49, (E® ~ EW CO =0 
1 1 
11, (EO _ EO) )C® + EVCO — za -7 Cen -0 
1 1 
22; (EO _ 天 (0) )CO + EDCO + EDCO _ 5 co -3 co =0 


假设 考虑 的 能 级 为 EP ， 则 由 零 级 方程 得 


0 
ct ) =a, k + Akn ~k 


上 式 代 人 一 阶 方程 ， 得 


(EË) -EOC + EV (q, 6, k +a ó, k) 


1 
_ (arnik T apn gk takne Ta, Ó, a - |) =0 


n=+k 时 得 出 


EV =0 


n +k 时 得 出 


cu = 1 1 


n 一 TO (cx +a ,Ó,-1-k taknak T aÓ a =k) 
E; 7 Er 


-_! l (0) C0) 
7 3 FO _ EO (co, + c) 
n 
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上 式 代 入 二 级 方程 得 
(EP -EPOP + BPCO -cH -CQ =0 


2 
Wna=k, PB 
1 
BCP Tc cR 
-1-1.4 ch c-l. 1 (CO+c 人 ) 
2| 2 z9 - zO‘ k-2 2 EO -EO k+2 
_1 L — (c +c0)+ L (c, c) 
AEE AT TP p "e 


对 于 基态 ， K 0, CP > 0, 8 
0 0 
CGO) = CO -0 


1 1 1 
EPO = -H + lep 
0 (0 0 0 0 
4 EY — E EO — El) 
所 以 
EQ) = E 


对 于 第 一 激发 态 , k=, C920, § 


DAO __1 1 (0) (0) (0) (0) 
E CU = letes +C 25 zo +G; | 
1 1 @_ l < 

H ED _ gO -zme EO C 
Or 1 1 ao l 1 jno 
eta apara ja 


_ 1 1 (0) + I 1 © 
-让 PQ G EO EO) gO c 


| 志 ]- "a 1 1 
二 FEO |cO , —.. 2 cO) -0 
0 0 0 1 0) 1 
加 | 4 EO) _ EO z EO 4 EO 
1. 
4 


1 1 1 1 
-y C + -4l — — __ -EP jc -0 
(0 A| EO EO gO -1 


这 样 得 方程 


EO 
解 久 期 方程 ， 得 
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2-1. 1 _1 1 1 
+ "4 ZS dm z |” 62 


ga. 1 l 1 1 | 二 
i CU EO 4 EO EO EO) om 


=-——|——— —+—|c 
2 = -而 页 J 2 


所 以 


° AL EO-EO gO FO] 159 
于 是 ， 修 正 到 二 阶 的 结果 如 下 : 


基态 
2 
已 =?25020 =E) Ep 
第 一 激发 态 
2 5 IGEpy° Ë 1 1(Ep) 
Bt Bi 
27 6 h 27 6 h 
第 二 激发 态 


r 315 让 
621 两 端 带 电 均 匀 棒 的 转动 能 级 ， 本 征 函 数 及 其 在 电场 中 的 能 量 修 正 


题 6.21 一 条 长 度 为 d 质量 均匀 分 布 的 棒 可 绕 其 中 心 在 
一 平面 内 转动 . 棱 的 质量 为 M， 在 棱 的 每 一 端 上 分 别 有 电 荷 +Q 
+Q 及 -如 如 题 图 6.21 所 示 . (1) 用 量子 力学 处 理 该 系统 , 写 出 
其 Hamilton 量 、 本 征 函数 及 其 本 征 值 . (2) 如 果 在 转动 平面 内 2 
存在 一 电场 强度 为 吾 的 弱电 场 ， 这 时 的 本 征 函 数 及 能 量 如 何 
(只 精确 到 ED. (3) 如 果 这 个 电场 很 强 ， 求 基态 的 近似 波 函 数 ` 题 图 621 
及 其 能 量 值 . 

解 (1) 该 系统 的 Hamilton 量 为 


式 中 ， 1 = Ma? ,9 是 要 与 平面 内 * 轴 的 夹 角 ， 如 题 图 6.21 所 示 . 


本 征 方程 为 
h. 02 
I . Bo” (0) = Emy m (8) 


. 372- É + J 


解 此 方程 有 | 
Wm ( 8) = Cen? 


gh 2 A, HEARRE y, (0 + 20) =, (9) ， 有 


再 利用 归 一 化 条 件 有 
CC.2r=L1 C=—— 


2n 
PO 1 i 
8) = "° k. =0,+1,42. 
得 本 征 函 数 yy,,(6) Fr 本 征 值 
2 2 
z, L R 
27 Md2 
D 不 失 一 般 性 ， 可 设 此 电场 E= Ee, ， 这 样 Hamilton 量 为 
H= > . 3g + V(8) 
式 中 


V =—P .E =—QdEcos@ 
将 V(0) 和 看 成 微 扰 项 Hl = -QdE cos ð 


未 受 微 扰 的 本 征 函 数 及 本 征 值 为 
2 2 
imb, E, =Ë 2.65 m, m=0,Ł1,42, 


1 
0) =-= 
w, (0) J 
利用 一 级 微 扰 论 ， 虽然 wn(9) K w. (0) 是 简 并 的 ,但 是 我 们 有 
2x _ I 2img _ 
(-m1v(@)!m)= | COdP)cosb 元 edg=0 
所 以 仍 可 以 用 非 简 并 理论 
2r 1 
EQ = (mI H, im)= f, (-QdE)cos0 -d0 =0 


v - y, lele) 


n Ep -E 
2 ; 
(nl H, Im) = + Í, " (-QdE) cos8 ei"-")dg 
Tn 


1 i 
= COIE) Z 2r [Sm-nsr0 + Om-n-10 | 


= -gak [en 十 Donao] 


所 以 
WMaQE 1 1 1 cima _ Md? QE 1 _l ein-De 


12A? 2m+l Jm 12}? l-2m V2r 


Ma`QE ] ime 1 sad 
—e 一 -一 一 e 
SDan L2m+1 1—2m 


在 准确 到 E! PJ 


1 Gime Md OF l impe _1 
— 


i(m-1)0 
Wm = J KTN; = lam l 
G) 若 电场 很 强 , 这 时 8 必定 在 小 角度 范围 内 的 概率 大 . 因而 近似 地 有 cosg 1- L 6, 
代入 (2) 中 的 Hamilton 量 中 


R 
= +C Qa) (1- 1⁄2) 
O h 2 1 2 
= 77 pg ES 一 Cd 


这 类 似 于 一 个 简 谐 振子 方程 ， 对 基态 有 


- 1 jora __ Boz 
五 0 = QadE + QdE +h Md 


ú slQEd x Jp 
Wo yzi > 


622 对 称 陀 螺 的 能 级 及 稍 不 对 称 时 能 级 的 修正 


题 6.22 (1) 给 出 惯量 主 矩 为 五 = =I + 1 的 对 称 陀螺 的 所 有 能 级 ，(2) 一 个 稍 不 对 
称 的 陀螺 没有 两 个 7 是 精确 相等 的 , h- =A#0, h +L =21, AI <1. 计算 J=0 和 和 
J =1 能 量 到 O(A) ER. 

E D 令 (x,y,z) 为 一 附着 于 陀螺 上 的 转动 坐标 系 ， 体 系 的 Hamilton 量 为 


于 是 具有 确定 J，m 值 的 态 的 能 量 为 


2 2 
已 = 外 JU p Ë iL) 
2I 21 1 
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这 就 是 对 称 陀 螺 的 能 级 . 
(2) 此 时 体系 的 Hamilton 量 为 


1 1fL 1 A ; 
H=—J2 h tgp 795o +B 


注意 到 
B-B 30+ 
J? [L-1 =24° |11} 
J2|iD=202|1-1) 


其 余 为 0. 
对 于 及 ， 可 直接 利用 (1) 中 本 征 能 量 的 计算 结果 ， 于 是 我 们 可 计算 微 扰 : 


iD J=0. 无 简 并 m=0 
Eoo = Eoo + (001 H'100)= Es =0 


i) J=1. m=0 不 简 并 f 
2 
Ejo = Eo + (101H'110) = Bo =” 
ii) J=1. m=+1. 二 重 简 并 ， 久 期 方程 为 


AR? 

4r AR? 

2 0 4, = + 一 > 

Ah 4I > 
a’ 
所 以 En 分 解 成 两 条 
Ë É AR 

i =t t 


A 21 4P 


623 用 微 扰 论 与 变 分 法 分 别 计算 氮 原 子 的 电 高 能 


8623 (1) 对 每 个 电子 用 简单 的 类 和 氨 波 函数 , 按 微 扰 论 计算 与 电子 -电子 Colomb 相 
互 作用 相应 的 氮 原 子 基态 能 量 (忽略 交换 效应 )， 由 此 估计 氮 的 电离 能 . (2) 以 类 氢 波 函数 中 
的 有 效 电 荷 作为 变 分 参量 ， 用 变 分 法 计算 氨 的 电离 能 , 将 (1) 和 (2) 的 结果 与 电离 能 实验 值 


1.8075. ER, EF E =a m. 


2 zr w [Jasa SG +) 2012 
注 Wis(r) = 一 了 6XP 一 ~ 一 |， sn = 一 一 
na a ~ 


me hi -n| (24 
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2 2 2 
解 (1) 体系 的 波 函 数 为 | H = 一 上 (V+ v 
2m ñ P 
D = (rn, )X0 (So 52.) 
基态 为 
Alit) = Pio Aoo) 
2 一 Zr _ > 
Wio0(7) = ma? wp n= 
AE =(H'}=e ffa ndn PEPI 
3 2 i . 
Tao f f |; —5| 
- [2]. 207? _ Sze? 
na) (2z/aoj 8% 
类 和 所 原子 的 能 级 公式 为 
E- 
n 2 n 
系统 基态 能 量 为 
E=-24 =- 未 计 Coulomb 相互 作用 
0 
微 扰 基态 能 量 为 
ez? 5ze? 
— ， z=2 
a 8a 
所 以 
p= lle 
4m 
按 电离 能 定义 
Za ez? 5ze2 „E_S He: z=2 
2a0 Ga Š) 2a S 
48 


2 2 
I=32 51.55, E, == lame 
4ao 2 


(2) ATHY Hamilton 量 为 


取 试 探 波 函数 为 
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A 
ØR, TA) = eA 
T 


注意 到 
2 
[3 一 Zlu) = -Su u(r)= er 
所 以 
2 2 2 
2 ñ J=- u(r) 
2m mr 
2 AR 
记 ze -— =o, MA 
2 2 2 
HB -Sereno -2v - 1 2 -E Sl 
2 i hn no 
-erno -T222 Sh 
m hn nz 
RA? 20A? 1e2 , EAS pp 3 g eA) 
=— dat |a aS 一 
m = Í 1 x Jf ne n 本 
-24n 
e 1 * 机 
由 | dr=—, A 
_ 242 6,2 2 
_ h _204 4e 20r 
n” (24) 
on P 
aa 一 ? 得 
4 = [22 -| 
基态 能 量 
2 22 2 2 2 
£= 4 一 24 ze? — ze? + 2E 43 =- 312 
1 8 m 
2 
= 一 ze Se | - 引 
l J œ% 16 
z=2， 得 


22 2 2 2 2 

z“e e 5 e 27 
I=-—+|z-2 | -=| 2) 2] -1695 

2a Í 5) z (2) | m 


可 见 ， 变 分 法 所 得 的 结果 更 符合 实验 值 . 


第 6 章 定 态 近似 问题 “377 . 
624 ”粒子 在 周期 势 V = Weos 2 T) PARERA Vo 很 小 时 的 能 量 本 征 值 


题 6.24 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 周期 势 
Vx)=W cos( 2) 
中 作 一 维 运动 . 已 知 能 量 本 征 态 可 以 分 成 用 角度 8 表征 的 类 . 角 8 家 征 的 类 中 波 函 数 w(x) 
对 金 体 x 满 足 关系 
W(x+a)=eioy(x) 
对 于 0 = 的 类 ,这 一 关系 变 成 y(xz+ a)= -yo ( 反 周 期 性 ) (1) 即使 W =0， 我 人 ] 仍 可 按 8 
对 本 征 态 进 行 分 类 .k 取 什么 值 时 ,平面 波 y(x) =e* 满足 周期 为 a 的 反 周 期 条 件 ? 功 =0 时 
9 = 的 类 的 能 谱 是 什么 ”(2) WW 很 小 时 (Vo < (0? / ma?) ,用 一 级 微 扰 论 计算 最 低 的 两 个 能 
量 本 征 值 . 
解 (1) 对 于 平面 波 ee ， 注 意 到 


w(x+a) = eeik(x+a) = eika 


wO) 
所 以 ， 当 大 满足 
ka = (2n + 1)x, n=0,+1,+2,--- 
时 ,平面 波 e* 满 足 周期 条 件 
v(z+a)=—w() 
相应 的 能 谱 为 


n 


= d Qn+D?2,  n=0,ż1,42,- 
(2) 当 W <ñ? /ma° 时 ， 微 扰 Hamilton 量 为 
H'=W cos 2) 
对 于 基态 ， 自 由 Hamilton 量 的 本 征 值 和 本 征 函 数 为 =0,-1D 
wQ) = = Wo) = ga 


(0) ~ 
Eò- = 


于 是 ， 有 (在 基态 的 表象 中 ) 


ma. Z| “D 
Vo 0 2\1 0 
2 
求 其 本 征 值 ， 得 到 能 级 的 一 阶 修正 


所 以 ， 基 态 能 级 在 加 上 微 扰 后 分 裂 成 两 条 
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Kre V _ 22 W 
2m? 2) ” 2ma2 a 
这 就 是 体系 最 低 的 两 个 能 量 本 征 值 . 
625 周期 性 边界 条 件 下 一 维 运动 电子 的 定 态 及 其 在 微 扰 V(x)=zcosgx 下 的 能 


量 修正 


题 6.25 一 个 作 一 维 运动 的 电子 具有 周期 性 边界 条 件 ， 即 波 函 数 在 长 度 L( 工 很 大 ) 以 
外 再 生 . (1) 这 个 自由 粒子 的 Hamilton 量 是 什么 ? 什么 是 体系 的 定 态 ?这 些 态 的 简 并 度 是 
多 少 ?(2) 加 上 一 个 微 扰 V(x) = scosqx ， 其 中 gL=2nN (N 是 一 个 很 大 的 整数 )， 对 于 动量 
为 gq/2 的 电子 重新 计算 能 级 和 定 态 直到 上 的 一 级 项 . (3) 对 于 你 在 (2) 的 解答 中 , 计算 直到 e? 
级 的 能 量 修正 . (4) 对 于 电子 动量 接近 但 不 等 于 g/2 的 情形 ， 重 复 (2)( 省 略 定 态 的 计算 )， 

解 (1) Hamilton 量 为 


R g 
-EE 
体系 的 定 态 为 
wO) = =e, k= n =+]1,+22,:--. 
所 有 的 能 级 EO - 21 m 都 是 一 重 简 并 的 


o a A aaa 


Z cos © 
y(x) = 了 oos 
= | 过 sn 经 
y(x) = sin 2 
得 到 微 扰 矩阵 元 为 
E 
— 0 
2 
0 -£ 
2 


一 级 能 量 修正 为 上 从 而 精确 到 一 级 的 能 量 级 及 之 相应 的 波 函 数 为 


, 2 (aY 
El = E® + AE® - =š) +> yi(x) = E cos $ 


R 2 E X 
E! = E® 4 AEP = 2) _ =, x Zong 
25i tAE 2) = 2 


(3) FEITA (67) 的 能 级 可 用 非 简 并 微 扰 求 出 
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IV Iy) 


AE? = K yi 
Z E 


' 1 2e rt. qx J 
z% —— FI sink,xcosqxcos —dx 
Z 而 -而 ( z h nhacosqeeos 5 


2 
2e fL gx, y 
[zJ coskK,xcosqxcos 2 ar) | 


2 
e214 me k >0 


2 9. R2 z(a) hg 
2m 2m\ 2 


2 
DE 1 Jer sin kroos rsin Š xd 


l - E V L 9 


2e pL . q 2 
+ Ë Í cos K, xcos qx sin > xr) | 


_ e214 _ _ me 
mee 

2m\2 2m\ 2 

所 以 

Di e_me 
! 2m\2) 2 422 
E -2 (4 e_me? 
2 2m\2) 2 422 


(4) 设 动量 为 上 = ($ + a) ， 取 波 函 数 为 


= |2 cosl 4 = |2sin[ 2 
VA (x) (es (E14)s u, (x) (sn (9a) 


则 微 扰 矩阵 为 0， 从 而 能 级 的 一 级 修正 为 0. 


626 带电 谐振 子 在 微 电 场 中 的 能 移 及 电 偶 极 算 
题 6.26 考虑 一 个 电子 禁闭 在 势 阱 y(r) = 之? 下 的 一 维 运动 ， 它 同时 受到 微 扰 电场 


. 380 . 量子 力学 


下 = 成 的 作用 . (1) 确定 该 系统 由 于 电场 所 引起 的 能 移 . (2) 态 | 几 下 系统 偶 极 矩 定义 为 
P=-e(x), ， 其 中 (x), 是 x 在 态 |n) 中 的 期 望 值 . 求 有 电场 存在 时 系统 的 侦 极 算 . 


2 
解 (D H=- 2 V4 l -qFx 
2m 2 
2 2 2m2 
yl s-Æ) LE 
2m 2 k 2k 
2 y2 
_ h 2 1, LE 
m 2 2k 
RP, r=, 
因此 能 移 为 
2k 2k 
,, gF n /ar\_ar 
2 (a) "(z+ )=() (8). e 
n kÍ k 
Jr 148483 


627 求 氢 原 子 18，2p 态 能 级 的 Lamb 位 移 
题 6.27 ”如 果 一 个 很 小 的 带电 均匀 的 小 球 置 于 静电 势 Y(r) 中 ， 它 的 势能 为 
2 
DOD)=V(r)+ Vv) + 


其 中 是 电荷 中 心 位 置 ， 且 为 是 其 极 小 半径 . “Lamb 位 移 ” 可 以 被 认为 是 由 于 电子 有 这 样 
的 结构 而 对 氨 原 子 能 级 的 小 的 修正 . WRU 的 六 项 被 认为 是 对 Coulomb 项 V(r)=e?/r 的 
一 个 微 扰 ， 求 : 对 氢 原 子 的 1s，2p 能 级 的 Lamb 位 移 . 把 你 的 结果 表示 成 厂 及 基本 常数 的 
形式 . 


Wis (r) = 2ap /2e 7 人 Yo 
l 512-r/2ep 
Vam) = -人 re ey. 
h? 
AH, ag = — <+: 
m€ 
解 1s 态 是 非 简 并 的 ， 因 而 能 量 修正 为 
AE =(ls|H'l|1s) 
但 是 
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2 2 
H'= 2 vve) = Pey? 1 


m r. e PAA = En 28l) 
RAER 
Ag=| dx T Res (r) vof = T ge ws of 


js (0)? = = 


2 Re 2 
3 Pg 

HFH EAN, MARE (0) z 08, H ARREN. 但 是 yop,(0)=0， 所 以 
AEzpm =0. 


AE =- 


6.28 电子 偶 素 1s 基态 中 单 态 与 三 重 态 的 能 级 差 


题 6.28 电子 偶 素 是 将 正 电子 作为 核 的 “ 氢 原 子 ”. 在 非 相对 论 极 限 下 ， 能 级 和 波 函 
数 除了 标 度 以 外 都 和 氨 原 子 一 样 . (D 用 你 对 于 氨 原 子 的 知识 , 写 出 电子 偶 素 1s 基态 的 归 一 
化 波 函 数 . 用 球 坐 标 并 以 氨 原 子 Bohr 半径 a 作 标 度 参数 . (2) 以 m 为 单位 计算 1s 态 半 径 的 


均 方 根 值 . 这 是 电子 偶 素 半径 或 直径 的 物理 估计 吗 ? (3) 在 1s 态 ， 电 子 偶 素 存在 一 个 超 精 
细 相 互 作用 


8r 
Hing = 3. Ap) 


式 中 ， 从 和 从 是 电子 和 正 电 子 的 五 邢 | 4~ 3 s). 对 于 电子 和 正 电子 jgj=2. 用 一 阶 


微 扰 论 计算 基态 中 单 态 和 三 重 态 的 能 级 差 ， AEA REAR. 能 移 是 多 少 GHz. 求 数 
值 结果 . 

解 (1) 由 于 电子 偶 素 中 电子 折合 质量 为 了 ， 所 以 其 基态 波 函 数 为 

3/2 
I J er-712a0 


Vao (r) = = 
2 
式 中 ， oo = 二 5 为 Bohr 半径 . 


wo 2 
(2) (=Í rt L e'*dr=as f x L etay = 340. 
0 8an 0 8r T 


所 以 J(r?)= Pa ， 可 作为 电子 偶 素 半 径 的 物理 估计 . 
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G) 加 入 自 施 后 ， 体 系 状态 可 由 |nlmSS, ) 描述 ，5, S, 分 别 为 总 自 旋 及 其 z 分 量 


(1005'S; | Hin |100ss.) = Í dria -F iovo HS ` AZ; (52) 


8 2 ， 
(£) Iio Of ZES Se S.z,(S,) 


232 2 
=£ Eise 22 z 
hc] a 3L2 4 z 


单 态 ，5 =0, 5$, =0 
三 重 态 ，9 =1, 5, =0,+1 


可 知 单 态 能 级 低能 级 劈 裂 为 


IÍ e P 
AR ==] 一 | = =4.831x10*eV 
3l Ac) ao 


v= Ë =1.170x10"Hz=117.0GHz 


629 所 原子 结合 能 


题 6.29 将 质子 看 作 是 半径 为 R 的 带电 球 壳 . 用 一 阶 微 扰 论 ， 计 算 由 于 质子 的 非 点 性 
质 引 起 的 氢 原 子 结合 能 的 改变 . 你 的 答案 在 物理 上 有 意义 吗 ? 为 什么 ? 

注 整个 间 题 中 你 都 可 以 用 R < a 这 一 近似 ， 其 中 m 是 Bohr 半径 . 

解 ”如 果 质 子 是 半径 为 尺 的 带电 球 壳 ， 则 氢 原 子 的 势能 为 


2 
-2 ， OgrgR 
R 
V(r)= 
-< ， R<r<œo 
r 
有 R< ao 时 ， 上 述 位 势 对 点 质子 Coulomb 势 的 偏离 可 以 看 成 微 扰 
e e 
——— 0<r<R 
H' = r R 
0 Rxr<w 


由 于 微 扰 引起 的 基态 能 级 改变 为 
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2 2 
R [e e - 
5] a| -E |e% 
s "0 r R 


. 383 ， 


R< a 


注意 到 AE >0 ， 所 以 所 原子 基态 能 级 增高 ， 也 就 是 说 结合 能 减 小 . 从 物理 上 看 ， 如 果 
将 点 质子 模型 和 球 壳 质子 模型 作 一 比较 , 就 会 发 现 体系 在 后 一 种 情形 会 附加 一 种 排斥 作用 . 
另 一 方面 ， 氨 原子 体系 是 靠 吸 引力 结合 起 来 的 ， 所 以 质子 的 非 点 性 质 实际 上 削弱 了 体系 的 
吸引 作用 ， 结 果 势 必 降 低 体 系 结合 能 . 


630 和 氧 原子 的 ls 态 和 2p 态 


题 6.30 ”假设 原子 核 有 非 零 半径 六 wx10 cm , 且 其 电荷 沿 该 尺寸 均匀 地 分 布 . 求 由 于 


点 电荷 与 此 扩展 电荷 间 差 异 导致 的 氢 原 子 的 1s 态 和 2p 态 的 能 移 . 
R ”在 球 内 电子 所 受 的 力 为 


所 以 电势 为 


得 


所 以 


V(r)= 2 2 
— Z] -3 ， rer 
2r] U, P 
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0, r> 
H'=4 22 2 2r 
z) +—-3|, rSn 
2r, 5 r 
2 2 
HB =P -< 
2m r 


所 以 
(nlm|H'|nimy = (nl|H'|nl) 


1.2 £ 2 
= j. RR H'(r)r”dr 


2 ” 2 
r * 
= Í , r drR (PR (r) x|] + 下 -3 
0 25 |l, r 


F -ri2a 


-rja e 


2 1 
Ra =—e ， Rs, =——. — 
10 a 212 21 Woa? a 


考虑 到 这 里 不 过 是 一 级 微 扰 论 ， 而 H' 又 只 在 核子 体积 内 起 作用 . <a, 这 里 a 为 
Bohr 半径 . 所 以 计算 中 可 略 去 径 向 波 函数 中 的 指数 项 即 认为 e a. 由 此 得 ls 态 能 移 


_ ， _ 2e’ 
Eo =(0|H'|10) = z7 
2p 态 能 移 
Ey =(21|H'|2D) = “n 
11204 


631 原子 中 的 电子 能 级 


题 6.31 一 原子 具有 电荷 Z 的 核 和 一 个 电子 ， 核 半径 为 R， 核 内 电荷 均匀 分 布 . 我 们 
要 研究 核 的 有 限 体积 对 电子 能 级 的 影响 :(1) 计算 考虑 到 核 的 有 限 体积 时 的 势能 . (2) 用 微 
扰 论 计算 Pb225 的 1s 态 由 于 核 的 有 限 体积 引起 的 能 级 移动 . 假定 尺 远 小 于 Bobr 半径 ， 从 而 
可 以 对 波 函 数 作 近似 . G) 假定 R=n4”， =1.2fm ， 给 出 (2) 数 值 管 案 ， 用 cm 1! 表示 . 

解 (D 均匀 带电 球 尺 的 场 强 为 


4xQ, r> R 
4nr E= z ; 
+T, ]= +a [ 2) Q r<R 
Q 
z š r> R 
rQ 
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由 于 电子 在 这 场 中 的 势能 为 Y = — Í eEdr ， 所 以 有 限 体积 核 的 Coulomb 2A 


r r>R 
7 
Ze? r 2 Ze —Ze? J 
i “l RT -|= R 
A Bj R al G . r< 
(2) Vey +V 
所 以 微 扰 为 
0 r> R 
V'=4 7e Ze y 
l -人 | r<R 
AEs =(SIY'Ils) = f wp r?dr-V'-An 
R , 2 Ze? R 2 
“nlp Of f vrara] 
式 中 
K 
OT mZ 
(3) 令 h=e=m。 =1, W 
an =2 2 [RY 原子 单位 - za (a) 原子 单位 
= 5 azla 


= 2 x824 x 2082/3 (izao) x27.2x_ 工 _x104cmri 
5 0.53 124 


z 7.14x10*cm" 


632 核 的 有 限 大 小 效应 对 基态 能 量 的 影响 


题 632 将 铝 原子 (Z =13,A= 27) 的 电子 只 留 一 个 . 其 余 全 部 去 掉 . 形成 一 个 类 氢 原 
+. 考虑 这 样 的 类 氧 原子 . 对 于 电子 基态 , 计算 核 的 有 限 大 小 的 效应 . 即 计算 将 核 视 为 点 核 
和 将 核 视 为 物理 上 真实 大 小 时 (假设 核 是 均匀 带电 球 ) 所 对 应 的 两 种 基态 能 量 差分 别 用 ， 
(D 电子 伏特 ，(2) 这 个 原子 的 电离 能 的 一 个 分 数 来 才 示 所 得 结果 
解 、 对 于 球 对 称 分 布 ， 显 然 在 球 外 势 为 
u= r>p, PRIYE 


r 


在 核 内 电子 受 力 为 
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r p 
势 为 
Ze? 2 大 
V,=—r +C, C 是 待定 常数 
2p 
由 势 在 核 表 面 连续 得 
V,(p) =V,(0) 
c= 3.2 
2 P 
2 
z r> p 
` r 
V(r)= zals 2 
名 四" 
电子 的 Hamilton 量 为 
2 
=P +W)+H 
式 中 
2 
W()=—— +o > r> 0 
0, r> p 
H' =4 ze2 2 
Z) ‘al rsp 
2p |N P r 
所 以 


(10018'1100) = P rdrR5(D)Ro(DH'() 


2 2 
= | ° ra 十 刀 - ' 
0 2p|\pPp r 


4 2 
_ “2 -2zr/e 122,2 4r2dr 
o° a r 2p 2p 


Ë 
式 中 ， a= 一 >=5.3x10”cm 是 Bohr 半径 . BIS p= nA, n =10 cm, 而 
me 


Zp _ n AZ 
a a 


~0.74x103 <1 
MANR” al. 于 是 
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AE = (1001 R'1100) 


(1) EA e?/2a=13.6eV ， 所 以 


4 2 
aE= 4366 v-za[ 2 
5 a 


-13471/3 N2 
a 3 eV ~1x103eV 
.3x1 


| 


(2) 因为 Z*e* /a = E,( 电 离 能 )， 所 以 
22 2 2 i 
ap-2.2 z(e) -2z(2) E, =2x107 E, 
5 a a 5 a 


633 由 原子 的 18、2p 态 之 间 的 能 级 差 

m 6.33 为 测量 x 介子 的 电磁 半径 ， 我们 去 研究 nn =2732m,) 和 
H (m,— = 206.77m,) 组 成 的 原子 的 性 质 . 假定 "介子 的 所 有 电荷 均匀 分 布 在 半径 
n = 10 cm 的 球 党 上 ，h 是 点 粒子 . 将 势能 表 成 点 电荷 的 Coulomb 势 加 上 微 扰 势 并 用 微 扰 
论 去 计算 1s- > 能 量 差 A 的 移动 的 百分比 数值 (忽略 自 旋 效 应 和 Lamb 移动 已 知 
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634 只 介子 原子 由 于 核 体积 的 有 限 性 产生 的 能 移 


题 6.34 介子 原子 由 核 和 束缚 在 校外 处 于 类 算 轨 道上 的 k 介子 组 成 (mm, = 206m, ). 


由 于 核电 荷 分 布 于 半径 为 R 的 区 域内 ， 相 对 于 点 状 核 , 由 介子 原子 的 能 级 有 一 移动 . 有效 
Coulomb AEWA 


(1) 定性 陈述 h 介 子 原子 18、28、2p、3s、3p、3d 能 级 绝对 移动 和 相对 移动 对 这 些 移动 的 
所 有 差异 均 给 以 物理 解释 . 画 出 这 些 态 的 微 扰 和 未 微 扰 能 级 图 Q) 考虑 到 核电 荷 分 布 非 点 
状 这 一 事实 ， 给 出 1s 态 能 量 一 级 改变 的 表示 式 . (3) 假定 R/a, «l, a 是 hb 介 原子 “Bohr 
半径 ”， 估计 2s-2p 的 能 量 移动 并 证 明 这 个 移动 给 出 R 的 一 个 度量 . (4) 题 (2) 中 的 方法 在 什 
么 情况 下 很 可 能 不 正确 ? 这 种 方法 是 过 高 还 是 过 低地 估计 了 能 量 移动 ， 给 以 物理 解释 . 
有 用 的 信息 
Pis =2Noe “Yo(0,9), — No=l/a2 


1 |- 
vaz gm2- a Yo09) 
p 


1 r -riL 
Pap "Ma? ”BO 
u 


解 (1) 微 扰 Hamilton 量 为 
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当 r<R 时 ， 如 ">0 ， 故 诸 能 级 向 上 移动 . 由 于 


s 态 的 上 介子 在 >~ 0 区域 的 概率 较 p 态 和 d 态 j 加 y 
的 大 , 故 s 能 级 的 移动 较 p 和 d 能 级 的 大 . 此 外 ， | 
1 量子 数 越 大 ,对 应 轨道 角 动量 越 大 , 介子 云 分 — === > 


布 越 离开 中 心 , 对 应 的 修正 就 越 小 . 如 题 图 6.34 
所 示 ， 实 线 表示 未 扰动 的 能 级 ， 虚 线 表示 徽 |----… 
扰 能 级 . d 能 级 的 未 微 扰 能 级 和 微 扰 能 级 几乎 一 -8 
D 作为 一 级 近似 ，1s 态 能 级 移动 为 BAA 
AE, =(Is|E'is). 由 于 R<a,， 可 将 在 人 积分 


中 的 ly(r 半 在 +=0 处 抽出 ， 于 是 
2 
_ 25 72 2p 2 R | Ze 
AE, = 5 Ze [ws O| R e2) 
(3) 同样 
-zely (OP R -LZR 
AE, = Ze yas O] R= a, | | 
2 
AE, =£ Ze? Wop (O| R? =0 
所 以 


RF, q 是 氧 原子 的 Bohr 半径 . 显然 ， 由 实验 测 得 能 级 移动 ， 即 可 得 知 尺 的 数值 . 若 代 以 
Z=5, R=10®cm, MJ 
AE,, — AE,, w2x102eV 
(4) 上 面 (2) 中 的 计算 作 了 R < av RER, 4 R AE], 时 ， 计算 不 正确 这 种 方 
法 过 高 地 估计 了 s 态 的 能 量 移动 ， 因 为 将 电子 在 核 内 的 概率 放大 了 (概率 密度 均 取 成 
lwms(o 六 ， 过 低地 估计 了 p EM d 态 的 能 量 移动 . 
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6.35 定性 解释 Pauli 原理 对 能 级 的 影响 ， 给 出 氨 原 子 态 能 级 的 微 抗 公式 


题 6.35 (1) 对 于 氨 原 子 基态 和 前 两 个 激发 态 , 用 能 级 图 
给 出 它们 的 完全 集 量 子 数 (总 角 动 量 ， 自 旋 ， 字 称 ) (2) 定性 
解释 Pauli 原理 在 决定 能 级 次 序 时 所 起 的 作用 . (3) 假设 只 有 


一 一 Coulomb JJ, 并 且 知 道 Z=2 的 类 氢 波 函数 标记 为 jjs) |2s), 


|2p) 等 ， 以 及 与 Z= 2 相 联系 的 类 氧 能 量 本 征 值 为 为 En, 
Ey ，… 给 出 这 些 氮 原 子 态 能 级 的 微 扰 公式 ,不 要 计算 积分 ， 


题 图 6.35 但 要 仔细 解释 你 表述 的 结论 中 的 符号 


解 (1) 如 题 图 6.35 所 示 . 


(2) Padi 原理 要 求 自 旋 对 称 的 三 重 态 , 其 空间 波 函 数 必 是 反对 称 的 ; 而 自 旋 反对 称 的 
单 态 ， 其 空间 波 函 数 必 是 对 称 的 . 后 者 的 电子 云 重 王 大 ， 所 以 排斥 能 大 (全 -r,| 小 )， 即 能 
级 较 高 . 这 就 是 Pai 原理 在 排斥 时 的 作用 . 

G) ARTH) Hamilton 量 为 


对 于 jlsts) Æ, 


2 2 2 2 2 
H=- y- ¿2 26 22 e 
2m n n In -n| 
微 扰 修正 公式 为 
AE, =( lsls lsls 
PE 


对 于 lsnl1 URES pro n=23,-- a FAE, 有 自 旋 三 重 态 的 微 扰 修正 公式 为 
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自 旋 单 态 的 微 扰 修正 公式 为 
AED -(m e jar 人 is 二 ans 
hn -| h-r] 
AP, (el E 本 i) 称 为 直接 积分 ; (上 Paq; 本 nis) 称 为 交换 积分 
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636 ”图 周 运动 的 粒子 在 微 扰 势 H'= Asin @cos0 下 的 最 低 两 个 态 及 其 能 量 修正 


题 6.36 质量 为 m 的 粒子 约束 在 一 半径 为 a 的 圆周 上 ， asal 它 是 自由 的 . 加 一 个 
微 扰 势 鼠 = 


求 出 修正 后 的 零 级 波 函 数 ， yitwtehumatawrayna-an, 
解 ”未 微 扰 的 波 函 数 及 能 级 为 


__1_ in = ... 
vO E ， n =+l1,+2, 
nR 
n Ima 
由 此 ， 我 们 只 备考 虑 n=+1 的 两 个 态 ， CITESRS3ER, AREA 
0 -ï 
4 
iA o 
4 
将 它 对 角 化 得 出 两 个 零 级 波 函 数 为 , 
, i, A 
v=) aP =S 
, _ t A 
=P (lD-i-D), 4AP = 地， 
为 了 求 二 级 能 量 修正 ， 利 用 公式 
win. 
AE -2 EE 
但 是 
; A. A A 
Hr'ln)=sin29|n) = 全 In+2)- 全 In-2) 
所 以 
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同 理 ， AE x- 64h? 而 
E _ A _ ma? A2 
| 2m 4 64k 
p- Ñ _A_ mA 
=Z 


637 EFEV@W=-É, x>0; V=% x<0 势 中 的 基态 能 级 , 及 基态 能 量 的 
x 
Stark 移动 


题 6.37 ”距离 液 氮 表 面 x 处 的 一 个 电子 受到 以 下 势 的 作用 
VC9=-、， x>0, k= 常数 


V(x)=%, . x<0 


(1) 求 出 基态 能 级 . 略 去 自 旋 的 影响 . (2) 运用 一 级 微 扰 理论 计算 基态 的 Stark 移动 ， 
解 (D 当 x<0 时 , 波 函 数 y(x)=0， 当 x>0 时 ，Schr6dinger 方程 为 


2 2 N 
- Ef (- Elwo | a) 


注意 到 氧 原子 的 径 向 波 函 数 R(r) 满足 方程 | 
E rr I+D vena- ER .| 


2m rt dr dr 2mr2 
车 以 R(r)= Z(r)Vr 代 换 ， 且 取 1=0， 则 . 
R E ë N 
EE- ho-ro (2) 


方程 (0)、(2) 形 式 相同 ， 且 具有 根 同 的 边界 条 件 ， 所 以 它们 的 解 应 该 相同 . 
从 氧 原子 基态 能 量 


Eio -7 


E4 
及 基态 波 函 数 
-r N 
ar ng 
可 以 得 到 所 求 的 基态 能 量 及 其 波 函数 
| g= "E 
WE 
2 
nose = 


(2) 微 扰 势 为 
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V'i=esx, 2 为 电场 强 订 


于 是 基态 的 能 级 修正 为 
AE; =( jw 
° 2 =x/ 2 ~xla 
=f p2” 2 dx 
3 3R eg, 
三 一 EEC = 
2 2mk 


638 讨论 和 计算 氨 原 子 基 态 的 Stark 效应 


题 6.38 讨论 和 计算 氢 原 子 基态 的 Stark 效应 . 
解 ” 取 外 加 均匀 电场 为 z 方 向 ， 对 应 的 Hamilton EX 


H,.=es:R=eez 
氨 原 子 基态 不 存在 简 并 ， 所 以 可 应 用 定 态 微 扰 论 ， 第 一 级 效应 为 
EV =(n=Ll=0,m=0leezln=1,1=0,m=0) 
对 于 氧 原子 ， 宇 称 为 (-D) 基态 是 偶 字 称 ，z 是 奇 宇 称 算 符 ， 所 以 £0 =0. 进一步 , 第 二 级 
效应 为 
EO = ey |(1001z1 nimf 


næl E, — E, 
Em 
因为 
E e? 
E, =-=, EẸĘ=> 
É n? 1 2a 


这 里 a 为 Bohr 半径 ， 所 以 
E-E<0, nzl 


增加 电场 只 是 使 氨 原 子 的 基态 能 级 降低 . 这 里 求 和 式 不 准 进一步 计算 . 注意 不 为 零 的 矩阵 
元 为 1=+lL m=0. 


639 为何 氨 原 子 激发 态 有 线性 Stark 效应 ， 而 钠 原子 激发 态 只 有 二 次 Stark 效应 


题 6.39 解释 为 何 氢 原 子 激 发 态 在 电场 中 有 线性 Stark 效应 ， 而 钠 原 子 激发 态 仅 有 一 
次 Stark 效应 . 
解 ” 外 电场 对 电子 的 作用 能 为 
H'=eE r 
从 数学 上 可 知 ， 在 r 一 -~r 交换 下 ， 积 分 值 应 不 变 . 即 
IAD GE) = HD Cr) 


= CD w| HD) (r) 
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容易 看 出 ， 同 宇 称 态 有 (|H'| 人 =0. 
只 要 电场 不 甚 微 小， 可 不 考虑 氢 原 子 中 电子 的 自 旋 所 造成 的 精细 结构 . 这 时 ， 氧 原子 
的 激发 态 是 不 同 宇 称 态 的 全 加 态 , 即 存在 对 i 的 简 并 . 利用 简 并 微 扰 处 理 ,由 于 存在 不 为 零 
的 微 扰 Hamilton 量 矩 阵 元 ， 因 此 存在 线性 Stark 效应 . 
而 对 销 原 子 的 激发 态 ， 每 个 能 级 的 宇 称 是 一 定 的 (对 ;的 简 并 已 解除 ), 利用 非 简单 并 微 
扰 处 理 . 能 量 一 级 修正 
(1E) =0 


二 级 修正 一 般 不 为 零 . 所 以 ， 仅 有 二 次 Stark 效应 . 


6.40 计算 Stark 效应 引起 的 氯 原子 Siz, Pur, Ps 态 的 能 级 变化 


题 6.40 Stark 效应 ” 题 图 6.40 中 给 出 了 和 氢 原 子 的 上 = 2 能 级 ，Sio STI B, 态 是 简 并 
的 ， 能 量 为 s Pn 能 量 为 ma +A. 加 上 均匀 电场 E 后， 能 级 变 到 a,62,63. 设 其 他 能 级 距 
> 这 三 个 能 级 很 远 , 不 需要 考虑 . RRE 6628 Bl E 
aA — 的 二 阶 . | 

解 ” 按 题 意 ,假设 微 扰 Hamilton 量 H'=-eE.r 
在 这 三 个 能 级 间 的 算 阵 元 为 | 

Psn Pz Syz 

Poa 0 0 b 

he 0 0 a 

题 图 6.40 S b' * 0 


Sin Piz 


其 中 已 利用 了 已 ' 在 空间 反 演 下 变 号 这 一 事实 . 
这 样 ， 对 已,, 能 级 来 说 
(Bp IB'S)? 


— p0 
. E, = 十 IO 
Po Sy 
ef 
=& +A+— 
A 


X P 和 Si 能 级 ， 首 先 要 在 它们 张 成 的 子 空间 内 将 其 Hamilton 量 对 角 化 ， 得 到 两 个 
新 能 级 ú | 
l) = alBn) +lal|Sin) 
v2jal 
_d|a2)- 二 si， 
: |2) T V2lal 
它们 的 能 量 为 
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alae 
BBO- ED, 
好 

2(-A) 


K2|H TBa) 
P-E, 


E =E +|a|+ 


i 
== +|a|+ =2+ 加 - x 


E, = EP -lal+ 


641 说 明 普通 原子 与 所 原子 Stark 效应 的 区 别 及 四 个 毛 原 子 态 的 Stark 能 移 


题 6.41 通常 观察 到 的 原子 中 Stark 效应 (均匀 电场 产生 的 能 级 移动 ) 与 场 强 平方 成 正 
E. 解释 为 什么 如 此 . 但 对 氢 原 子 某 些 态 Stark 效应 是 场 强 的 线性 函数 . 解释 为 什么 . 用 微 
扰 计 算 说 明 氧 原子 基态 与 第 一 激发 态 的 最 低 不 为 等 Stak 效应 . 在 精确 到 一 个 整体 常数 范 


围 内 ， 波 函数 为 
Poo =4Y2a0e "® 
Poo = (2a0 — rje”? 


Pa = + 万 re? singet? 
Pajo = re” a cos 0 
解 ”多 电子 原子 系统 偶 极 矩 为 
d= 一 2 er, 
对 一 般 原子 ， 除 总 角 动 量 第 三 分 量 1, 简 并 外 ， 无 其 他 的 能 级 简 并 ， 能量 与 ,1 有 关 . 而 
{nlm| -d ` E |nlm') = 0 
HAAR H'=-d .五 是 奇 宇 称 算 子 , 上 面 抢 阵 元 仅 在 相 异 宇 称 态 之 间 才 不 为 0. 所 以 对 任 一 
定 态 的 平均 值 为 0， 即 一 级 微 扰 为 0. 因此 一 般 原 子 需 考虑 二 级 修正 ， 其 能 量 正比 于 电场 强 
ERED E’. f 
HIET, FERH — EETA KRA 的 简 并 ， 这 些 态 之 间 的 矩阵 元 {ni| H "| nl) 并 不 
全 为 0. 因此 一 级 微 扰 下 ( 简 并 微 扰 ) 能 级 位 移 不 为 0， 即 氢 原 子 的 Stark 效应 是 场 强 的 线性 函数 . 
微 扰 Hamilton 量 为 
| H' = eEz = eErcos@ 


Wiw = 4V2ae™! % 


{100|rcos0|100)=0 


基态 非 简 并 
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其 二 级 修正 为 ， 
@ _ Hal 
y“ = 2 E® "EO 
2 - ep2 $ kolzo m0|z|100) [ „Za 
n=2 一 一 - e 


n? 
=2aE2. 22 =P 
8 4 


第 一 激发 态 n=2 是 4 重 简 并 


Wow W210 W2141 
利用 到。 的 正 交 性 得 
Hj, = H3, =—eEa 
其 他 为 0 
-ED -3egEa 0 0 
mag = | Ea -EY 0 0 
0 -EV 0 
0 0.. 0 -EV 
由 行列 式 非 零 解 充 要 条 件 得 能 级 修正 为 
EQ) — +3eEa, 0, 0 
故 能 级 分 裂 为 
2 
T. ol 
N" a 3eE, Ja 22 + 3eEa 
e? 
SE 641 -z 3eEa 


4 为 Bohr 半径 . 另 有 两 个 能 级 简 并 未 消除 ( 题 图 6.41). 


6.42 只 剩 一 个 电子 的 离子 的 Zeeman 222 5 — Bt Stark 效应 


题 642 考虑 只 鲁 一 个 单 电子 的 电离 原子 (z, A). 在 “ 弱 ” 磁 场 中 计算 =2 的 态 的 
Zeeman $R. (1) 对 于 电子 进行 计算 . (2) 对 于 一 个 具有 电子 质量 但 假设 自 旋 为 0 的 粒子 进 
行 计算 

解 G) 对 于 电子 ， 当 外 加 磁场 为 弱 场 时 ， 与 之 相 比 ， 旋 轨 硝 合 就 不 能 忽 路 ， 即 为 反 
常 Zeeman 效应 . 此 时 Hamilton 量 为 


第 6 章 定 态 近似 问题 


LOE tam 5: 
P Ze 
式 中 ， Hs r OSE j =l +S,. 
设 未 加 磁场 时 
HoW nim = Eg s. j=! + 


不 考虑 最 后 一 项 时 ，(17, P. j 仍 为 守恒 量 ， 此 时 能 量 为 
eB 


2m,c 


Enj +m RO, @, = 


于 是 ， 在 弱 磁 场 下 ， 最 后 一 项 的 贡献 可 考虑 为 


ho, j, ， 
o, = (um; Io, l jm;) 


m, 1 
ho, j= l+ — 
27 OL 17:72 
; 1 
-—— m, =1—-— 
2j+2 e /2 
1 
fri Jaros j=l+— 
J 
Epp, Eny + . 
+ to, j=l-5 
对 n=2，,， 有 
1 
Eoln TE 1 +2m;ho,, m =t 
2 2 
3 1 
—m. ,二 十 二 ,十 二 
am T atg o metatz 
2 2 
E ,+-—m,h@ m =+1 
zim, 2 7 7 2 
(2) 自 旋 为 0 时 ， 没 有 与 自 旋 相关 的 效应 ， 于 是 
2 
H =V), 
2m, 2m,c 
FERRA 
W nlm (r, 0, @) = Rm (Yn (9, p) 
能 量 本 征 值 为 


e 
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- 398 ， 有 量子 力学 


n=2 
Em = Ez 
eB 
Enna = Ez + > h 
m,c 
Eo = Ep 


643 用 微 扰 论 计算 在 弱电 场 时 ， 毛 原子 n=2 能 级 的 简 并 消除 与 能 移 


题 6.43 Stark 通过 实验 表明 : 当 外 加 一 均匀 弱电 场 时 ， 氢 原子 的 上 = 2 ， 简 并 度 为 四 
的 能 级 可 以 发 生 移动 . 运用 微 扰 论 ， 忽 略 自 旋 和 相对 论 效应 ， 考 察 这 个 效应 . 特别 是 (1) 各 
能 级 的 能 量 的 一 级 修正 表达 式 是 什么 (不 要 求 算出 径 向 部 分 积分 )? (2) 此 时 还 有 没有 简 
并 ? (3) 画 出 n=2 能 级 图 . 要 求 能 反映 出 能 级 在 外 加 电场 前 后 情况 . 描述 可 观察 到 的 起 源 
于 上 述 能 级 的 谱 线 . 
解 ” 体 系 的 Hamilton 量 
H=Ho+H’ 


式 中 
e? P 
Ra = r + 2mr2 
H'=eEz, 取 z 轴 方向 为 均匀 弱电 场 E 的 方向 
HAS, H'<H, THH 当成 微 扰 项 . 


在 上 四 基 矢 张 成 的 子 空间 中 ， 五 ' 的 矩阵 表示 为 


0 (00|H'iO) 0 0 
y -| ü0|8'|o0) 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
式 中 
(1,01H'10,0) ={0,01H'11,0) 
=eE | uyo ()rcos@u;y (r)d°r 
=-3eEao， ay X Bohr 半径 
解 久 期 方程 
-wm {00l8'l10) 0 o 
(10[H'|00) -wm 0 ojo 
0 0 — of 
0 0 0 -Wi 
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w® = 3eÉas 


W =w? -0 


wD = —3eEFao 


(1) 对 于 能 级 的 一 级 修正 表达 式 为 
3eEag 


0 


AE = w= 
0 


-3eEag 
(2) 此 时 还 存在 简 并 ， 对 应 于 wf2 =0, w? =0. 
(3) 能 级 图 如 题 图 6.43 所 示 . 


n=2 
1 
—= (W200 + 210) 
x T 
n=2 Pa 3eaoE 
N —— uzn 与 21-! 的 任何 两 
N ] 个 线性 无 关 的 组 合 
`. 3eaoE 
` Le ) 
RM E Bf W200 — U210 
JH E Fš v2 
题 图 6.43 


由 电 侦 极 贱 迁 选择 规则 ，Al=+tl,Am=0,+1. 由 此 知 可 观察 到 两 条 谱 线 : 


; hv, =2x3eaoE, v, -ÉE 


hv =3eagE, v= 3eaoE 


6.44 类 氨 原 子 在 均匀 电场 、 磁 场 中 n=2 的 能 级 的 分 裂 


题 6.44 ”考虑 类 氧 原子 的 上 = 2 能 级 , 假设 轨道 粒子 和 核 的 自 旋 为 0. 略 去 所 有 的 相对 
论 效 应 . (1) 计算 存在 均匀 磁场 时 能 级 分 裂 的 最 低 阶 . (2) 存在 均匀 电场 时 做 类 似 的 计算 . (3) 当 
电场 、 磁 场 同 时 存在 并 相互 得 直 时 ， 做 同样 的 计算 (任何 径 向 波 函数 都 不 需 计算 ;对 于 其 余 的 
计算 ,， 它 可 用 参数 代替 ,对 任何 角 向 波 函 数 积分 , 一 旦 能 够 确定 它 不 为 0, 则 也 可 用 参数 代替 ). 
E (1) 取 磁 场 方向 沿 z 方 向 . 则 


1 2 
=— p +V(r)+ 
2m,” VO tma 


eB; 


z 


此 时 H, EATER, FERRIN 
Vanim (7,0,9) = Ru n00) 
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n=1,2,3,.…, [=0,1,2,.…,n—1 
m= 一 ,一 十 1 一 1 
相应 于 n=2 的 能 级 的 能 量 为 


Ey = En +2 mh 
oC 
Ez» I=0 
eB 
2m,c ` m=1 
Jenti O, I=llm=0 
-eB b, m=~—l 
2m,c 
(2) 不 考虑 自 旋 时 ，n =2 的 能 级 是 四 重 简 并 的 ， 对 应 的 能 量 都 是 
Ze 1 
27 31 D 
240 2 


W00: Yno Yair Ya- 
wh HE, W H'=esz=EV', RP E, = eza, roar rcos8/ao. 由 


Yn cos 0 = KR om om Yam + Eom Ym 
(2 4 D+ DD + D+ > arma +] 21 -1) 


知道 ， 只 有 当 Al=+l,Am=0 时 ， Hirn nm” 
(H')200,210 = oB Wod 3x= føk oio dx 
(H ')210,200 = f WaoH Wand x = Í yaioH Vaod x 
令 E=(H'xomoÁ= (Hao, H det|H,, - E96,,|=048 
EV =+E',0,0 
此 时 n=2 的 能 级 分 裂 为 三 条 : E tE', E, (CENH). 
从 物理 效应 上 和 看， 由 于 2 的 增加 ， 电 子 被 束缚 在 核 隐 近 的 概率 增 六 所 以 ， Hm 


引起 的 能 级 分 裂变 小 (H' x esrcos0), FED. AFER, MM < > AE < z: 
(3) 令 磁 场 沿 z 轴 方向 ,电场 沿 x 轴 方向 ， 则 微 扰 Hamilton 量 为 


H'= eË L +esx= Bl + Yr 
2m,c h 3a 


式 中 ，pB=eBh/2mc,y =3esa/V2,a=ag/Z. 
x 的 非 零 和 矩阵 元 为 


l-im _ eym- 3 JO PU -m+ ~m) 
Dimi = (Orta = 41 QI+DQAD < 
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Im eimi 3 |0 - P)Q +m- +m) 
MT On CCD ° 


所 以 
d-an 
3 1 
3 - 
ma =a 
此 时 微 拢 答 阵 为 
I=1 m=1/{p 0 0 -y 
l=1 m=010 0 0 O 
l=1 m=~l| 0 0 -8 y 
[=0 m=0\-y 0 y 0 
能 量 本 征 值 方程 为 
Bb-EY 0 ~ 
dt 0  -p-E® y |=0 
-y 7 -EE® 
其 解 为 ? 


EV=0 Eb, =+ P +27 
最 后 求 得 n=2 的 能 级 分 裂 为 三 条 ， 能 量 分 别 为 
E, B yp +222 


645 氨 原 子 处 于 相互 垂直 的 电 、 磁 场 中 ， 求 决定 能 移 的 方程 


题 645 一 个 无 自 旋 电 子 的 非 相 对 论 毛 原子 处 于 一 个 沿 z 轴 的 电场 和 沿 x 轴 的 磁场 
H r. 这 两 个 场 在 能 级 上 的 效应 是 可 比较 的 . (1) 若 毛 原子 处 于 主 量子 数 n 等 于 2 的 态 , 说 
出 一 阶 微 扰 论 计算 能 移 的 矩阵 元 哪些 为 0. Q) 求 一 个 决定 能 移 的 方程 当 你 得 到 行列 式 方 
程 时 ， 不 必 进 行 代数 计算 . 不 要 代入 径 向 波 函 数 的 明显 形式 . 将 你 的 结果 用 和 在 径 向 波 函 
数 之 间 的 矩阵 元 来 表示 (n 为 菜 个 合适 的 短 ). 
(L. +il)|l,m) = Jü +m(+m+D|I,m+ Ó 
# (1) 这 时 微 扰 Hamilton 量 为 


P= +eez 
对 n=2， 取 基 |200),|210),|211),|21-- 旋 . 注意 由 人 till, m) 的 表达 式 可 得 


L [00) =04 j1) =1 11-1) = Yato) 


n 10)= Žan) 
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同时 还 注意 z= rcosg 
(2101rcosg1200) = (2001rcosg1210) -fe 


RP, (r)= f RoR dr. z 的 其 余 矩 阵 元 为 0 


于 是 
0 [Feo 0 0 
E el) 0 V2eBh V2eBh 
H'= 3 


4me 4mc 
V2eBh 0 0 
4mc 
0 V2eBh 0 0 
4mc 
D B|BE-41|=0, a= Let, p -12B 
4mc 
—-4 a 0 0 
«a -AP p =0 
0 g -0 
0 8 0 -A 


得 4=0 两 重 根 ， A= P +a2 . 
646 用 微 扰 论 证 明 单 电子 原子 在 磁场 中 的 能 量 改变 
题 6.46 用 一 PEBE. MARS hF ea i= D FER B h 


能 量 的 变动 为 22 e, -3c,- 25 . MEFE, La-le 对 应 于 =l, kE 


g€ = MspB < W. 
解 H=H®+H® 


H® -l p? o(s 
2m h 


H? = EL +2S.) 
HO 相应 于 j =Š > 的 一 组 简 并 本 征 态 为 


全 有 和 @ = Bror fas B, eer fite D ,=# 
2°2 2'2 2 2 


用 简 并 微 扰 理 论 ， 将 4 个 妨 重组 成 4 个 也 HERES HOV, EZTV, (+g), M 
EP =(g|H” |8) 


FOR 定 态 近 似 问题 


我 们 首先 计算 0g, 利用 下 列 结果 
. -lha =} 
Lé,=mhó,; Sa=zha; — S.B=-5hB 
这 样 


H oo =(éG +ha)e = (26,a)e 
> 


HOR , 2 Fna- fian) fina 
HOA, ， -- Bas): 
2' 2 


HOD, ,=-(2¢ 1P)e 


2 2 


jw 


4 个 区 本 身 满足 要 求 的 条 件 ， 即 它们 就 是 4 个 V, ， 我 们 可 以 不 通过 计算 五 0G 


(1) 


2) 


(3) 


(4) 


， 就 可 以 


推出 这 一 点 ， 因 为 L.+25, 与 7, 对 易 ， 所 以 及 作用 到 才 ,, 上 给 出 同样 mm 的 7 的 本 征 函 


数 . 它 当 然 正 交 于 不 同 mj 的 本 征 函 数 . 由 式 (1)~ 式 (4) 可 得 一 阶 能 量 修正 为 


_3 
m; 2 


mj => EV EE 


EV =(halH® Iña)=2e(Aalóa)=28 


四 = 本 --e{ fsa Ea A fiae) -- 了 3 


m; =, EV =-2e(ġ Pipp) =—2e 


同样 WF AA 


导 至 
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EV -le 
3 


EO =t 
3 


647 n=2WARTER EH e tP të 2 W 2-3 X Yr 


88 6.47 若 自 旋 效应 被 忽略 , 主 量子 数 #= 2 的 氢 原 子 的 4 个 态 具 有 同样 能 量 , 证 明 当 
静电 场 8 加 到 处 于 这 些 态 的 氢 原 子 上 时 ， 结 果 导 至 一 阶 能 最为 E +3aoes, E’, E’. 

E ”对 电量 为 -e 的 电子 在 沿 z 轴 的 电场 中 的 Hamilton EE H” =eez. 所 以 ,处 于 wy 
态 的 氢 原 子 的 一 阶 能 量变 化 为 

EW = ee [uku dr =0 

原因 是 ， 态 wm 具有 确定 的 (-1) FK, M: RARER. Br, Est Sk Rr AFI. 
而 奇 宇 称 函 数 的 全 空间 积分 一 定 为 0， 只 有 混合 字 称 的 函数 ( 即 不 同 字 称 函数 的 线性 到 加 ) 
全 空间 积分 才 不 为 0. 

uyu Uai 210: 200 用 数字 表示 为 1~4 态 ， 我 们 首先 计算 HP) (基于 这 4 个 态 的 矩阵 
元 ) 因为 这 4 个 函数 有 确定 的 字 称 , 所 以 对 角 元 H) =0, 而 且 z 与 上 可 对 易 ， 所 以 wm 
和 zu 都 是 工 ,的 本 征 态 . 具有 相同 的 本 征 值 mh . 由 于 不 同 本 征 值 m 的 4 是 正 交 的 ， 所 以 
不 为 0 的 非 对 角 元 只 有 那些 具有 相同 的 m 量子 数 ， 即 wo 和 woo0. 为 了 计算 这 上 矩阵 元 ， 令 
z=rcos0. 于 是 我 们 有 


Ho = HY = ee | oozuooodr 


4 
= “去 Ces gsinbdex N r4 (z 一 二 sec 
= —3esaç, 
在 计算 r 的 积分 时 ， 我 们 用 到 结果 


r n+l 
Í r" exp| -—— |dr = n!aó 
0 a 


0 


HOARE 
000 0 
000 0 
000 -4 a) 
0 0 -A 0 
式 中 
A = 3esag 


因为 未 经 微 扰 的 四 个 态 是 简 并 的 . 所 以 我 们 用 简 并 微 扰 理论 . HO 的 本 征 值 即 一 阶 能 
量 修正 . 它 的 本 征 矢 是 4 个 w 函数 的 线性 组 合 . 给 出 了 未 经 微 扰 的 本 征 波 函 数 . 从 式 (1) 的 形 


ROE 定 态 近似 问题 . 405 . 
式 易 看 出 5 有 两 个 本 征 值 为 0, 相应 的 本 征 态 为 Hə1l 和 zi 我 们 需要 考虑 的 矩阵 部 分 相关 
Tuyo uo, Bl 
0 一 点 
-4 0 


H210 ~ H200 
V2 


易 证 明 ， 本 征 值 4= 4 ， 相 应 本 征 矢 为 


和 4/= -4 ， 本 征 矢 为 
W210 + Uz00 
V2 

AA un RER, uw EFR, 所 以 上 面 两 个 本 征 矢 都 具有 混合 字 称 . 这 样 一 阶 能 量 为 E?， 
E’ , E? +3ecag, E? — BeEag . 

讨论 (1) FEARI Stak 效应 ， 从 上 面 原 因 可 看 到 ， 只 有 存在 不 同 ! 值 的 简 并 态 存 
E, 才 有 一 阶 效应 , 氨 原 子 的 这 种 简 并 发 生 于 电子 受到 的 核 的 电势 具有 简单 的 2/r 依赖 关系 . 
然而 在 碱 金属 原子 中 ， 内 层 电子 的 存在 使 得 那些 具有 较 低 的 ! 值 的 价 电 子 受到 的 静电 势能 
从 1/r 的 简单 形式 发 生变 化 ,因为 这 些 价 电子 穿 透 了 内 层 的 电子 层 , 因此 一 阶 Stark 效应 不 
会 对 这 些 态 发 生 . | 

(2) 在 和 氨 原 子 中 n=2 的 态 的 一 阶 Stark 效应 意味 着 这 些 态 的 原子 的 行为 好 像 它们 具有 
永久 电 偶 极 矩 ， 大 小 为 3eao . 能 够 在 外 电场 中 与 电场 平行 ， 仅 平行 ， 或 成 直角 ， 一 般 来 说 
原子 和 核 的 基态 是 不 简 并 的 ， 故 不 存在 永久 电 侦 极 矩 . 

这 里 我 们 没有 讨论 二 阶 Stark 效应 ,一 般 来 说 它 在 所 有 态 都 会 发 生 . 它 给 出 正比 于 a? 的 
能 量 项 ， 这 相应 于 感应 电 偶 极 矩 . 


648 假定 上 题 中 的 woio 和 zao 具有 不 同 的 能 级 本 +4，B 4, 证明 及 + 及 中 相 
应 的 矩阵 有 本 征 值 了 +VA5+ A 


题 65.48 ”假定 上 题 中 的 uo 和 woo 不 简 并 , 而 具有 不 同 的 能 量 E9+4 和 E94.(1) 证 
HHO + 关于 这 两 态 的 矩阵 ， 具 有 本 征 值 0 二 V42 + 42 ， 这 里 A=3aoes . (2) 将 这 些 
本 征 值 的 极限 值 G@) ASAN (总 4<4 和 微 扰 理 论 的 结果 相 比 较 ， G) 画 出 
E? + (A? + 人 4) 依赖 = 的 函数 关系 ,将 这 些 曲线 标 上 尽 可 能 多 的 关于 本 征 矢 的 信息 . (4) E 
态 U2io 和 Vzoo 的 波 数 差 为 36m”"， 计 算 使 4=4 的 电场 的 大 小 . 

解 (D H? ,H9 AFUFU KERA 


E?+4 -A 
-A EA 


HO 给 出 对 角 元 . 题 6.47 的 结果 给 出 了 非 对 角 元 . 它们 来 自 互 0 ， 我 们 可 以 通过 通常 的 方 
法 得 到 皇 阵 的 本 征 值 和 本 征 函 数 , 车 PUn +9U2o 是 本 征 值 为 4 的 本 征 函 数 ， 那 么 


一 0_ 一 
A-E -4 A (D) 


REA tyg +A. 
@ G ASA, 我 们 有 
A? 1/2 42 
(4? +4)? = A+) ~ 
所 以 能 量 值 近似 为 E? + A+ (42 /2A) ,第 一 个 两 项 与 简 并 微 扰 理论 得 出 的 结果 相同 . 这 一 点 
是 合理 的 ， 因 为 对 于 4 > 4 来 说 ， 最 初 的 两 态 能 量 分 离 与 微 扰 能 量 比 很 小 . 小 的 非 零 4 的 
效应 被 A? /2A 显示 . 
Gi) 对 A 4， 我 们 有 
2 1/2 A2 
(4? +4? safi) ~ A+ 
能 量 近似 为 妃 t A+A2/2A, X, BrhiBi2s ig SPS ERNER, SAREE 
简 并 ， 因 此 也 没有 线性 Stark 效应 、 二 次 项 二 427/124 与 二 阶 微 扰 理 论 给 出 的 结果 一 样 . 在 题 
6.15 的 E KRRP, (jIHO In)=-A ,而 了 - E; 当 最 初 态 是 zio 时 是 24 ,最 初 态 是 wzoo 
时 是 -24. 
(3) 题 图 6.48(a) 画 出 了 能 量 E + (A? + 7) 人 ?作为 电场 的 函数 的 曲线 图 当 4 < 4 时 ， 


曲线 是 二 次 的 ， 而 当 4 > 4 它们 趋向 简 并 微 护理 论 给 出 的 直线 ， 本 征 函 数 由 式 (了 有) 确定， 代 
和信 4 的 极限 值 显示 ， 对 于 上 能 量 曲 线 ， 本 征 函数 趋向 wio. MAAF O, TEA AA 


于 无 限 ， 本 征 函 数 趋 于 (uzio -wo)/V2 . 对 于 下 能 量 曲 线 ， 相 应 的 极限 本 征 函数 为 wzoo 和 
(no +t) / V2 . 


题 图 6.48(a) 


(4) 波 数 分 裂 > 相应 于 能 量 分 离 
24=cosh y 
对 
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A=3aves = A 
¿= coshy 
Gedy 
讨论 (22 BJERBDE T Bj SSE £ 2 ET83FBE, MANE, eR 
EHO 3958 3F25895EBEBO EIEd8. 矩阵 的 本 征 矢 是 非 微 扰 态 的 线性 组 合 ， 用 这 种 方法 ， 
随 着 互 @ 趋 于 0， 微 扰 波 函数 一 定 平滑 地 趋向 于 非 微 扰 波 函 数 ， 

(2) 这 里 关于 得 原子 中 =2 的 态 的 分 裂 的 计算 , 由 于 自 旋 -轨道 效应 , 是 相当 不 精细 的 ， 
包含 有 自 旋 的 Dirac 电子 理论 显示 对 于 n=2 的 态 有 两 个 能 级 ,但 是 相应 的 态 并 不 像 本 问题 
中 那么 简单 ，4 个 已 ,, 态 有 较 高 的 能 量 而 两 个 态 和 两 个 Su? 态 有 较 低 的 能 量 . (实际 上 存 
在 着 进一步 的 精细 结构 , 量子 电动 力学 效应 一 一 已 知 的 Lamb 位 移 使 $1,, SERE P AE 
高 3.5m”， 核 自 施 引 起 8 个 态 进 一 步 分 裂 约 0.5m-!， 但 是 这 里 我 们 忽略 了 这 些 效应 ). 两 
个 能 级 差 是 36 m "(正如 本 题 叙述 的 ). 本 感 的 方法 可 以 用 来 计算 一 阶 能 量 , 计算 是 直接 的 ， 
虽然 有 些 费 力 ， 互 "+ 五 ' 关 于 8 个 态 的 矩阵 要 被 计算 ， 幸 运 的 是 8x8 和 矩阵 可 因 式 化 为 2 个 
3x3 扼 阵 和 2 个 工 元 矩阵 ， 能 量 本 征 值 的 结果 显示 在 题 图 6.48(b) 中 ， 正 如 图 中 看 到 的 ， 对 
于 上 面 一 条 非 微 扰 能 量 不 存在 线性 效应 ， 因 为 它 只 有 1=1 的 态 ， 而 低 的 能 级 含有 1=1 和 
7=0 态 ， 所 以 存在 线性 效应 , 图 中 每 一 条 曲线 是 双重 简 并 的 ， 相 应 于 一 个 空间 态 ( 它 确定 能 
基 ) 被 自 旋 态 a R 60 3838. 


=1.4x10° Vm 


能 量 


Paz 


Pn Siz 


题 图 6.486) 
649 ” 核 视 为 带电 球 这 时 绕 铅 核 转动 的 p 介子 的 基态 能 量变 化 


题 649 核 的 有 限 大 小 的 效应 可 能 会 提高 基于 点 核 理论 所 得 到 的 电子 能 量 . (1) 证 明 
若 质子 被 看 作 一 个 均匀 带电 球 壳 (半径 为 8) 时 , 由 一 阶 微 扰 理论 可 以 得 到 的 电子 基态 能 量 相 
对 氯 原子 基态 能 量 改变 了 一 个 因子 4p?/3a2 . (2) 为 什么 能 量 的 变化 对 一 个 绕 铝 核 转动 的 | 
介子 要 大 得 多 ? 

解 G) 对 点 核 理论 来 说 ， 核 外 电子 受到 的 Coulomb $% 


而 当 核 为 一 均匀 带电 球 壳 时 ， 电 子 的 Coulomb $% 
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2 
e 1 y e 
Are r° 


ARAA 


2 
e f1 1 
— |, r<b 
Yy0 =Y-Y@ = Sl 5) 
0, r>b 


由 一 阶 微 扰 理论 可 知 ， 基 态 的 一 级 修正 为 
ED = Í ASMA 


式 中 


| 2 
Ws = =) exp(-r/a) 
Tao 


`+ 


2 b 一 
EW = 4 N 一 一 | r? ( — jÜ |Z) (i) 
a, mao r b ao 


因为 b/ao ~10“ ， 所 以 在 积分 区 间 指 数 可 视 为 1， 积分 变 为 


b r? _ 1 2 
Í, -$= (2) 


< 
4760 2a0 


这 样 ， 


因为 点 核 理论 的 基态 能 量 是 


E®) = (3) 


由 式 (1)、 式 (2) 和 式 (3) 可 知 
EO — 4b2 
EQ 3a? 
H T b 4829289105 m; Bobr 半径 am =0.53x10 "9 m. LEO / gO) ~5x10! ， 在 这 种 
情况 下 能 量 的 修正 是 可 以 忽略 的 
(2) 由 Bohr 理论 可 知 质量 为 m 绕 电 荷 为 Ze 的 核 转动 的 电子 ， 其 轨道 半径 正 TI . 


Schrödinger 方程 也 给 出 同样 的 结果 ， 所 以 在 k 原子 中 ，Bohr 半径 m ag, RE 
Som, 

Zm, 
式 中 , m, , m, 分 别 是 电子 与 bp 介子 的 质量 , 铅 核 Z 等 于 82, m. =207m, ,所 以 a=ao/182x207. 


核 半径 的 大 小 约 为 A, À 为 核 的 质量 数 ， 对 铝 是 208， 这 样 铅 核 的 5 约 为 氧 的 6 售 . 将 这 
些 因 子 代 入 式 (4), 发 现 对 绕 销 核 转动 的 A 介 子 而 言 EO /EC 的 数量 级 约 为 1. 因为 微 扰 理论 
只 有 在 EV /EW 1 时 , 才 是 有 效 的 ; 所 以 以 上 的 数值 计算 是 不 成 立 的 , 它 仅仅 指出 五 0 与 
EW 是 同 数量 级 的 ， 实 验 也 证 实 了 这 一 点 ， 相 应 于 绕 铅 核 的 介子 的 ,跃迁 的 能 量 被 测量 
为 6MeV， 而 点 核 理论 的 能 量 值 为 16MeV. 


4) 


d= 
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650 以 e 和 为 尝试 波 函 数 ， 用 变 分 法 求 氮 原子 基态 能 级 上 限 


- 409 . 


题 6.50 0) 取 尝 斌 波 函 数 正比 于 ef” ， 这 里 6 为 变 分 参数 ， 用 变 分 法 计算 氢 原 子 基 


态 的 上 限 ， 用 原子 常数 表示 ; (2) 对 结果 进行 讨论 . 
解 ” 设 尝试 函数 为 
w= Ae Pr 
这 里 4 为 归 一 化 常数 ， 因 此 有 


2 yaf” pr 2 _ 8TA? _ 
fi dV =4zA f er t= =1 
由 式 (1]) 可 算出 
aa 
T 
氢 原 子 的 Hamilton 量 是 
h? 2 e 1 
H = -一 一 V 一 一 
2m, Ang r 


对 波 函数 多 来 说 ， 能 量 平均 值 由 下 式 计算 


oo 2 2 
(E)=4xzA2 | erl y el ebrridr 
0 2m, ATE 7 


由 于 e -入 只 与 有关， 所 以 
robr | È 2 d oer f 2 _ 28) 
Ve E Ai) G w Je 


将 式 (2)、 式 (4) 代 入 式 (3)， 给 出 
2 ° 
(E)=40° Ë. P Í re 26rdr 


2 2 \ po 
{E -£ J [ re 8 g 
m, Ane j*o 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


Ë pt gp i 
g zm h rms ma” 
s 
“m,f ep 
由 变 分 法 可 知 基态 能 量 的 上 限 正 是 尝试 波 函数 的 能 量 期 望 值 的 以 8 为 变 分 参量 的 极 小 值 . 
故 需求 极 值 
aE) KB e o 
dg m, Ane 
2 
48 p =- RAROS 


ATEA? 


2 2 . 
m e e 1 
— _ e -2 l 6 
(E) min 28° 加 BNE do © 
这 里 = 二 是 Bohr 半径 . 


(2) FXE, “(JEE SR 305 eBtoE Bs, 原因 是 尝试 波 函 数 取 的 形式 与 氨 原 
子 基 态 波 函数 一 致 、 当 = 二 时 e”% 正 是 氮 原 子 的 基态 波 函 数 . 
0 


Ae À 


651 处 于 一 维 盒 中 的 两 个 非 全 同 粒子 , 在 相互 作用 势 46(x —x,) 4 £ ZUOR R 
及 一 级 能 移 


题 6.51 两 个 非 全 同 粒子 , 每 个 质量 都 为 m, 被 禁闭 在 长 度 为 工 的 一 维 不 可 穿 透 盒 中 . 
系统 三 个 最 低能 态 的 波 函 数 和 能 量 是 什么 ? ( 即 至 多 有 一 个 粒子 从 其 基态 激发 出 来 ) 车 加 
— Vo =A -~ 加) 形式 的 相互 作用 势 ， 计 算 这 三 个 态 的 能 量 到 4 第 一 级 及 它们 的 波 函 数 


AA FPR. 
解 ” 两 个 粒子 不 全 同 ， 故 可 同 处 于 基态 
Kr? 2. nx 
一 个 粒子 处 在 基态 ， 另 一 个 处 在 第 1 激发 态 
SAn? 2 mx, . 2T% 
Pame LOLOT 
_ 522 2 ，27mm . TX 


= 一 Sin 一 一 Sin 一 < 
Yanu = IL L 


当 两 个 粒子 均 处 于 单 粒子 的 基态 ， 即 系统 处 于 其 基态 时 
4 ，f 34 
EV = (y1 Vam) =; in Pn = 


L 


到 4 零 级 的 波 函 数 为 
$= 
当 只 有 一 个 粒子 处 在 基态 时 ， 能 级 是 两 重 简 并 的 ， 故 用 简 并 微 拢 
Í f ViVa yddo = Í ya Vad dx, 


4 ,17.2 .22m 4 
=—4| si? sin" 一 dm = 二 
P | L L L 


Í j WV aV 2 dx dx, = Jj f v21Vioyno dx dx, -了 


因此 久 期 方程 
4 _ FÜ) 4 
qet|Ë: L 1-0 
4 141 pO 
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得 到 
EW =, EY =0 
XA PJP k b83%J 
1 
é, = J tw) 


652 三 能 级 系统 在 微 扰 Hamilton HAH FHA 8 E 1468345 E 
题 6.52 考虑 由 下 列 Hamilton E-18i00J=— 82225; H = H,+AH,: H, 的 本 征 态 为 
n) (2) 19. BR.|5=0, H, 2)=4| 2), 8.3) =A|3.0) ji), |2), |3) 为 基底 写 出 本 
撼 阵 的 最 一 般 的 3x3 和 矩阵 表示 (4 是 实数 ). (2) 当 用 微 扰 论 计算 瓦 的 能 谱 时 ， 发 现 准确 到 1 
2 
的 最 低级 近似 ， 玉 的 本 征 态 为 四 , |:) == (2)+]3) ， 相 应 的 本 征 值 为 丽 = 和 +00) 
R 
A 
由 (1) 尽 可 能 多 地 确定 及 的 矩阵 元 . 
解 D 因 4 是 实数 


E, =A+4+“—+O0(2), E-=AÀA-4+00(). 


a d e 

| b | a, b, c 为 实数 
e f e 

(2) 能 量 本 征 值 的 一 级 近似 就 是 Hamilton 量 在 选 定 基底 中 的 平均 值 , 所 以 ,通过 观察 4 


的 系数 ， 可 以 知道 
(+a |+}=1, (-a]-}=-1 


由 于 能 级 |2) ，|3) 是 简 并 的 ， 故 应 转换 到 解除 简 并 后 的 基底 
1 
j) = (2213) 
FEAN., |) 为 基底 ， 应 当 有 


1 O 0 a d ef 0 0 
[ MY2 YYV2 |: b [o Vv2 1 | 


0 WY2 -ye f° cho YW -VB 
a d+e d~e 
vV2 J 
d" + e° 
“ ` 
d* -e 
万 0 一 ! 


由 此 得 
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b f _f9 1 
p uo 
REEN), E 为 基底 的 H, 的 表示 ， 再 用 非 简 并 态 微 扰 论 的 结果 ， 即 得 


A ld +el 42 la -ef 


+ +0(4°) 
2X0- 4) 20-4) 


E = Aa+ 


. ， 2 
meari tiL oa) 
2i l2 
p= A-4442 og) 
24 
与 题 中 所 给 形式 比较 ， 得 
ld +e|= /2, jd - 4] = 0, a=0 


得 


Í ; I ; 
0 — eó — e! 
J2 2 
H= p” 0 1 
I i 
一 6 1 0 
V2 


(在 以 |)，|2) ，|3) 为 基底 的 表示 中 )， 


6.53 在 三 $ e 8k + % ERER Femi 子 在 -46 (n -n) REAT 28 238 8 3 
和 能 量 一 级 修正 


题 6.53 ”两 全 同 的 自 旋 为 1/2 的 Femi 子 束缚 在 三 维 的 各 向 同性 的 谐振 子 势 时 中 (具有 
经 典 频率 ww), 另外 ,两 Fermi 子 间 有 弱 的 短程 的 与 自 旋 无 关 的 相互 作用 . (1) 给 出 能 量 直 到 
Sho 的 所 有 能 量 本 征 态 的 光谱 学 记号 (从 中 底部 量 起 )， (2) 写 出 系统 适当 的 近似 波 函 数 ( 即 
至 相互 作用 的 最 低级 ), 用 单 粒子 谐振 子 波 函 数 表示 , 这 一 步 是 对 能 量 至 4ño 的 所 有 态 做 的 . 
(3) 对 特定 的 粒子 间 相 互 作用 Vs = 一 46 (n —r,) , 求 (2) 中 态 的 能 量 , 准确 到 4 的 第 一 级 . 结 
果 中 可 保留 积分 式 . 


解 o = 维 计 拍子 杞 = n+ 了 aa， 其 中 =2n, +1;n, 与 1 均 是 不 小 于 0 的 整数 . 
PATRA, MRAR H AM 
Ey = (m+3 3 jor (m+ iJios (N +3)ho 
于 是 


E, =3ho, (.L)=(@, 0, RA'S S; 
E =4h@, (4b)=(,0) 或 (0,D),， (S,S,)=0/2,1/2) 


HA, AA P Po 
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E, =5h@ 
1) (n.,n,) = (2,0) 或 (0,2) ， 
(14,4)=(0,0), 态 为 'S0,35 ; 
(4,46)= (2,0) 或 (0,2)， 态 为 1D,, Dza- 
2) (m,n,) =(,D), 《4,4)=(4D， 态 为 ‘So,'D,, Pio. 
O) 记 单 粒子 态 的 基态 为 Wo ， 第 一 激发 态 为 wm , RP m=0, t ERATA 自 旋 单 、 
三 态 分 别 记 为 Xo M Xim- 
系统 的 态 表 示 为 | NLL Ss,) ， 需 写 的 波 函 数 为 


|00000) = zayo Dy (2), So £ 
1 
|! 1m00) = 为 万 4+ Ba Wo Dy (2), P 态 


1 
|i Im1M ) = >u BE FR, Wo (Du, Q), `P, 10 态 


m,M =0,+1 
O) (‘So 1V2 So) ~ -4 f ardro (ri 7,) yon) G) 


3 
safaro), a= _ 


mO 3⁄2 
E [| 0))=30 [29 
第 一 激发 态 有 12 个 态 简 并 (但 注意 到 Vs 中 无 自 旋 量 ,显然 (8 |V|58)=0) 
(11lm'iM'|V,, [11m mM) = Syy (Im'|V, ||m) =0 
EAH 0 是 由 于 3=1 时 ， 自 旋 波 函数 对 称 ， 所 以 空间 波 函数 是 反 称 的 ， 对 -2456 (n -nR 
分 为 0. 所 以 
E(B,0))=4h0 
(11m'00|V,, 11m00) =—4 | Sary? (y, (r), (r) 


=-24 f dr|yo (r), (y Spm 


3 
=A- 15， 
[ZJ Qm 
式 中 ， 积 分 导 下 6 因子 出 现 是 由 于 wi (7) 的 角度 部 分 可 分 离 为 Z (6,0) ,因此 


mo 3/2 
z [|a= 10-422) 


AP, mA L KRIER. 
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6.54 Schwinger 表示 下 的 角 动 量 的 本 征 态 与 本 征 值 及 其 在 微 拢 了 .了 下 简 并 的 解除 
题 6.54 ”两 维 各 向 同性 谐振 子 Hamilton 量 为 H=w(Nj + N, +1), IEN, = alan] ana} 
=óp[asa ]=0 (0) # H H JoJo 之 间 的 对 易 关系 . 其 中 J. = ¿(ala +ala), 

万 -da - ala) , J, = (afa -da) ，(2) WHJ? = J2 +24} 和 J 组 成 力学 量 完 


全 集 . 写 出 正 交 归 一 化 的 共同 本 征 矢 及 相应 的 本 征 值 . (3) 讨论 能 级 的 简 并 情况 及 加 上 一 个 
R V J 后 能 级 的 分 裂 ， 这 里 也 是 三 维 常 矢量 . 
解 D 所 给 体系 是 一 个 具有 两 个 单 粒子 态 的 Bose FRR. aia 分 别 为 粒子 产生 算 
符 和 粒子 削 灭 算 符 . 由 于 只 有 | aof | 不 为 零 ， 利 用 关系 式 
[ab,ca]= a[b,c]d +ac|[b,a]+[a,c]ba +c[a,d]b 


很 容易 写 出 
[ataata |=| a}ja,,a}a, |=[aña, ala, |=0 
[ata ada |= [alay ala |=-aia 
[4a,ata |=-[a1a,,ata, |= ala, 
[ala aja, |= ala, -aa 

于 是 


[z,A]=[E,z,]=[8,z,]=0 
[JJ] [Ba] h] 

(2) 从 (山中 得 到 的 对 易 关系 知 ，J, 7, J, 即 为 角 动 量 算 符 的 三 个 分 量 . H 
P-R, 5 hhh 的 表示 式 ， 不 难得 到 iy ,其 中 
N= N+N,=alfa+aiay. 所以， 和 .互相 对 易 ， 组 成 二 自由 度 系统 的 力学 量 完全 集 ， 
其 归 一 化 的 共同 本 征 矢 为 

|an) = (m !n, D 2 (a) (a!) J00) 
这 个 态 相应 的 .的 本 征 值 是 
mm (GA + 

广 的 本 征 值 是 二 On —m) , 进一步 可 取 轴 = jtm =j-m, WA J| jm)=m| jm), 

J? | jm} = jG +| jm). 


O 具有 相同 J 值 的 能 级 是 简 并 的 ， 其 简 并 情况 与 通常 角 动量 的 相同 ， 加 上 微 扰 V .J 
后 ， 如 果 转 到 了 方向 上 看 ， 由 于 各 能 级 J, 值 不 同 ， 因 此 简 并 将 解除 . 
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6.55 求 二 维 谱 振 予 在 势 二 2zC2+ 2) FA- MRA 


H =s: +p?) H +y?) 
(1) 最 低 三 个 态 的 波 函数 和 能 量 是 什么 ? (2) 考虑 一 微 扰 Hamilton Er 
v -ee + y2), exl 


对 (D 中 的 态 计算 由 了 引起 的 一 阶 微 扰 效应 . 
解 D 
Vam = Naae SB, (OH, O) 
En h +n +1= N +1 


最 低 三 个 能 量 态 的 波 函 数 及 能 量 为 
Woo (x, y) = Fal- + | Ey =1 


2 1 
Wi (x, y) = Zrorp| -30 + >|. Eo =2 


Ya y) = 2yorp| -3 + 站 | Eo=2 
D 对 基态 ， 一 级 能 量 修正 为 
Vo = (Wo |V|woo) = 0 
KEN 4F4RPS 2 wy R. 


当 入 =1， 二 重 简 并 ， 则 
Vi =V, =0 


e T 12 (ty? 
Vo =Va => | |> ( +> )xy(22 + y?)dxdy 
Ef A2 ， 2、2 2 3e 
= 一 | ie + dxdy = 一 
TI (x° + yx” y dxdy 4 
久 期 方程 为 


Vi-EV Vp 
Wi Vz 一 E® 


得 能 量 修正 为 


Eio = Eo + Vi -2+ 2 
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6.56 MIRA RV = kO + y + + 49) 中 的 能 级 


题 6.56 一 个 质量 为 m 的 非 相对 论 粒子 在 三 维 势 场 V = TG +y? + 22 + Axy) PER. 


(1) 将 4 视 作 小 参数 计算 基态 能 量 到 二 阶 微 扰 论 . (2) 将 4 视 作 小 参数 用 一 阶 微 扰 论 计 
算 第 一 激发 态 能 级 . 
解 (1) 基态 波 函 数 
Woo (x, y,2) = wo (x)Wol yolz) 
EEN AO. ABEX 


kå 
E = (000| yl000) = 0 


二 级 修正 为 
kà 4 
(0,0,052 |nan) = 3 hoó,, Pin on, 
kå 
[ooo xy |nme) 
P =X 
a (n-m )ħo 
2 
= Â ho 
32 
所 以 


D WREE B =- ro PERR, SASA 
|100), |010), |001) 


ZE xy 的 短 阵 元 为 
0 1 O 
Zo, 0 0 
0 0 0 
于 是 一 阶 能 量 修正 ( 即 上 述 敌阵 本 征 值 ) 为 
E® = 0， Mo _Aiw 
4 4 
所 以 第 一 激发 能 级 分 裂 成 三 条 
5 4] 5 Ë 4) 
一 十 一 lho, ~ho 一 一 一 jho 
2 4 2 2 4 
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2 
6.57 两 原子 由 相互 作用 势 Wa = B- 一 作用 时 的 零 级 波 函 效 和 一 级 能 量 修正 


题 6.57 ”考虑 两 原子 间 van de Waals 力 的 下 面 模 
型 : 每 个 原子 由 一 个 电子 通过 势 V(i) = 了 mw? 六 东乡 于 大 
一 非常 重 的 核 所 组 成 . 假定 两 原子 间 沿 x 轴 分 开 为  H— i —— ” 
d ja > E) ， 且 存在 一 相互 作用 Wz = 8 ane’ (忽略 题 图 6.57 


d 
全 同 粒子 不 可 分 辨 这 一 事实 ， 如题 图 6.57 所 示 ). (1) 考虑 当 B = 0 时 整个 系统 的 基态 ， 给 出 
其 能 量 和 含 和 式 的 波 函 数 . (2) 计算 由 Vs 产生 的 最 低 阶 非 零 的 能 量 修正 AE ， 以 及 波 函 
数 修正 . (3) 计算 两 电子 沿 x 方 向 的 分 离 的 方 均 根 值 ， 近 似 到 8 的 最 低 一 级 . 


1⁄2 _max2 


v=o] e a 


2 


u (x) = (x|D = (ze) x 
(n| x|m) = 0, 对 ln—mlz1 


-iez ) . Ca-[ 2 


© 2m@ 
解 (1) 原子 核 很 重 ， 可 认为 不 动 ， 体系 的 Schrödinger FA, n 以 各 自 的 核 为 
原点 ) 


K x + v+ mato + +p = Ey 
当 B=0 时 ,体系 相当 于 两 个 独立 的 三 维 谐振 子 ， 基 态 的 能 量 和 波 函 数 为 
E® =3hw 
PPn) = Yo Wo ODW )wo (x, )wo (yz )wo (22) 
(2) 
H'=Va =£ < 


PO = yn po ood (x,)W0 (y, Wolz) 
EO = 3ho + 2ho = 5ho 

1 _ 0 , _ Be? 2 pe h 
Ha =(P |H [7®) = (Ol) Kry” 


其 他 矩阵 元 Ho,,(m =2,3…) 为 零 ， 故 Vis 所 产生 的 修正 在 8 最 低 阶 的 能 级 和 波 函 数 为 
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0 


fef h > 
-3ho- 引 与 | -5 


, 
_ 0) ， lHo] po 1 (Be h 
B= + +t- z 2mo 


H: pe 
y = 到 (0) 十 10 gO pL . 
0 0 E! 0 4 


0 1 


(3) @% So, = 加 一 为 ， 则 
(Sa)=(x)- (m )=0, 1 和 2 RRP RE 


X2 
(sh) = (x + -2am = 2x) -2(%7) 
(xx) = op- -APO |xx, rP — AF09) 
-eplaalem)ree] 


=—24((0|x|)y =-2Ż 


式 中 


(a= (PP -arar -a v) 
=(0}x lo) +4 (en 
= (0|e|o)+o(2) 
由 Virial 定理 知 
zmo? (o0) =+ro 


所 以 
h 


于 是 
(S6)=2(4)-2(x) 
= +L ) =s a+22) 
mo mo ma 


最 后 可 得 两 电子 在 x Jy nl 的 间距 的 方 均 根 为 


(+s, )= Ja +2d4(So)+(S2) 
-+ 让 2 


| h hA J 
x= d| 1+ = +—— 
2mod"° med 
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658 三 维 各 向 则 性 谐振 子 在 微 扰 及 '=bxy 下 的 能 级 分 列 


题 6.58 三 维 各 向 间 性 谐振 子 (自然 角 频率 为 o, 质量 为 m ) 的 第 一 激发 态 是 三 重 简 并 
的 . 用 微 扰 方 法 计算 由 于 微 扰 卫 '= bxy (b 是 常数 ) 引 起 的 这 三 重 简 并 态 的 能 景 分裂 至 第 一 
B. 用 未 微 扰 三 维 谐振 子 的 波 函 数 表示 三 分 裂 能 级 的 第 一 级 波 函 数 . 已 知 对 一 维 谐振 子 


_ Kn+DA 
(n|x|n + 1) = E . 


解 ” 未 微 扰 的 能 量 本 征 态 可 写 为 
| nn.) = |z) 

式 中 ，|n) 是 一 维 谐振 子 第 n 个 本 征 态 . 
ify) =|100), lwa) =|010), |vs) =|001) , MI 


a10 
H'= 1 0 0 
“eol0 0 0 


n, yin) 


于 是 解 下 面 久 期 方程 | 
ejn -E09|-=0 
得 
5 
EQ =0, É, = ho, Jwo) =|vs)=|00) 
hb 5 hb 1 
EP =t——, E,== i “A 
0 Ima, ñ ads Ima, |w.) 万 (100)+|010) 


659 微 护 及 "=i4[A4,Ho] 作 用 下 ， 算 答 的 基态 平均 值 


题 6.59 一 个 量子 系统 由 Hamilton Æ H = Ho + 及 ' 描 述 ,其 中 昌 '=i4[4, Ho] 是 一 个 加 
在 非 微 扰 Hamilton 量 H。 上 的 微 扰 、A4 是 一 个 Hermite HA, A 是 一 个 实数 . 设 B 是 第 二 个 
Hermite 算 符 , 而 C=i[B, A]. (1) 设 算 符 A B 和 C 在 非 微 扰 ( 非 简 并 ) 基 态 的 期 望 值 已 给 出 ， 
分 别 记 为 (4)0 (Bh ,和 (C) ， 当 微 扰 加 和 人 时, 求 出 8 在 微 扰 后 的 基态 上 的 期 望 值 至 4 的 第 
一 级 . (2) 将 这 个 结果 试用 在 如 下 三 维 问题 上 
3 2 1 


， 
nY E mo H' = Ax 


计算 基态 时 (%)(i=1,2,3) 的 期望 值 至 4 的 最 低 阶 , 并 将 这 个 结果 与 精确 的 期 望 值 相 比 


i=l 


3⁄2. 
解 (1) 设 系统 非 微 扰 的 本 征 态 及 对 应 的 能 量 分 别 为 | 中 ，E 
Bl Ho JKO = BE] 有 
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先 求 基态 的 一 级 微 扰 近 似 解 ， 一 般 矩 阵 元 为 
H”, -0 (nlH'|0® -® (n|iAAH, -io4|O 
=iA(E® — EO)™ (n|AlO)®™ 
所 以 ， 一 级 微 扰 近 似 下 的 基态 为 
|0)= OW + bgo =: “EG TA nj? 
= (1- i4 (4) )10® + Fia ® (ajA) In)® 
n=0 
由 此 可 得 
(o|B|o) = [ariaa AKORT -D> (Ola) ) OYn j 
让 -i4(A) 0) +14 F, (no 四 | 
m=0 
~ (B), 一 4 (oaB-ip4al0》” — (R2J400—BD 
=(B), +4 %(0|c|o)” =(B) + (cy, 
式 中 ,用 了 |]k)” 的 完备 性 |) O (k|=1. 
n 
(2) 根据 已 给 的 条 件 


, ZE R =iA|A B,]= An, 
É B= x, H 的 为 
C=i[8, A]=0 
(a= (a) +4(C), =0 . 
同 理 ， WB=x,, 有 
(%)=0 
X B=% 


N AGh = - 
MEFE H = Ho + H' 的 精确 解 
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H= E -mox rras 


H (x) + H, (x,) + H | + J 2 
= xX _ 
oi 1522 03| %3 ma? 


2mo? 


Hat). s rimo ERRET, HMLE A ZERREN EON 
3/4 2 
= [22) cp -2 je [226228 4 =)| 
nh 2A 2A 2h mao 
则 有 
À 
人)=0  (x%)=0, (5) 一世 


结果 与 微 扰 论 所 得 完全 一 致 
660 三 维 谐振 子 在 微 扰 AV = brž 一 下 基态 能 量 修正 


题 6.60 一 个 粒子 在 三 维 洲 振子 势 阱 中 运动 


í 
V(x, y, 2) = ma (a° +y +z’) 


2 
一 个 形式 为 AV = boyz+ ye 的 弱 微 扰 加 在 粒子 上 ， 其 中 是 一 个 微小 常数 (注意 同一 


常数 在 两 项 中 都 出 现 ). 0) 计算 基态 能 级 移动 到 k 的 二 级 ，(2) 用 一 个 与 微 扰 论 无 关 的 论 
据 ， 求 系统 基态 x 的 期 望 值 . 
注意 ”一 维 谐振 子 最 初 儿 个 波 函 数 给 出 如 下 ; 


1⁄4 
X. =| "2 _ mn 2 
基态: wlx) (=) cl =>] 
mo) | fama mao 
一 激发 太 ， =| 一 一 二 一 _— 2 
第 一 激发 态 : y(x) (=) | n je 人 > J 


_ . 1/4 I (2 
sas 
解 (1) 粒子 在 三 维 谐振 子 势 阱 中 的 基态 为 

@, (x, y, z) = Polwa lyw (2) 


moy” ma 

. 2 2 2 
=| 一 | ep -— (x? + 
(=) "| 2 ey aen] 


先 考虑 一 级 微 扰 近似 
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(AE), = [irae y, a bw + Ere oe y,z) 
e Uefe] 
h Y P 
(a) is 
要 计算 能 级 移动 到 上 的 二 级 ， 还 必须 考虑 AV' = koy 项 的 二 级 微 扰 修 正 . 矩阵 元 为 
(n|ay'|0) = Í d*x@, (x, y, Zkxyz) Do (x, y, z) 


=k É COxzynCDdr， | N w,.(y)ywo(y)dy - FÉ Waa (z)z (z)dz 
h 3⁄2 
(5) 6(m -Dé(n, -De(n; —1), n=n +m, +m 
2mo 
二 级 修正 为 
e] 
(AE), -y lay) n|Ay'|)) | _ 2mo 


nx0 Eo— ~E, Eo — E; 
--( 运 ] E 
— 2mo) 3hw 
所 以 计算 到 大 的 二 次 的 基态 能 级 移动 为 
h 3 
AE=(aEy+(aE, E) 


2m@ 
(2) BAV + AV #Ex— —x, y——y FRE, 所 以 及 (x,y,z)= 玉 (x, 一 y,z). 而 基态 波 函 


数 又 是 非 简 并 的 ， 所 以 
w(—x, =y, z) = w(x, y; z) 


于 是 
(x)= (z, x) 
= J B | Í N VX yi XY y', z) de'dy'dz' 
F F [way x-wG, y ddydz 
= -(x} 
AF, ATEH x = —x, y'=-y7, Z=z. 所 以 
(=0 
同 理 得 到 
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所 以 
(x)=0 


661 自 旋 1/2 的 三 维 谐振 子 在 微 扰 4or 下 的 基态 能 量 修正 
题 6.61 一 个 自 施 了 粒子 在 球 对 称 势 V = 了 mo?r? 中 运动 , HERNA H= 4a.r . 因 


2 
此 总 Hamilton =X H = H, +H’, H = + i mo, H'=4e-r , 求 基态 能 量 改变 到 微 扰 万 


的 二 阶 . 
解 未 受 微 扰 前 基态 是 二 重 简 并 的 ， 自 族 沿 z 轴 向 上 或 向 下 . 
处 理 简 并 能 级 的 受 微 扰 问题 时 ， 如 果 将 微 扰 Hamilton 量 对 角 化 后 仍 不 能 消除 简 并 ,就 
应 该 将 矩阵 
Vv Vin’ 
(apv) PIP). fap) 
对 角 化 以 求 新 的 能 级 位 置 ， 这 就 是 二 级 近似 中 简 并 的 解除 . o 
A |aonn AR a nyn AES A 282, nonn ABI EPBET4Ex, 
y, z 三 个 方向 上 的 振动 量子 数 ， 个 (4) 表示 粒子 自 旋 沿 z 轴 向 上 (向 下 ). H T 


EO 01s +n, +n, +h ， 可 写 出 该 证 矩 阵 的 矩阵 元 为 


(000 Tt|w Jooo T) 
_ 2 (000 |o .r|001 1)(001 Tle .rlo00 b N 42 (000 Tlo .rl100 +){100 Vlo -rlo00 1) 
3jo -5 ho 35o -ja 
2 2 2 2 
,2 (000 f|e .xlo10 4010 Yo .ro00) 
Iio- ho 
2 2 
p Kooo tozo | J Koto, yjor} 
-ñw ~ -ho 
DEA 
2mo” 
在 计算 中 要 用 到 


(modo) = LP 


(000|x|001) = (000|y|o01) =0 
同样 计算 可 得 
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3A? 
2mo? 


(000 4 |w|ooo 4) =- 


(000 T |w]ooo 4) =0 


这 说 明 ， 到 级 近似， 简 并 仍 未 消除 . 基态 仍 是 二 重 简 并 的 ， 能 量 为 
3 342 


6.62 球形 腔 内 的 粒子 在 弱 磁 场 ， 弱 电场 及 极 强 磁场 中 基态 能 量 修正 


题 6.62 考虑 一 个 被 束缚 在 球形 腔 内 (半径 为 思 ) 的 自 旋 为 0， 质 量 为 m 、 电 荷 为 e 的 

粒子 ， 势 阱 的 能 量 为 
0, x|= r < 
A SR 

(1) 求 系统 的 基态 能 量 ; (2) 假设 加 上 一 个 强度 为 |8| 的 弱 均 匀 磁 场 , 计算 基态 能 级 的 移动 ; 
(3) 假设 加 上 的 是 强度 为 |E| 的 弱 均 匀 电 场 , 基态 能 量 是 减少 还 是 增加 ? 只 需 写 下 结论 (不 需 
推导 公式 ). (4) 如 果 加 上 的 是 强度 为 | 下 的 极 强 磁 场 ， 基 态 能 量 的 近似 值 又 是 多 少 ? 

8 D 在 上 述 势 阱 中 运动 的 粒子 的 径 向 方程 为 

reže ed |e=0, r<, 


RH, k= 2mE/h2 ， TARRAK RO, = 0 
引进 一 个 无 量 纲 变数 o= kr, Ex SS SE AH 
dR 2 dR jÁ sl = 0 


上 述 方程 在 p 一 0 时 有 界 的 解 为 族 (O) . 于 是 径 向 波 应 数 为 
Rualr) = Caji (kr) 
AF, Cu 是 归 一 化 常数 . 


由 边界 条 件 得 
j, (kR) = 0 
此 方程 的 解 是 分 立 的 
KR =e, n, =12,3,.. 
所 以 粒子 的 束缚 态 能 级 为 
2 
nara n, =1,2,3, 


Kn? 
AP , 系统 的 基态 能 量 为 Eo 2mR2 . 
m. 
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(2) 假定 所 加 的 均匀 弱 磁 场 方向 沿 z 轴 ， 则 矢 势 可 取 为 


B B 
A= 7 4 = 7 A. =0 


系统 Hamilton EA 


mb -Bop =p) E +y lavos 
“Sm 


=” -2,5 +T e + vo) 


B RSH, 所 以 ~ + 85 +y) 可 看 作 微 扰 , 而 当 系统 处 在 基态 时 ，1 <0, 1, =0. 


只 需 考虑 B2(xzz +y》 a AU 应 . 
由 (中 结论 ， 基 态 波 函数 为 


y(n,0,9) =, ese 9) 


are +y) 


E” = (rw 0, OI wwe 
_ 1 1 AR 
-于 二 | ]2me2 
其 中 用 到 了 基态 能 最 条 件 kR, = xo = x. 
(3) 假设 加 上 的 是 强度 为 | 瑟 的 弱 均 匀 电 场 ， 基 态 能 量 是 减少 的 . 
(4) 假设 加 在 系统 上 的 强度 为 | 如 的 磁场 是 一 个 极 强 磁场 ， 则 此 时 粒子 可 看 成 是 一 个 平 


面 转子 或 二 维 谐振 子 ， jm = B 基态 能 量 近似 为 


2m 


ho Ë 
2 


663 三维 谐振 子 在 均匀 电场 ， 均 多 磁场 中 能 级 的 简 并 度 及 能 量变 化 


题 6.63 一 质量 为 m 、 带电 荷 的 粒子 在 三 维 各 向 同性 势 诗 Y =i? 中 运动 . (1) 求 


能 级 及 其 简 并 度 . (2) 加 一 均匀 电场 后 ， 新 的 能 级 及 简 并 度 如 何 ? (3) 如 果 代 之 以 加 一 均匀 
磁场 ， 最 低 的 四 个 态 的 能 量 是 多 少 ? 
解 G) 三维 势 阱 


H=_ D y?l H +H,+H 
2m 2 x > ¿z 


.426 ` É T 72 % 


式 中 
Ë @ 1,32 

二 一 一 一 一 kx. ;, i= 37 

i Zm Bx > i t= x,y,z 
其 能 级 为 

3 k 

En -w+3jhmw， @ = m 

N =n, +n, +n, 
写成 

ny 十 天 =N-n 

得 简 并 度 为 


f= Sow- n, += +N +2) 
n=0 


(2) 设 z 方 向 加 均匀 电场 EE 
-P plp 
H= tY QEz 


-| 本 3， 区 h). |: Lí: -Efe 
2m 2 k 2k 


3 ] 22 
Ex =| N+— [ho -——Q E 
"| "Ja -去 


与 (1) 比 较 得 


f =- DNN +D 


(3) 设 z 方 向 加 一 均匀 磁场 8 在 柱 坐 标 下 ， 取 矢 势 
4, =2Bp, A.=A,=0 


得 
5= 二 |p-24] +V 
2m c 
1 2 Q Q? a 1 2,1,2 
=— p -= p-A+— A“ +—k tze .A= 
3m? meP Sma > P (因为 Y.4=0) 
2 2 
= -Ë yal mop + Pelit |- æL, 
2m ' 2 2m A 
=H, +H, F øL, 
式 中 
B 
v =V1 +V, o- 28. o? = @? +Q 
2Mc 


于 号 对 应 于 Q 是正 值 或 负 值 . 
于 是 8; 为 平面 轴 对 称 谐振 子 Hamilton Ër, H, 28 z 方 向 一 维 谐振 子 Hamilton 量 . 所 以 
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E 


n n mt 


=(2n, +1+|m)ho' afn + Fha sma 


frw + Lro)» 2n ,ho' +|m|ho” + mho +n ho 


式 中 
n, =0,1,2,--. 
n. =0,1,2, 
m=0,+1,+2,... 
四 个 最 低能 级 为 
Eo -ho + 7 ha 
E= ha't han +A- @) = ho ho + ha 
,1 ， 3 
E, =ho +7 hwo + hw = ho t3 
E = ho +5 +2h(@' — ww) =3hw' -2h + 3 ho 
能 级 顺序 的 依据 是 


@'—@=.J@? +0; -0<o <2 0) 


664 原子 在 弱 磁 场 及 强 磁 场 中 的 能 级 分 裂 


题 6.64 (1) 描述 由 器 磁场 导致 的 原子 能 级 辟 裂 . 讨论 中 须 计 算 Landes 因子 (假定 L-s 
耦合 ). (2) 描述 在 强 磁 场 中 原子 能 级 臂 裂 情况 (Paschen-Back 效应 ). 
解 ”考虑 Lande g 因子 ， 系 统 磁 矩 为 


#=(al+g,S)= Am[g7+(8 一 8)S] 

式 中 ，pw 为 Bohr 磁 子 . 取 磁 场 沿 z 方 向 ， 则 由 磁场 妃 导 致 的 Hamilton 量变 化 为 
H, =-8g, HoBj, — (g, — 81)H0BS, 
(1) 系统 的 Hamilton 量 为 

H=H,+H, -VO +)S + 

RP, P BRAS, WA 
(Ho = 8 ikoj W nim, = Eny — E HOBI W rijm, 
设 B 很 小 ， 则 有 
š, =Ê (jm, lel jm,) 

应 用 公式 
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. . j 2 
(jm; |o | jm ) = m 1 
j ; 
-j= 
j+1 
于 是 弱 磁 场 下 系统 的 能 级 为 

m. , 
= j=1+1 
2 

_(g, —81) /6B 
_ "j i=]-4 
z342 7 2 


考虑 到 8 = -b g = -2 ， 上 两 式 可 综合 为 
Enim; ~ E, — gu Bm; 
式 中 ，8 即 为 原子 的 Lande g 因子 
š -| — mi 
| 2j +D) 
所 以 ， 加 人 弱 磁 场 后 ， 一 条 能 级 臂 裂 成 (27+ 了 条 . 
(2) 加 入 强 弱 场 ，&7)S 7 项 可 忽略 系统 的 Hamilton 量 为 


2 
P 
H= +V N+H, =H,+R, 


Roll, S.S.) 3t[B]3F4E2S, # 


Hy, = Enim, Prt, 
Bmm, = En — gto Bm — gs Ho Bm, 
=E, +B + 2m,) 
&8=-, g8 =-2 
m, =+1/2 ， 并 考虑 到 选择 定 则 Am =0 ， 跃 迁 分 别 在 m=+1/2 和 =-1/2 两 组 能 级 
内 部 进行 , 故 分 裂 后 的 能 级 情况 如 题 图 6.64 所 示 . 可 见 , 分 裂 后 有 2! 一 1 条 能 级 仍 是 二 重 简 
并 的 ， 于 是 能 级 臂 裂 成 221+]) 一 (21 一] =21+3( 条 ). 


$R 
1 
b 
i 
| 
1 
1 
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665 单价 电子 原子 在 弱 、 强 磁场 中 的 能 级 分 裂 
题 6.65 考虑 一 带 有 一 个 单价 电子 的 原子 ， 其 精细 结构 Hamilton 量 由 EL SAE. 
(D 确定 j=L+ 了 和 j= 工 -过 表征 的 能 级 差 (精细 结构 间隔 ). MERR. (2) 将 这 一 原子 放 


人 一 弱 外 磁场 及 中, 用 微 扰 论 获 定 原子 相 邻 磁 (Zeeman) 亚 能 级 间 的 辟 裂 . (3) 车 原子 处 于 一 
极 强 磁 场 中 ， 定 性 描述 上 述 问 题 将 如 何 变化 . 
解 DEE, jJ RAP 


S-L= -P - s) 
K 
=>LDG+D-1G+D-s(s+DJ 
Kf., 3 
-t jgn- 
1 1 — ñ 
4E=E;=1+5-E;=1-7=60) Q+) 
(2) ERP 


2 
人 所 ra +2S)+(0)S-L 


H-P uav. j as. -L. +s, =H, +s, 


了 (7 , 己 , 疡 ) 为 共同 本 征 态 
Hà 
HoW niim, -Eu +m; mc SEE po 


磁场 及 很 小 ， TAn TN Yoy "rana AOE 


j 1 
+ = ™i py j=l+> 
Ya mj- f ihmal 2 


Pim, = 
j- = j+m;+1 
m, = Q + =1- 1 
@ljm; 2j+2 ju”, 2j+2 ni 2 
ñ h 
AH, ap HS, 对 应 于 本 征 值 7 和 -~ 的 本 征 态 . 由 此 得 
m., 
一 j=l+— 
(meim) = 
a 并 
jHT 2 


所 以 


< 430: E f j 


eH —_eHh |] š 
2mc ° 4mc| m 


E 


nijm; = 


(3) 极 强 磁场 情况 ，E(7)S .L<< JpB ， 所 以 
HP 
2m 


力学 量 完备 集 为 (H,,Ú,L,,S2,S )PFD1 
eH 
E nimm, = El Ym n+ M) 


+V(r) a +2S;) 
2mc 


= E, +s H(m+]) 
AE = uH 


666 E FIRE Ho+AS, Se -(4y +) BE Fk BZ EE 


题 6.66 ”电子 偶 素 是 由 正 电子 和 电子 构成 的 类 氨 体 系 . 考虑 处 在 基态 的 电子 偶 素 
(I=0). Hamilton 量 五 可 被 写 为 是 = Ho+H,+Hs ， 这 里 五 是 通常 的 与 自 旋 无 关 的 
Coulomb 力 部 分 ， 忌 ,= 4S。 8。 是 正 电子 与 电子 自 旋 相 作用 的 部 分 ，Ra =-Uh + n) B E. 
与 外 加 磁场 的 作用 部 分 . (1) 在 没有 外 场 时 ， 选 择 怎样 的 自 旋 和 和 角 动 量 的 本 征 态 最 方便 ? 对 
于 这 些 态 ， 计 算 由 于 到 引起 的 能 移 . (2) 加 入 极 弱 的 磁场 (Hs <H). 在 这 种 情况 下 ， 体 系 
的 能 量 是 什么 ? (3) 现在 假设 外 加 磁场 增强 , UEF H 六 ,现在 什么 样 的 本 征 函 数 最 合 
适 ? 此 时 由 于 Hs 引起 的 这 些 状态 的 能 移 是 什么 ? (4) 说 明 在 一 般 情况 下 , 你 如 何 解 出 能 量 
和 对 应 的 本 征 函 数 . 

解 D 因 S,-S。=>(S?~52 -52)， 总 自 施 

S=S +S, 
FALAR |Imss) 作为 本 征 函 数 最 方便 . 
对 态 !=0, s=1 
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H |a, )=— Alian- fae lims, y), s,=0., +l 


相应 的 能 级 移动 为 人 大， 


对 态 1=0, s=0 
3 


H, |im00) x3 ino) 
相应 的 能 级 移动 为 Ah? 
D Hs < B, ， 则 外 场 的 作用 可 看 成 在 (D) 中 结果 上 的 微 扰 . 取 (D) 中 的 本 征 函 数 为 基 撩 . 
在 讨论 以 后 问题 时 ， 无 妨 设 = Be, ， 而 征 为 匀 强 磁场. 于 是 
Hs = (pp + e): B= (Ss S.) 


eBh 


Hs|0000) = 一 一 na 0010). H,l0011)=0 


Hs|0010) = Phono), Hs|001-D=0 


在 一 级 微 扰 近似 下 ， 能 级 在 (1) 中 按 单 态 、 三 重 态 分 裂 之 后 ， 这 里 就 不 再 变化 . 在 二 级 
微 扰 近 似 以 下 ， 能 级 变化 为 


(J 
E OE Am -34j2_ 工 eB Í 
1 4 3 1 3 4 A\ me 
-ŻAR -ŻAR 
4 4 
E,=E,=- A 
26 = 
(=) 
— , 2 
E =1AR + rai) 
m= AB? 1 + AM 4 A\ me 
4 
(3) H, >H, if, 零 级 近似 下 ， 已 .可 忽略 


FT LAE H fins esep) 作 本 征 函 数 较 好 


则 相应 能 级 移动 为 0 


2: 量子 力学 
则 相应 能 级 移动 为 a, 

(4) 在 一 般 情况 下 ， 取 |imss,) 为 基 矢 ， 微 扰 Hamilton 量 选 为 矿 ' = 五 ,+ Hs ， 进 行 简 并 
微 扰 处 理 . 由 det| 玉 -56sB|=0 解 出 能 量 修正 ， 同 时 求 出 相应 的 波 函 数 . | 


6.67 磁场 作用 远 小 于 精细 结构 作用 时 ， 原 子 的 能 量变 化 


题 6.67 ”一 个 原子 处 在 总 电子 自 旋 为 9 ， 总 轨道 角 动 量 为 工 及 总 角 动 量 为 ,了 的 状态 . 
( 核 自 旋 可 以 忽略 ) 原子 总 角 动 量 的 z 分 量 为 J,. 如果 一 个 强度 为 妃 的 弱 磁 场 加 在 z 方 向 ， 
这 个 原子 态 的 能 量变 化 是 多 少 ? 设 原子 与 磁场 的 作用 和 精细 结构 作用 相 比 很 小 . 答案 必须 
用 量子 数 7, 工 5,7, 和 自然 常数 明确 地 表示 出 来 . 

解 在 系统 没有 加 上 磁场 之 前 ， 系 统 Hamilton 量 为 

H=H, 
相应 的 本 征 波 函 数 为 
W,LIM, = ats Cos ta gsm, 

1，…，A 表 示 原 子 内 不 同 的 电子 -. 

而 pm, 是 (全,57,7?,J,) 的 本 征 态 ， 

Psm, “Fimu - M, JM ;)Yu,@su,_u, 


(LM,SM , -M, JM ,) 是 通常 的 C-G 系数 . 相应 的 非 微 扰 能 量 为 已 wy 

当 对 系统 加 上 一 个 弱 磁 场 后 ， 系 统 Hamilton EA 

H = H +—- Zi, +s, 
an 2mc 

在 8 很 小 的 情况 下 , 仍 可 认为 (已 ,9? .72,7.) 为 守恒 量 ， 则 系统 波 函 数 仍 可 近似 取 为 Yr, 

由 Z 引起 的 能 量变 化 为 

mec 
AE. “MZ, Mj =J, 

而 :一 $. 项 则 看 成 在 能 量 属于 Ey 的 O +D 个 态 所 张 开 的 子 空间 中 是 对 角 化 的 ， 于 是 此 


项 引起 的 能 量变 化 为 


eB eB 
Ze S) = zng M; IS, 1JM;) 
而 
(JIM 1S,1IM))= 2 AM, -M,)((LM,5M; -Mi 1M))) 
所 以 原子 态 的 总 的 能 量变 化 为 


AE=M ho + hw, +> (M; -M )((LM,SM; — M, JM) 
ML 
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式 中 


2 
668 fu EH =Ë +W(D+o, ago zJ, z) -Lo, 22 
2u r rj 3 
作用 下 的 角 动 量 及 视 Va(m 为 微 扰 时 的 能 级 移动 
题 6.68 和 氛 核 是 质子 和 中 子 的 束缚 态 ， 在 质心 系 中 ，Hamilton 量 为 
2 
H "tw: o, ano (o, zJ, -ja anmo 
AP, r=x, -xp r=], o 和 av 分 别 是 质子 和 中 子 的 自 旋 Pauli E, 是 折合 质量 , p 
是 x 的 共 固 动量 . (1) SASIE I 的 量子 数 和 他称 的 量子 数 是 好 量子 数 WERN V, = OB, Ha 
道 角 动 量 忆 量子 数 和 总 自 旋 8? 的 量子 数 是 好 量子 数 ， JER S =o, +> Lo, . 并 证 明 : V, 0 


时 ，$ 依然 是 好 量子 数 (这 能 帮助 考虑 有 质子 和 中 子 之 间 ADERE. @) 气 核 J=1， 
字 称 为 正 , 二 的 可 能 值 是 什么 ? 5 的 值 呢 ? (3) BV, EAH, 证 明 在 零 级 近似 下 ( 即 风 =0)， 


J =1 态 的 波 函 数 是 wo(rjjway.， jaa) 表示 (5,) =(5,), =1/2 的 自 旋 态 ， a(o) yo 满足 


的 微分 方程 是 什么 ? (4) 在 一 级 近似 下 ， 太 项 所 造成 的 能 量 移动 是 多 少 ?假设 一 级 近似 下 
KERR 
MOLAR ACR ACA AR ANET ANA) 


Ah, AES- REA T] VRELO. AV, MTF Sohrödinger 
方程 中 正比 于 |wc) 的 项 ， 求 出 yi(x) 满足 的 微分 方程 ， 分 离 出 内 (z) 角度 部 分 并 写 出 径 向 


微分 方程 . 
解 (D ith=1, AF 
2 18 ly 2 
ya TView E =-Vog) 
所 以 
[乙己 |=0 
[Pv + (0:0, V ]=[PÈ, v, |+ (op-o E,W |=0+(0,.0,)-0=0 
|P, Hw0]=0 


所 以 上 所 以 是 好 量子 数 ; 另外 ， 由 于 
1 3 
Sp Sa =7(5* -9 -52)= Hs- 2) 


所 以 
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HEH V, = 0 时 


eaea ee 


上 式 第 二 步 等 号 利用 了 公式 (co.A)(o:B)y=A.B+io.(4xB). 


由 于 
(gaa 
则 
sea 
[s2,H]=0 
S 依然 是 好 量子 数 . 


(2) 氛 核 字 称 
P=P(p)- P(n) P, =+) +1) CDE =+ 


所 以 工 为 偶数 ; NAS 只 能 是 0 或 1, 但 7=1 可 知 $8 必须 是 1，L 是 0 或 2. 

G) 零 级 近似 (Vy =0) F, L, SERET. 考虑 能 量 最 体态 ，L=0. FÈL =0. 

=L +8,=1, MIS,=1, 于 是 5= (s) = 这,(5。), = 了 ， 由 于 =0 ， 空 间 波 函 数 
是 球 对 称 的 ， 即 yo = yol). 因此 了, =1 态 的 波 函 数 是 yo(r) 

Hy(r)|e,a) = Eyra a) 
因为 
o, G, |e,a)=|a,@) 
所 以 
x 
Hyrja, oj-| -区 去 Eri Zano lvoe oolea a) 


则 yo 满足 的 微分 方程 为 
1 d 
zifre e). 22e-we-wey]w =0 
对 于 Lz0 的 态 ，J, =1 态 的 波 函 数 无 上 述 形式 . 
(4) 一 级 近似 下 
H=H,(,=0+H' 


"Che 


w=wj|ea)  AE=(wlH'ly) 
x > wo] 
C .一 = 


r lsinGei? -cosb 
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(ajo -2|a)=cos@ 
r 
则 
|; 2-4 =cos2 01 
(zafo, £ (o, =) S T |a,ay= cos? 0 3 
E=(y|H'ly) 


= A vco 8- Har 


= [Frot ridr Ñ MC 90-3 sinod6dp 

=0 
此 时 5 守恒， 工 不 守恒 ， 因 此 可 以 设想 波 函 数 为 自 旋 (5 =1) 三 重 态 的 合 加 

y=wo Neo) + yee) ty CA AT ATANA 
Hy =(H,+H')y =(E+E® +---\y 
在 一 级 近似 下 ， 利 用 E = E=030Hya,ay= Ewo|e,a) ,可 得 
H°[wi|e,a)+v,(|e,B)+|8,a))+vs|8,0) |+ H'yole,a) 
= Elw, jaa) +y (la, p} +| 8-a) +y |6,0)] 

AE H'uo lara) m 


Hyola,0) = V,(r)Wo (o zJ, : = -3 T, ) ljea) 


-y cos cosO 1 
= wo sin ĝe” sin ĝe” 3 ; 


= (ry (oo 0- zje. RAA OT 


. [sin? Cei29 |8,B),+cos@sin@e!° (a, +] B.0))| 
只 考虑 方程 中 正比 于 |c,a) 的 项 即 可 决定 yi(x) 的 方程 . 


L 
TE i- A ONON O O eos? 9-3] P 


& w ()= R (r)@ Op), MEDE, 显然 可 取 
@ (0,9)=c0s 20-21 so, p) 


3 
则 
LD =2(@Q + DB2@, 
R 满足 的 方程 为 
1 d, dR f2 
72 dr dr” ë E 入 (EE- Wn)- wD- EAP A 


- 436 ， 量子 力学 


这 里 , D 的 归 一 化 因子 将 影响 R 的 归 一 化 因子 , 但 它们 的 乘积 将 保持 不 变 . 顺便 指出 ， 
y(x) 对 应 工 =2,L =0. 注意 H'yla,a) 中 出 现 的 正比 于 |B,P) 的 项 ， 可 知 yl) 对 应 
L=2,L, =2. 对 于 wo(x) ， 按 题 (3) 中 J, =1 HERR, AV 则 J, 也 守恒 )， 可 得 
L=2,L.=1. 也 就 是 说 ， 由 于 WV 的 存在 ,使 氢 核 的 基态 成 为 L=0 与 也 = 2 WAWA, A 
成 1=1,5 =1,J,=1 并 且 宇 称 为 正 的 态 . 


669 ” 受 有 心力 场 作用 的 两 个 自 旋 12 2 El Y £ 3 4 
H' = 4|Bo() .fo(2):F-o(D)-o(2)] 下 的 能 级 修正 


题 6.69 设 有 两 个 非 全 同 相对 论 自 能 粒子 通过 不 依赖 于 自 施 的 有 心力 场 作用 而 形 
成 的 系统 ， 考 虑 其 ?和 'B 能 级 (3 自 旋 三 重 态 1=1j=2; R: 自 旋 单 态 1=1,j=1). 
Hamilton 量 增加 了 一 个 张 量力 项 恕 '=4[3o0) fo) f-o) -ao(2)] ， 可 当 作 微 扰 来 处 理 . 
其 中 多 为 常数 ，F 为 两 粒子 连 线 方向 的 单位 矢量 ，o(D) 和 er(2) 为 粒子 1 和 粒子 2 的 Pauli 
算 符 . (1) 利用 五 ' 同 总 角 动 量 所 有 分 量 对 易 这 一 事实 ， 证 明 微 扰 后 能 级 高 度 与 j, 的 本 征 值 
m 无 关 . (2) 三 重 态 的 能 级 中 , ¿ 取 其 最 大 值 M = j=2 的 情形 最 易于 计算 其 能 量 . 计算 微 扰 
后 能 量 修正 ABC 局). (3) RAECR). 

解 (1) 取 广 =1 ， 利 用 总 自 旋 $ -3[cO+cO] , TUK H KER 

1 


zls? -ol)’ -027 | } 


, 3 a N ñ 
H'= ifes -PP (oD -PÈ -(cO) -六 ?| 


=4[6(S r} — 282] 
为 了 证 实 H' 同 总 角 动 量 所 有 分 量 对 易 ， 只 需 以 ,为 例 , WAN EJ RBT. 首先 
由 [5.,S?]=0, [..s2]=6, 有 [7,5?]=0. 其 次 
[Za 8:r]=[S.,S -7r]+[l,S r] 
= [Ssin OcospsS, +sinĝsings, + cos, | 
+ [1.,sinO cossos, +sin@sinoS, +cos6S, | 
=ihsin0cos@S, —ihsin@sine@sS, 
+ k @cos@S, +sinOsingS, +cos@S, ) 
=ihsin@coso@S, —iñsin sin gS, 
+ihsinQsin@S, —ihsin@cos@S, =0 
于 是 
[7 (s. [=S -DaS r] +S -rS -r)=0 
BD, B']=0, Fmm[z..n']=[7,,n']=o. 
特别 地 ，J =J, +U, 5 H'31B. J, 具有 性 质 
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Tj,m)=a|j,m+l) 
设 有 两 个 微 扰 前 ( 简 并 ) 的 态 | 疡 mm) Mm) m.=m-+1, dha dB S EE E, M E, , 
考虑 
0=(jm,|[7, Ho +H']| jm) 
=(j.m,|7, (Ho + H5)|j,m) - (Jm |(Ho + H, ] j.m) 
=(E,-E,)(j,m,|7,|7,m) 


=a(E, - E,) 
和 矩阵 元 4 *0, 只 有 E, = E, 2 即 微 扰 后 能 级 高 度 与 m 无 关 . 
(2) AEÓP,)=(j=2,m=2|H'|j=2,m=2) 


而 
|j=2,m=2y=|I=Lm =1}|S =m, =1 


AEČ P) = [fae¥ (0.p)(s =1,m, =1|H'|S =1,m, =1)Y,,(0,@) =--34 


(3) 对 'B,， 有 5=0,m,=0,H'=0. 所 以 AE(B)=0 


670 氧 原子 的 超 精细 结构 态 在 与 时 间 相 关 的 弱 磁 场 中 的 变化 


题 6.70 ”一 个 氧 原子 最 初 处 在 它 的 绝对 基态 ， 超 精细 结构 态 正 =0. (F 是 质子 自 旋 了 ， 
电子 自 旋 s 及 轨道 角 动 量 世 之 和 ). FF =0 态 与 =1 态 以 一 个 微小 的 能 级 差分 开 . 一 个 弱 的 、 
与 时 间 有 关 的 磁场 加 在 系统 上 . 它 沿 z 方 向 ,并 具有 如 下 形式 

B, =0, t<0 
B, = Be”, t>0 
AF, B. fy 是 常数 . (1) 计算 在 经 过 很 长 时 间 后 ， 磁 场 消失 时 氢 原 子 留 在 超 精 纲 结构 态 
F =1 概 率 ; (2) 解释 为 什么 在 解决 这 个 问题 时 ， 你 可 以 忽略 质子 与 磁场 的 作用 . 
解 O 当 考 虑 氨 原 子 的 超 精细 结构 时 ， 氢 原子 系统 的 Hamilton EX 
H =H + f(r)e, . C, 
式 中 ，z 是 1=0 时 考虑 到 氢 原 子 超 精细 结构 的 Hamilton E; fro, ce。 是 超 精细 构 结 能 ; 
cp 和 Gg。 分 别 为 质子 自 旋 与 电子 自 旋 的 Pauli ER. 


当 和 所 原子 处 在 绝对 基态 时 ，L=0, j=s = ,而 超 精 细 结 构 态 =0 及 玉 =1 分 别 对 应 于 


质子 和 电子 自 旋 反 平 行 和 平行 的 情况 . 
初始 时 系统 波 函 数 为 
Yr, EF) = Rou 0 P)O% 


若 以 au.0 表示 | hhi 8, W 


1 
@o = 万 CA 十 app) 
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为 自 旋 单 态 . 
当 !>0 时 ， 系 统 上 加 上 弱 磁 场 及 = Be 
式 中 ,忽略 了 质子 与 磁场 的 作用 |. 


设 1>0 时 ， 系 统 波 函 数 为 
w(r,F.t) = R. (r)Xo [C,G@)@, + C,(0@,, + C,(0Ə,, + C,(09,_,] 


RP, On Oo 91.1 为 自 旋 三 重 态 . 所 以 ，! 时 刻 系统 处 在 超 精 细 结 构 态 F =1 的 概率 为 
A@)=1-|C.GF 
重 写 初始 条 件 C(D =1 C2(0)= Cs(0)= C4(0)=0. 由 Schrödinger 方程 hw = Hy 及 
G, T0 = -3000 ，o :G,9,, =Ə,, 可 得 方程 


: dC, dC dC. dC, 
IAR o (Yoo [es + ou + 4 2o + er J 


= Rio (roo {Eio ~3f Ca)]G OOo + {Eo + f(ao)|[C,G()@,, 
+ C10 +C,(0@,_,]] + Ro YopoB, [GOO + C,()6;, 
+ GH — C(O11] 
由 此 可 得 Ci() 及 C0 的 联 立方 程 
nta (=| Eo -3f(a)|CG G@)+C,() Be 
庆生 Co =[Eo + f(a)]C,G() + C,() Bee ” 
因为 f(ao) 之 Blo 是 超 精 细 结 构 的 能 量 ， 在 求 CD 时 可 略 去 . 解 方程 


aBa i i 
G,(t) = le h [exf 2i l-e” )| + cj -Ha -e Ji 
2 rh rh 


雪上 一 oo 时 ， aof =e s| 95), 则 
r. 


_ 2f 人 而]、 .jz2{ AR 
AD| =1-c0s [J=sm 6 


此 即 为 毛 原 子 留 在 =1 态 的 概率 . 
(2) 因为 质子 磁 第 与 电子 磁 逢 之 比 为 /1840 ， 所 以 质子 磁 矩 与 磁场 的 相互 作用 可 以 略 去 . 


671 受到 电场 吾 = 画 sinmwle: 作 用 后 ， 中 心 场 中 的 粒子 8S，P 态 被 点 据 的 概率 


题 6.71 在 中 心 场 中 无 自 旋 的 非 相对 论 粒 子 被 制备 处 于 S 态 ， 该 态 同一 P 能 级 
(m = 0,+) 在 能 量 上 简 并 . 在 时 刻 :=0， 加 上 电场 B= E sinote,. 忽略 向 上 述 态 之 外 的 态 
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的 跃迁 概率 , 但 是 不 做 进一步 的 近似 , 计算 在 时 刻 ! , 这 四 个 态 的 每 个 被 占据 的 概率 (用 2 的 
非 零 矩阵 元 表示 ). 
解 ” 选 这 四 个 态 作 基 ， 并 取 简 并 能 量 E=0 ，Hamilton 量 为 
H=H+H', H'=-—gE :r=-gEzsin wt 
用 和 矩阵 表示 
loohoh DID 
{00| fo 1 00 
, (0| |l1 0 0 0 
{1-0 o o o 
mj \0 0 0 O 
在 此 基 下 的 波 函 数 没 为 罗 = (x, X.,3,x,) ,初始 条 件 更 (= 0) =(,0,0,0)'. 由 Schrödinger 方程 得 


ng ]--zsin0(? J (1) 
dt (x, 1 ojx 


wg [3]- 0 (2) 


kO 


故 在 时 刻 t, 了 能 级 的 m=+1 态 的 占据 概率 是 0. 将 式 (D 对 角 化 ， 为 此 在 式 (中选 新 基 


_ 1 人 _1fi 
Pı -动员 p= zla) 
在 此 新 基 下 ， 的 前 两 个 分 量 (构成 y ) 为 


[~gE, sin ot (00|z)10)] 


式 中 ，4= gE, (002/10) 是 实数 . 
由 式 (2 及 初始 条 件 得 


y | ) PtP) P) 


X 
_ lfx+x) fa 
-l | -( 
于 是 式 (1) 成 为 ( 略 去 脚 标 “ 新 ” 字 ) 


nale "J o 
G-a) 


exp Ë (1—cos on| 
ho 


由 式 (6.85) 解 出 


exp Ba — cos an) 
æt 
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cos Ë (1—cos en | 
[J -| -ap tbo = Sty) _ ho 
y= = = 
ma bg V2 ab isin| Ža- oso | 
ho 
于 是 ， 在 时 刻 : ， 占 据 各 态 的 概率 分 别 为 
P. (t) = cos? | —cos 由 | 


2 gE, (001 z110) 
ho 


IB 


P, (0) =sin (1— cosan) 


(mi=e) 
Pam) (0) =0 


由 中 心 场 波 函 数 R Y, (0-2) 易 算 (001z110) ， 它 是 实数 . 
672 =Q( 及 -已 )/ 妨 +BBL,1 有 在 基 |L,ML) 上 的 全 阵 元 与 被 作用 离子 的 能 级 


题 672 ”一 个 某 种 原子 的 离子 处 于 自由 空间 时 ， 其 
L=1,S=0. 将 该 离子 柑 入 (在 x=y=z=0 处 ) 一 个 晶体 
中 ， 其 局 部 环境 如 题 图 6.72(a) 所 示 的 4 个 点 电荷 . 应 用 
Wigner-Eckart 定理 可 以 证 明 ， 这 一 环境 引起 的 有 效 微 扰 
Hamilton 量 可 以 写成 如 下 形式 (这 个 结论 不 必 证 明 )， 

Hi= = (É _ É) 


EE 62268) 式 中 ，L, 和 工分 别 是 轨道 角 动 量 算 符 的 x 分 量 和 y 分 
E, 是 个 常数 . 此 外 ， 在 z 方 向 加 上 一 个 磁场 ， 引 起 另 一 个 微 扩 
H, 一 Fe 


式 中 ， 工 是 角 动 量 算 符 的 z 分 量 ，B 是 个 常数 . (1) 用 轨道 角 动 量 的 升 、 降 算 符 和 工 表 
示 微 扰 Hamilton Æ H' = H, + H, . Q) 求 微 扰 Hamilton EAB ZAA |10). 和 所 -1 构成 
H93E|L,M ,) 上 的 矩阵 元 . (3) 求 离子 的 能 级 , 并 将 能 级 表示 成 8 的 函数 . 将 你 的 结果 绘 一 张 
较 仔细 的 草图 . (4) B=0 时 描述 该 离子 的 本 征 函 数 是 什么 . | 
# (1) 根据 定义 I =L tiL, 8 
[LL ]= 2h1, 
1 1 1 
-Ê= i +L) ++(, -LY 53% +I) 
于 是 
H' == -B+ =: +Ë) + —_ L.L.) 
(2) 根据 公式 
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L,|LM,)= hJ DMO EDIL MG +) 
LL ML)= MilL, ML) 
可 以 求 出 H’ TER (11,1),10),|L-1)} 上 的 矩阵 元 为 
fB 0O a 
rli 0 3 
a 0 -pB 


(3) 微 拢 能 量 由 下 式 决 定 
BB-E 0 a 


0 -E 0 
a 0 -pB-E 
相应 的 久 期 方程 为 
B-E 0 Q 
0 -E 0 


a 0 -BB-E 
= E(V(BBY +a? - E)( Vp +a? +E) -0 
解 之 ， 即 得 微 扰 能 级 
E =-J(8B +a?, E,=0, E, = (BBF +a 


这 些 结果 如 题 图 6.72(b) 所 示 . 
(4) B=0 时 ， 能 级 为 
E =-a, E,=0, Ey =a 题 图 6.72(b) 


相应 的 能 量 本 征 矢 为 
a 一 a a I 
° 0 l CJ) Eja l 
|E =-a)=--i +l- 


sl- 


0 
1 
0 


描述 离子 的 波 函 数 为 


[B=0)= 


pi-i- 


673 ”电子 偶 素 的 四 种 自 旋 态 能 量 对 磁场 的 依赖 关系 及 磁场 撤去 后 留 在 单 态 的 
概率 


题 6.73 处 在 磁场 正中 的 电子 偶 索 (电子 与 正 电 子 间 的 束缚 态 ) 等 效 Hamilton 量 自 旋 相 
关 部 分 可 以 写成 


H; = Ao, “Op + HaB(ce。 Gy) 


442: 量子 力学 


式 中 ，c。 和 cm 为 电子 和 正 电 子 的 Pauli 矩阵 ，/ Æ Bohr 磁 子 . (1) 在 零 磁 场 时 单 态 能 量 处 
在 三 重 态 以 下 8x10“eV ，4 值 为 多 少 ? (2) 用 图 说 明 四 个 自 旋 态 的 每 一 个 态 能 量 对 磁场 如 
的 依赖 ， 包 括 弱 场 和 强 场 二 种 情况 . (3) 若 电子 偶 素 原子 在 一 强 磁场 中 处 在 其 能 量 最 低 态 ， 
且 场 被 瞬时 地 撤去 , 在 单 态 找到 原子 的 概率 为 多 少 ? (4) 当场 是 缓慢 撤除 时 ，(3) 的 结果 将 


会 怎样 改变 ? 
解 (1) 3=0 时 
(Hoin) = A(Fmk CA ‘Op |Fms) 
AP, F=S.+S,. 因为 
s, = [F° - 52 sè) 


(Hoin) = 2AL FE +1- SeSe +D- Sp lSp +D]5rr5wms 
三 重 态 =1，Ep = A; 单 态 F=0，Er_o=-34. AE, Epa- Ergo=44=8x10%eV. 


A=2x10 eV. 


(2) 利用 耦合 基 到 非 耦 合 基 变换 关系 
1 


|F=Lms =1)= S.=T m. = = umm =+) 

|F =1,m, -0- 丰 .=m S, "pms ==) 
aaa] 

|F =1,mp = 1) = S, =Ma -二 3 = mo -二 

ee 


A40 0 0 
0 A 0 0 
0 0 A 2 B 
0 0 2⁄4B —A 
该 矩阵 本 征 值 为 
E =E,=A 


E,=-A+2 JA + Ë B 
E,=-A—-2 JA? + 2 p2 


H BERAN, MI s B(o,, - apz) 看 为 微 扰 ， 一 级 微 扰 为 零 ， 能 量 与 玉成 正比 在 二 
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级 微 护 下 ; 5B 是 强 场 时 ， 为 线性 关系 . 
(3) 电子 偶 素 处 于 强 磁 场 中 能 量 最 低 态 ， 即 
E=-A-2usB 


的 本 征 态 ， 为 
1 1 1 
me =p mo =3)= so) -lo0) 
这 里 将 ho .av 看 为 微 扰 . 突然 撤去 磁场 ， 原 子 处 在 
|F=0,m =0) 态 的 概率 为 


e -14 ofi 题 图 673 
2 222 2 
(4) EADAR, RAT RERSRE REMET prz) 态 . 能 量 为 E=-A. 


674 电子 偶 素 基态 半径 及 其 在 自 旋 - 自 旋 作 用 和 磁场 作用 下 的 行为 


题 6.74 电子 偶 素 是 由 电子 , 正 电 子 之 间 通 过 Coulomb 引力 束缚 在 一 起 而 构成 . (D 基 
态 的 半径 是 多 少 ? 基态 结合 能 是 多 少 ? (2) 由 于 其 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 ， 基 态 的 单 态 和 三 重 
态 发 生 分 裂 ， 使 得 单 态 比 三 重 态 低 103eV . 解释 电子 侦察 在 磁场 中 的 行为 . 画 出 能 级 图 来 
说 明 与 磁场 的 关系 . 

解 D 对 于 氨 原 子 有 


2 
= -053A 
jie 


4 
E, =£ ~13.6eV 
2h 


式 中 


e 


u= Me My , V(r)=—- 
m, +m, In -zl 


对 于 任意 类 氢 体 系 
Ze? 
V'i) =-= 
h -n| 
, _ _mim, 
m + m, 
只 要 作 。 -> Ze, u> u 变换, 就 可 以 求 得 相应 的 物理 量 . 对 于 电子 偶 素 ， 凡 = 由 12.Z =1. 
所 以 


2 
a=. = a s 1(À) 
H 


E! = -Hlp ~ 6.8(eV) 
H 2 


. 444 - É + J 


O) 选 本 征 态 为 |0,0.8,S:) ， 取 微 扰 Hamilton 量 为 


, eB 103eV 
H'= AS, Sp += (S, So), A= Pp 
则 微 扰 矩阵 元 为 
2 

AK 0 o 0 | aD 

4 
2 
0 Ah 0 0 (1-1) 
H! = 4 
mn 2 
0 A aB) ao 
4 m 
0 0 aP a| op 
me me 
a, D (1, = D (1, 0) (0, 0 
由 此 解 得 微 扰 能 量 为 ( 题 图 6.74) 
AR? 
E =E, = 一 
1 2 4 
2 24 
s= AE, JEK (2) 
4 2 mc 


由 上 式 可 以 看 出 弱 磁 场 时 ， 能 级 是 在 超 精细 
分 裂 的 基础 上 再 分 裂 ; 而 强 磁场 则 破坏 了 原来 的 
超 精 细 能 级 结构 . 


675 估计 处 于 基态 的 氨 原 子 的 磁化 率 


题 6.75 ”估计 一 处 于 基态 的 氨 原 子 的 磁化 率 . 它 是 抗 磁性 的 还 是 顺 磁性 的 ? 
解 、 设 有 一 外 加 均匀 磁场 五 = Ho6,. (其 中 本 是 一 常数 ) 作 用 在 氨 原 子 上 
取 4 = Hoxê, 可 以 验证 有 =VxA. 


-> 


i=l 2m 


Ly =0, ” 因 氨 原子 处 于 基态 


2 
二 [2-24] -u H 
c 


所 以 
2，1 e Y < I ? 
n-X (r-t) -> (a- Emna). me 分 别 为 电子 质量 和 电荷 


i=l i=l 


a 
电磁 化 率 公式 x = Burr 


， 得 处 于 基态 的 氮 原 子 磁化 率 为 


H=0 


63% 定 态 近似 问题 .445 ， 


3? 
H 


2 
oH 0 


2 
= -n-z (He 基态 |H |He 基态 |_。 


2 


=m 2(He 基 态 | 刀 |He 基 态 ) 


€ 
me? 
2 — 


e 
= -4r 
2 
mc 


近似 有 
— 1 
如 = 3 atas 
站 4r r 基态 
SOE 3m 
以 上 使 用 的 是 Gauss 制 ， 在 SI 制 中 
Je eds 
"T 
heus SORAE Tatas at rh ih TPE 3E3JEE ES. 
由 于 YY<0 ， 所 以 氨 原 子 是 抗 磁 的 . 


676 氢 原 子 在 电磁 场 中 的 定 态 方 程 及 磁场 为 微 扰 势 时 基态 能 级 移动 与 磁 托 


题 6.76 一 个 不 具有 永久 磁 算 的 原子 称 为 是 抗 磁 的 . 本 题 的 目的 ， 是 在 忽略 电子 和 质 
子 的 自 旋 条 件 下 ， 计 算 氢 原子 在 弱 磁 场 号 中 的 诱导 抗 磁 矩 . (1) 写 下 质量 为 m ,电荷 为 q 的 
粒子 处 于 电磁 场 (2,4) 中 的 非 相对 论 性 Hamilton E. (2) 已 知 对 于 一 个 均匀 磁场 , 满意 的 矢 


势 4 可 以 取 为 4= u xB ， 用 这 一 事实 写 下 氢 原 子 的 定 态 Schrödinger 方程 . 假设 质子 质 


量 无 穷 大 ， 因 此 可 以 忽略 质心 运动 , (3) 将 来 自 于 磁场 的 项 当 作 微 拓 处理， 计算 由 于 存在 磁 
场 引起 的 基态 能 量 移动 . (4) 计算 每 个 原子 的 诱导 抗 磁 矩 ， 
E (1) 质量 为 到 电荷 为 9 的 粒子 处 于 电磁 场 ( 儿 ,4) 中 时 ， 其 Hamilton 量 为 


(e-ta) 
H =—| P-A | +q% 
2m c 
(2) 忽略 质心 运动 ， 则 处 于 均匀 磁场 召 中 的 氢 原 子 满 足 如 下 定 态 Schrödinger 方程 


| l | e J ž] 
P+—Bxr |-— iyt) = Eyr) 
2m, 2c r 


注意 到 | 
P.(Bxr)-(Bxr).P =—iñV -. (B xr) 


=~iģ(V x B).r +ihB .(V xr)= 0 
P.(Bxr)=B-(rxP)=B.L 


T 446. 重子 力学 


ER BB 的 方向 为 极 轴 (B= Be,) ， 则 定 态 Schrödinger 方程 可 化 为 
_ P g Ee ieBh 0 eB 
2m, r 2mc dp 8m? 


r’ sin? J yr,0,9)= Ey(r,0,9) 


式 中 
Bñ O eB L 


—— .— = z 


(3) 微 扰 的 一 般 形式 为 
2 只 2 
p=- L+ T 
2m,c 8m,c 


AE = (1001 H’ 1100) 


2 p2 x w 3 
-£ B- 2x f sin 8d f rarl [2] ear? sin2 9 
8m,.c 0 0 AN 


对 于 基态 ，!1=0，H' 中 第 一 项 无 贡献 . 
(4) 上 述 能 级 移动 相当 于 一 磁 偶 极 子 在 磁场 中 的 能 量 . 


AE=-1:B 
2 2 
ea 
u=- B 
4m,c2 


A 反 平行 于 召 ， 故 称 抗 磁 性 . 


6.77 估计 氢 原 子 的 超 精细 结构 的 磁化 率 及 氨 原 子 基 态 极 化 率 


题 6.77 原子 的 磁极 化 率 定义 如 下 
FEH) 
OB? |,, 
式 中 ，E() 是 原子 在 一 色 强 外 磁场 中 的 能 量 . (1) 估计 和 氢 原 子 的 超 精细 基态 的 磁极 化 率 ， 
其 基态 为 r=0, ls . Q) 估计 和 氨 原 子 基 态 (1s》 的 磁极 化 率 ( 必 须 给 出 wz 的 符号 ). 
解 (1) 磁场 H 很 弱 时 ， 利 用 二 级 微 扰 论 对 基态 =0, ls 进行 能 量 的 二 级 修正 . 微 扰 
Hamilton EX H'=-u- H. 一 级 微 扰 对 a 是 没有 贡献 的 ， 所 以 


1 F=l,m|-z#:H|F =0)f 
E®(H)= KF=Lm|-z-g|F=-0)_ 
之 Ero Era 
#a 是 到 在 z 轴 上 投影 的 量子 数 . 
因 殖 在 z 轴 上 ， 有 


H H = (g.,HsŠ, + gpHpl)H 


1 1 
= EZ +8EpHp XS, +1,)+ 78A — gpHp XS,- la 


363 定 态 近 似 问题 “447 . 


人 = 
> Ep-0 T Ep 


-8p XS; -I)IF =0) 


2 


Erao — Era 


因 (S, -1,) 是 反对 称 的 ， 因而 ; 只 有 区 =0 时 和 矩阵 元 不 为 0. 所 以 有 


1 2 
(F=1,m=0|,(8,#s —g,,)(S, -1)|F =0) 


E (H)= H° 
Ero 一 Era 
作为 近似 有 
EQ) (H)= mH? 
1400 
所 以 
2 
alH) = Z 
1400 
_ 2x (0.6x10 "eV / Gs)? 


58x10 eV 
=1.2x10 l eV/Gs? 
(2) 对 氨基 态 (ls)” ， 有 工 =5=J=0， 这 样 对 a(H) 有 贡献 的 Hamilton 项 为 
2 42 
eA 
2mc? 


Rh, A =H xr. 
对 可 态 的 两 个 电子 ， 有 
E(H) -(n 


eA 
> 


2 m) e E ly (a? + Pv) 


H? 2 h 22 p ， 
PECET 


“gme 3 met 6m2c2 me 
所 以 
nc- 
3m°c2 met 3met V 2mc 
2x(0.6x10 SeV/Gs)? 
3x13eV 


s —1.8x10 eV .Gs 


678 ”和 八 个 全 同 粒 子 放 入 谐振 子 势 中 的 基态 能 量 和 再 加 磁场 后 的 基态 能 量 改变 
题 6.78 已 知 Hamilton 量 为 


m 2 
(1) 求 基态 和 前 三 个 激发 态 的 能 量 和 轨道 角 动 量 . (2) 如 果 8 个 全 同 的 自 wai 的 非 相 


对 论 粒子 放 人 这 样 的 简 谐 势 中 , 求 8 粒子 系统 的 基态 能 量 . (3) 假定 这 些 粒 了 字 具 有 磁 矩 值 为 
H, 如果 外 加 一 磁场 ,8 粒子 系统 的 基态 能 量 作 为 8 的 函数 , 其 近似 表达 式 为 何 种 形式 ? 


= _8E 
写 出 磁化 强度 =). 
解 (1) 三 维 谐振 子 ， 其 能 级 公式 为 


2 m 
N=2n,+l, N=0,1,2.…, n=0,1,2,... 
l=N-2n, 
3 
2 
第 一 激发 态 


E, = Žr, L=h 
式 中 ， 第 一 激发 态 含 三 个 简 并 态 . 


D 8 个 粒子 填充 ， 考 虑 到 能 级 的 简 并 性 质 及 粒子 的 自 旋 ， 有 2 个 粒子 填充 到 基态 ，6 


个 粒子 填充 到 N =1 的 三 个 激发 态 ， 故 8 粒子 系统 的 基态 能 量 为 
E, =18ho 


(3) 此 时 系统 的 Hamilton EX 


52 Pily -5 .B-》 2 L B 
2m 2 ' = ñ 2me ` 


i=] 


REE 1 VD. 


2m? ü) me “dr, 
Rh, V= Ek, A 为 矢 势 
现 有 8 个 粒子 ， 分 居 两 个 壳 层 ， 为 满 壳 层 ， 故 83 =0, 工 = 0, j=0. 它 的 波 函 数 为 下 列 函 
数 的 乘积 (未 包括 径 向 部 分 ) 
1 
Yole ole) [OA -a(Q)60)] 


(e) (e)—s[e()8G)-a(0586G)] 
Yoles Wole -5 |e(5)8(6) —a(6)665)] 


Ya (enYa(e9)—[e(D809-a(980)] 


第 6 章 定 态 近似 问题 


. 449- 
式 中 ， 


N ss 


原因 是 每 一 组 内 两 子 空间 波 函 数 相同 ， 总 空间 波 函 数 为 对 称 的 ， 于 是 总 自 旋 波 函数 为 
反对 称 的 ， 为 自 旋 单 态 . 由 于 


Ea gore- a (Q)a(D] 


Crx lewo- e(2)A0)]=- 
o la-a] 


C2y ploro- a(2)0()] = - [BWP + aa] 


— _ =— 2)80 
Oz 万 [apO) aD] gleda J80] 


万 [a02 + a20] 


1 — 
ex |e0)6@)-aQ)80)]= 
和 左 矢 -万 [w(DAC2)-c(2)PCD] AR, TEIT, (oi) (or) (cb 六 (czy) 为 0， 而 


(ci 十 07) =0 
得 


6 0 
+ =-ih(-— c, +—. 
(o L, O, L.) 1 (È Oix dp o) 


=-—ih ( 动 《ci +G, )= 0 
于 是 基态 能 是 (注意 到 了 =0) 


2 8 
E=18ho+— ((Bxny)= 18ho+ $ 
me jz 
从 而 磁化 强度 


r 


na SI sin ?0) 


i=] 
3E -ez 3 
aB 4mc? i=1 (z sin 0)=xB 
e? 8 
RH, z=- (r sin2 0) iFbUREEE Eka. 
2mc i=l 


679 ARTY s 态 电 子 在 强 媚 .与 弱 瓦 ,作用 下 自 旋 态 的 变化 


题 6.79 考虑 处 于 强度 为 五. ， 方 向 沿 z 轴 的 磁场 中 的 氢 原 子 的 s 态 电子 (假定 核 无 自 
旋 ) 在 时 间 +=0 时 ,加 上 一 个 沿 x 轴 方向 的 磁场 , 它 的 强度 均匀 地 由 零 增 加 到 了 时 刻 的 瑟 
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2 
并 且 在 :=7 以 后 保持 为 常数 (H, <H). 只 计 及 电子 自 旋 与 磁场 的 相互 作用 ， #m[2e) 
及 更 高 阶 的 项 . 如 果 电 子 自 旋 在 :=0 时 沿 z 方 向 ， 计 算出 != 了 时 电子 的 状态 ， 证 明 这 个 态 
在 了 充分 长 时 是 联合 磁场 豆 = (H, ,0,H,) 所 对 应 的 Hamilton 量 的 本 征 态 . 请 解释 在 这 里 的 
充分 长 的 含义 ， 
解 ”可 以 用 含 时 微 扰 论处 理 这 个 问题 ， 设 波 函 数 为 
2 


， 1 ' 
Eh —iE_t/h 
t)=e * |~j+ae ~ 

A 5) 


则 a_ 订 由 下 式 算出 
a 二 一 (le De 
~ ido 2 2 
T 
iño 2 
1 H 
iJo m T 2 2 me 
T 
= ehy f tpfa J: 
2imcT Zo mc 
_ 工 H, exp er _ imel, exp j 中 -: 
2A, mc ) 2TH? me 
于 是 ， 了 时 刻 电子 的 自 旋 态 为 
eH 1 lí H eH 
T)= —+— + =y oz |exp| -ir 
人 
imcH, p2 J z J ) 
了 7 | P| ~1 |rexp| 一 一 二 
2eTH; mc 2mc 2 


当 了 充分 长 ， 使 得 


时 ， 我 们 得 出 w(7) 为 ( 略 去 了 a_ 中 的 第 二 项 ) 
B. y 18, 
w(T)= [r] 5) + 2 


H s, eH 
mc 


将 Hamilton 量 
H=-u-B= 
作用 在 w(T) 上 ， 则 可 得 出 


2 
ehH, exp ar lt H, 1 +t H, 
2mc 2mc 2\H,) |2/ ` 2UR, 


Hy(T)= 


BOR 定 态 近似 问题 . 451- 


ehH „eH, 1\ IH | 1 
= exp i2 T iiz) +t 57 
2mc 2mc 2/ 2H,| 2 


-R y G) 
2mc 
可 见 Y(T) 为 与 联合 磁场 到 =(H,,0,H,) 相应 的 Hamilton 量 的 本 征 态 . 


6.80 2s 态 氮 原子 通过 带电 电容 器 后 处 于 不 同 n=2 态 的 概率 


题 6.80 一 个 长 为 1! 的 电容 器 的 平板 之 间 存 在 均匀 电场 记 ， 如 题 图 6.80 所 示 一 束 处 于 
2s 激发 态 的 氢 原 子 以 速度 ”平行 通过 极 板 间 . 没有 电场 时 =2 的 各 态 简 并 ,但 加 上 电场 时 
某 些 简 并 消除 . (1) 哪些 态 由 一 级 微 扰 论 联 系 起 来 ? (2) 找 出 尽 可 能 消除 简 并 的 n=2 态 的 


线性 的 组 合 . (3) :=0 时 ， 粒 子 东 处 于 2s 态 ， 找 出 < 时 的 状态 (4) 找 出 出 射 态 中 氨 原 子 
处 于 各 不 同 n=2 态 的 概率 . 


题 图 6.80 


解 ” 氢 原 子 在 外 电场 中 的 微 扰 Hamilton 最 为 
AV = eEz 
其 矩阵 元 除 (21014V1200) = ~3eEa 外 皆 为 0. 
(1) 2s 态 和 2p 态 由 这 个 微 扰 联 系 起 来 了 . (一 级 微 扰 论 情形 ) 
_f9 —3eEa _ 1/1 
(2) Hamilton 量 AV - n 0 J ， 其 本 征 值 是 t3eEa ， 相 应 的 本 征 矢 是 zl 4 
(3) t=0 时 ， 


YO= -万 (+ 


a) AE 


式 中 


时 间 t 后 
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CO E) 


_ (fcos(3eEat / h) os 
` | sin(eEat IR) 


i 3eEat 
|2s) + si E 2p) 


= cos E2 2s) aa 


(4) 由 (3) 知 ， 在 1> 二 时 


K200 i vO = cos? >= 


(2101wCO)F =sin2 x 


681 两 个 相对 运动 惯性 系 的 Schrödinger 方程 及 基态 的 变化 


题 6.81 (1) 考虑 一 质量 为 m 的 粒子 , 在 含 时 一 维 势 V(xt) 中 运动 . 在 以 速度 "相对 运 
动 的 两 个 参考 系 (%,f) 和 (x (这 里 x=x*+wt) 中 分 别 写 出 相应 的 Schrdinger 方程 . (2) 想像 
-ETAF mo 的 一 维 势 阱 中 ( 题 图 6.810). t= 0 时 刻 阱 突然 受 一 冲击 并 开始 以 速度 
,向 右 运动 ( 题 图 681(b)， 就 是 说 ， 假 定 Y(x 改 具有 以 下 形式 


1mo, 1<0 
V(x,t)= 1 

mx, t>0 

2 


若 t<0 时 粒子 处 于 (%,t) 坐标 系 中 的 基态 ， 在 +>0 时 粒子 处 于 (x',) 坐标 系 中 的 基态 的 概率 
是 多 少 ? 


Vex) 
Vx) 


(a) (b) 


题 图 6.81 
解 G) 它们 都 是 惯性 系 . 
(x,t) 系 : Ë, Ë ya Ð [w(x n= (x,t) 
ki `. 2m x 多 . y d 
h? 
DA: É 2 c £y (x, ove. t)= in? (x, t) 


式 中 


第 6 章 _， 定 态 近似 问题 “453 ° 


V(X, =V'(x—vt,t)=V(x,t) 

(2) 本 题 和 题 8.33 是 相同 的 ， 可 利用 题 833 的 计算 结果 . 这 是 因为 在 本 题 中 ， 势 阱 突 
然 向 右 匀 速 运动 (注意 , 题 中 只 说 势 阱 受 一 冲击 向 右 运动 , 未 涉及 粒子 ), REV 的 随 动 系 (V 
在 其 中 是 相对 静止 的 )x 系 中 粒子 处 于 基态 的 概率 . 这 题 如 站 在 x 系 中 观察 ,也 可 等 价 地 表 
述 为 : 粒子 在 1=0 时 刻 受 到 一 冲击 而 向 左 匀 速 运动 (V 则 一 直 静 止 )， 求 在 Y 为 静止 的 坐标 
系 中 粒子 处 于 基态 的 概率 . 

在 题 8.33 中 ,粒子 (”Al 核 ) 由 于 向 右 发 射 一 y 光子 而 受到 反 冲 ， 向 左 匀速 运动 ( 振 
子 势 则 未 动 ), 求 在 实验 室 系 (振子 势 在 其 中 静止 , 相当 于 本 题 的 x 系 ) 中 ”Al 核 仍 处 于 基 
态 的 概率 . 

显然 两 题 本 质 上 是 相同 的 . 


682 ”一 维 浅 势 阱 中 的 能 级 


题 6.82 试 求 一 维 浅 势 阱 U 中 的 能 级 ， 假 定 势 阱 忌 满足 区 | < 让 /mna2 (ka < ，o 为 
势 阱 宽度 ， 并 且 积分 | Uax kot. 
解 ” 在 本 题 势 满足 的 条 件 下 ,整个 势能 可 以 作为 微 扰 来 处 理 ,此 时 未 受 微 扰 Schr6dinger 
方程 即 粒 子 的 自由 运动 方程 
AyO kV 0 k= 2mË 
h 


式 中 ，w 为 平面 波 解 . 一 级 近似 波 函 数 y 中 满足 下 列 方程 


2mU 
Ay® + k?y” = = yw 


AF, U 为 势 函数 . 

由 电动 力学 可 以 知道 ， 上 式 的 解 可 写成 推迟 势 形式 

y(x, y,z)= == [ue y, ze dy 

RP, =G x +(y-y)2+(z- 293. 

现在 我 们 来 算 能 级 ， 先 假定 能 级 | 本科 必 | ， 此 假定 将 被 结果 证 朗 是 合理 的 ， 在 此 假定 
下 ，Schr6dinger 方程 的 右边 

r Qa 

可 以 略 去 势 阱 范围 内 的 E， 而 yw ~w ， 当 五 很 小 时 yw@ 可 看 作 常 数 ， 不 失 其 普遍 性 ， 可 
令 y~w =1， 则 有 


-= 全 7 a) 


式 (1) 对 dx 82y, RIRN, Haca <1/k , Hp k= Nl 2 . 由 于 U(X) 的 积分 收 
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和 伍 ,右边 积分 可 延伸 从 -oo 到 mm 
w -27 FÉ Udx D 


ZEE RA. WEKE = et 形式， BERARO, 可 得 
-2k = an Udx 


2 
m k. 


由 此 可 见 ， 能 级 是 一 个 很 小 的 量 ， 是 微 扰 阱 深 的 高 阶 小 量 (二 阶 小 量 )， 与 假设 相符 . 


即 
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题 6.83 QR-—A93MBLU =U PRR 为 平面 中 的 极 坐标 ); 假定 积分 rUar 是 


收敛 的 . 
解 和 题 6.82 类 似 ， 忽 略 阱 内 的 粒子 能 量 ， 并 假设 Schrödinger 方程 右边 的 wy =i ， 有 
1 dí dy)\_2m 
r 4 学]-3 R TUC) (D 
ROX r 从 0 到 积分 (其 中 a 之 < 1/k), 结果 得 
dy _ 2m r> 
ra = Pa ° rU(r)dr (2) 


在 远离 势 阱 处 ， 两 维 自由 运动 的 方程 为 


它 有 (r~% 时 w~0) 的 解 w =constx HP (ikr); kii, HO 中 的 首 项 正比 于 lgkr, IN 
此 ， 当 我 们 在 r ~ a 处， 把 阱 内 外 的 yw ku aa 利用 式 (2) 就 得 到 


l = Urdr (3) 


algka “Fa 
-1 
J ° 


由 式 (3) 得 到 
K? R o 
El ~ exp] -4 
| 到 一 =Í ai Urdr 


由 式 (4) 看 到 ， 能 级 比 势 阱 深 (指数 式 地 ) 小 很 多 . 


6.84 用 变 分 法 求 双 原子 分 子 的 零 级 近似 波 函数 


题 6.84 用 变 分 法 求 双 原 子 分 子 的 零 级 近似 波 函 数 . 
解 设 一 电子 在 双 原 子 分 子 的 平均 场 中 运动 ， 受 到 的 Hamilton 量 为 


FOR 定 态 近似 问题 + 455 - 


H =P Ly +V, = H, +V, =H, +V, (1) 
2m 
式 中 
p. pP’ 
Hi =g t Y H,= nt 
H, H 分 别 是 电子 在 原子 1, 2 单独 作用 下 的 Hamilton 量 ， 其 中 区 ,内 分 别 表示 原子 1，2 


对 电子 的 平均 场 . 为 用 变 分 法 求 基 态 波 函数 ， 设 试探 波 函 数 为 
yr)= a (r) + aay (r) 
RP, MRT 分 别 为 单 电子 在 原子 1 和 原子 2 中 原子 轨道 波 函 数 ，a, a, 为 待定 复 


参数 . 
由 归 一 化 条 件 可 得 


1=| vay -Pade A= [vay ijs) 2) 
BF y EAEN, A =. 平均 能 量 为 
(E)=(wlu|v)= Zau yap  Hy= fvi Bwav 
根据 变 分 法 ， 引 进 Lagrange 乘 子 。 ， 在 归 一 化 条 件 式 (2) 成 立 条 件 下 , 取 (E) 对 a; 的 变 
分 为 零 ， 可 得 | 
Zn a =X Aap j=1,2 (2) 


e BJAR X Vols k QB Ll a; mi i 求 和 可 知 , 恰好 =(E), Bl eK a, a 满足 上 述 方程 时 分 子 


中 单 电子 能 量 . 
将 Hamilton ERORAR), HERAA =0, 148 


[E° +k(R2) -e |a +24 +J(R2) -ed |a =0 
[EA +I (Ra) -sd |a +f ° +k(R,)-: |a =0 K 
在 推导 式 (3) 时 用 到 了 
H; = A Hlyn) = [away + [wivmav = =8° +k(R.) 
H, =(m|H|v.) = [nav + [vvowav = EAn +I (Ra) 
式 中 ，K(Ra)= JP Wav ,为 一 个 原子 对 另 一 原子 中 电子 的 Coulomb ERE, IRo) X 


交换 能 ， 它 们 都 是 两 原子 距离 R 的 函数 .& “是 电子 在 一 个 单独 原子 中 的 能 量 ， 设 两 原子 
是 相同 的 原子 ， 所 以 有 H,, = Hv, Hy =H, 42 =Á =Á 
由 式 (3) 有 非 零 解 须 系数 行列 式 为 零 ， 有 
E° +K(Ra)=6, — Z A+J(R,)—zA 
eA+I(R2) -sh, 2° +k(Rz)-E 


=0 (4) 


式 (4) 有 两 根 为 
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= z, =g EEDE (Ro) 
| + EZ) 
若 忽略 上 式 中 的 4 ， 近 似 有 
g, =e? +k(R,)+ J(R.,) 
将 a 代 回 式 (3)， 可 得 两 组 解 
. 1 
aza: ba+a 5) 
_ _ A (r) +y, (r) 
u(r)=w,(r) Par 
1 
% @  pa-2 © 
- yr) -y (r) 
w(r)=w_(r) Os 
式 (3) 和 式 (6) 即 给 出 两 个 分 子 波 函 数 (或 称 分 子 轨道 ) 
讨论 由 于 Vi,W 都 小 于 0， 所 以 有 R,) <0, 7(R2)<0. 由 于 原子 仅 对 靠近 的 电子 作用 
显著 , 所 以 上 的 数值 较 小 , 有 | 中 >| 才 | . 因此 的 能 量 比 原子 轨道 低 的 多 称 为 成 键 轨道 ，y_ 


的 能 量 比 原子 轨道 高 ， 称 为 反 键 轨道 . 


£= z" 时 ， 


£=6 if, 


685 在 有 磁场 或 无 磁场 时 ， 核 内 “中 子 振荡 ”的 跃迁 问题 
题 6.85 ”如 果 重子 数 守恒， 那么 称 为 “中 子 振 落 ”的 跃迁 


nen 
是 禁 戒 的 . 实验 上 ， 对 于 在 没有 磁场 的 自由 空间 中 这 种 振荡 在 时 间 标 度 上 的 实验 限制 
为 
tT, >3x105s 


由 于 稳定 核 内 中 子 含量 丰富 ， 人 们 容易 天 真 地 认为 有 可 能 得 到 一 个 好 得 多 的 限制 . 本 题 的 
H 的 是 了 解 为 什么 这 种 限制 如 此 不 好 . 

设 有 ,是 在 设 有 能 将 n 和 五 混合 的 相互 作用 的 世界 中 的 Hamilton 量 . 则 对 于 静止 态 

H|) =m,c2|n), H,|ü) =m,’ |n) 
ËR H' EKn 变 成 五 或 者 相反 的 相互 作用 
B'la)= ela), H'|a)=eln) 

< 是 实数 ， 并 且 忌 ' 不 改变 自 旋 . 

(1) t=0 时 从 中 子 开始 讨论 , 计算 在 时 刻 t 观测 到 该 中 子 变 成 一 个 反 中 子 的 概率 . 当 这 
个 概率 第 一 次 等 于 50% 时 所 经 历 的 时 间 称 为 ,ss . 用 这 个 方法 将 对 z, s 的 实验 限制 转化 
成 对 < 的 限制. 注意 由 cz =940MeV . (2) 在 计 人 地 球 磁场 2 ~ as) 时 重新 考虑 这 一 问题 


中 子 磁 矩 为 如 -6xl0 飞 MeV/Gs. 反 中 子 磁 矩 符号 相反 .t=0 时 从 中 子 开始 讨论 , 计算 在 
时 刻 t 观 测 到 该 中 子 变 成 一 个 反 中 子 的 概率 . (提示 : 计算 到 小 量 的 最 低 阶 ) 忽 略 可 能 的 辐射 
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跃迁 . (3) 具有 自 旋 的 核 带 有 非 零 磁 场 . 根据 (2)， 简 单 定 性 地 解释 处 于 这 种 核 内 的 中 子 何以 


能 如 此 稳定 ,而 ze 仅 受 到 限制 mo >3x104s . (4) 具有 零 自 旋 的 核 其 平均 磁场 为 零 . 简单 


地 解释 在 这 种 核 内 为 什么 中 子 振 葛 仍然 是 被 抑制 的 . 
解 (D 先 求 及 = Ho+H' 的 本 征 态 . 为 此 ， 引 进 撼 阵 记 号 (中 子 - 反 中 子 表象 ) 


A} w 


则 能 量 本 征 值 方程 为 


解 之 ,得 


1=0 时 体系 处 于 中 子 态 


式 中 


而 在 任意 时 刻 : ， 体 系 状态 将 变 为 
J) =L eE] BE)+ 5 e-iesn| E.) 


V2 
上 和 式 在 中 子 - 反 中 子 表象 中 给 出 
-im 21 cos 
jwt) ~e BC h 
—isin— 
h 
所 以 
|z.) = gime cos Tn) je im ch sin n) 
所 求 概率 为 
an2 t 
P(t)=sin 
由 定义 求 出 
nå 
4e 
实验 对 & 的 限制 为 


e€<1.65x10 2šMeV 
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(2) 注意 到 疾 ' 不 改变 自 旋 ， 在 加 进 磁场 后 ， 可 取 如 下 的 中 子 - 反 中 子 表象 


1 0 0 0 
1 
nt, ati, ad?) ad 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
于 是 ， 微 扰 Hamilton 量 的 矩阵 元 为 

-WBo E 0 0 

E -lbo 0 0 

0 0 HBo E 

0 0 E Bo 


式 中 
H, =—6x10 SMeV/Gs, ji ~6x10 MeV/Gs 


容易 看 出 本 征 方程 可 分 为 两 个 (已 将 启 换 为 -4 ) 


-mB -ED £ pb 个 
o hat)? 
E Habo- E a 
MaB- ED) £ 
E ~u, B) - E® 
EP =+1=+ye’ + (4, B) 
HE 1 [JA u, B, at = JA+ n B, 
bt] 24 |JA+ uB, bt] Vib 
由 -去 __1 V4+A 醒 | a7) _1 [J4- B, Vinh 
b+ JA- u, B, a) A| -Jar mB, 


上 =0 时 体系 处 于 中 子 态 
na 人 -本 A- E 中 = =E). 
bf 


~ | ME ab —_ asla) 
b4 


解 之 ,得 


在 任意 时 刻 t 的 状态 为 


(M ~ espe L 1 a A- pa Bp (A+ H 


( 
241 fa? — (yp B)? (e 28 _ anh) 
"le. pa 
2A 


A? ~ (u BY (et _ sin 


一 
H~ eime Ih 


所 以 ，n 个 一 五 个 的 概率 为 
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2 
Patt) = Ezin 
_ 2 sn yE + (a B): 
E +(a,B,) h 
W nl n 1 的 概率 为 
2 ,At 


£€ . 
Pa (O= asin 


_ g sin? Je? + (1 Bo)t 
e+ By h 
最 后 ， 若 中 子 为 非 极 化 的 ， 则 n ->n 的 概率 为 


1 l 
PO =r brat D+ ha 


= _— ë _ sin? Vant Et (4 BO) 
E + (nB? h 
即 极 化 与 否 对 概率 无 影响 . 
由 题 所 给 数据 可 知 a B > = , 
1.65x 1028 ? _ -20 

可 以 看 出 ， 转 化 概率 非常 小 . 

(3) 自 旋 不 为 0， 核 内 部 磁场 很 强 ， 远 大 于 1/2Gs， 从 (2) 中 结果 可 知 P_a <10 了 转化 
概率 很 小 ， 所 以 可 以 认为 中 子 是 稳定 的 . 

(4) 自 旋 为 0， 平均 磁场 为 0， 一 般 说 来 ， 这 只 是 对 核 外 部 的 磁场 而 言 ， 核 内 部 的 磁场 
不 一 定 为 0, 并 且 B 还 很 大 ， 因 此 转化 概率 Ps 很 小 . 退 一 步 说 ， 即 使 核 内 部 磁场 在 长 时 
间 内 平均 为 0, 中 子 在 每 个 瞬时 感受 到 的 磁场 不 一 定 为 0 从 (2) 的 结果 来 看 , 只 要 存在 磁场 ， 
Ps 就 要 变 得 很 小 . 总 之 ， 自 旋 为 0 的 核 ， 核 内 的 中 子 振荡 也 是 被 挤 制 的 . 


686 ”用 变 分 法 证 明 一 维 吸引 势 场 中 至 少 有 一 个 束缚 态 


题 6.86 可 以 证 明 在 一 维 方 势 阱 中 至 少 有 一 个 束缚 态 . 用 这 一 事实 再 用 变 分 原理 证 明 
任何 形状 的 一 维 吸引 势 场 中 至 少 有 一 个 束缚 态 . 
解 设 任意 形状 的 势 为 ,一 维 方 势 阱 的 势 表示 为 V , 则 两 种 势 的 Hamilton 量 分 别 为 
H=T+V 和 H,=T-+V, 


式 中 ，7 3593803848. 
设 色 为 及 的 能 量 为 为 的 本 征 态 ， 则 显然 有 
[T+V ydr = E, 0) 
EE E.T 0. 


BE ERV 的 基态 能 量 , 由 变 分 原理 可 知 , 任何 波 函 数 的 Hamilton 期 望 信 大 于 E. 所 
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以 有 
Í w + V)w,dx > E, (2) 
由 式 (1)、 式 (2) 可 知 
[WW -Vdr> E, = E, (3) 
所 有 x 值 小 于 0， 在 这 种 情况 下 ，| ly (V -只 )dx 是 负 值 ， 再 由 式 (3) 可 得 
E,- E. <0 
因为 及 是 负 值 ， 故 也 是 负 值 ， 即 对 于 V 至 少 有 一 个 束缚 态 ， 它 的 能 量 为 E. 


687 正 交易 格 离子 在 微 扰 势 V(r)= Ax +BY 一 (4+B)z? 作 用 下 的 能 量 一 阶 
修正 及 本 征 态 


题 6.87 EZRET’ pn 离子 附近 的 静电 势 可 写 为 
V(r)=AxX2+By2 - (A+ B)22 
其 中 4, B 为 常数 . 设 对 于 自由 离子 的 一 组 波 函 数 是 
w, =R rY Wo = R(r)Yo; Vi = RO 
这 里 R(7) 是 离子 径 向 波 函 数 ，, Yio, Y. 是 球 谐 函 数 ， 
G) WEB, BA yi io, Yi 为 基 的 V(r) 的 矩阵 为 
A+B 0 -A+B 
| 0 -24+8) 0. | 


-A+B 0 A+B 


这 里 7 为 常数 . 
(2) V(r) U M; =3/2,1/2,-1/2, -3/2 为 基 的 给 阵 为 
a 0 b 0 
0 -a 0 b 
b 0 -ad 
Ob 0 a 
式 中 


a=r(A+PB), b=r(B- A)/-/3 : 
G) 假设 V(r) 很 小 , 证 明基 态 的 一 阶 能 量 修正 是 上 ya2 +b ,每 一 个 值 都 是 两 度 简 并 的 . 
车 相对 正 能 量 修 正 值 的 本 征 态 之 一 是 cos8|3/2)+sin(9/2)|-1/2) ， 这 里 9=atctan(b/a) ， 求 
另 一 个 本 征 态 . 
# D 先 考 虚 V(x) 的 一 个 对 角 和 矩阵 元 (和 1Y 1y) 
(ylViy)= f (ROE V y, 2)ROE dV (1) 
FRZ (I =) 可 用 Descartes 坐标 表示 
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Er sry +z, 


将 Vr) 的 天 达 式 一 起 代入 式 (1)， 有 


2 
(w IV) = 5 Í zo Gu[ Ax? + By? - (A+ B)22 Jav 2) 
AP EAR, HU 
Gi = G+iy)' (x +iy) =? + y? (6.118) 
被 积 函 数 中 
(x? +2)| Ax? + By? — (A+ B)2 | 
(3) 
=A(x* tay -az ~ yz) +B(y + x2 y2 - 2⁄2 — y222) 
2 
由 于 | 于 | 只 依赖 于 ， ， 可 设 之 为 (>) ， 由 对 称 应 有 
44 4 
L. PON = f ny POV 4) 
类 似 应 有 
f f(x ydy = II foy dV = J fO) ay (5) 


将 式 (3)、 式 (4)、 式 (5) 代 入 式 (2)， 有 
(lVim)=r(A+B) 


式 中 
r= í. [roo +x2y2 — 222 _ yz2)dy = 常数 
再 考虑 (YIV1y_ 1) 矩阵 元 ， 它 的 积分 式 与 式 (2) 类 似 ， 只 是 G1 被 G1 代 苦 , 而 G1 为 
Gia = —(x+iy)' (x —iy) =—x? + y? + 2ixy 
于 是 有 
(Vl) =n [Í FOG, 1 [Ar + By? - (A+ B)z? |dxdydz (6) 
由 式 (6) 可 见 ， 有 关 G1 中 第 三 项 2ixy 的 积分 将 消失 ， 因 为 此 项 对 fiya E ask, 


全 空间 积分 后 为 零 . 镜 下 的 积分 ， 易 得 
(iViy.)=-r(A-B) 


类 似 有 
(yilV lg)=-r(4-B) 


- 462 。 B. + J > 


(yilViy 1)=r(A+B) 
由 于 (yo1V1yo) 的 积分 式 与 式 (9) 相 比 ， 只 是 用 Goo = 2 一 代替 了 Gi_; ， 易 得 到 积分 结果 为 
(w |V|w)= -27(4+ B) 
V(r) 的 其 他 矩阵 元 都 为 0， 因 为 它们 的 被 积 函数 都 是 zyz 的 奇 函 数 ， 最 后 得 到 V(r) AE 
阵 为 


r 0 —(A+B) 0 
-A+B 0 A+B 
(2) 由 轨道 角 动 量 与 自 旋 角 动量 耦合 理论 可 知 M, =3/2, 1/2, —1/2, —3/2 的 耦合 态 分 


别 为 


A+B 0 K 


pare epinar 
| 让 (ver vag)， E-va 
式 中 ，w 、p 分 别 是 3. 的 本 征 值 为 -和 的 本 征 态 . 容易 看 出 
(Gr l)- allna =(nlv le) ele) = rca + a 
prere 
- B vra Vina) malins) =0 
上 面 计算 中 考虑 到 V 只 是 空间 坐标 的 函数 ， 与 自 旋 变 量 无 关 . HYBE o, 态 的 正 交 归 一 


性 . 
类 似 可 求 出 其 他 矩阵 元 ， 及 整个 矩阵 为 


a0 b 0 
0 -a 0 b D) 
b 0 -a 0 
0b 0 a 
式 中 
B-A 
a=r(Á+ B}, b=r 
万 


O 在 自由 离子 情况 下 4 个 MM) 态 是 简 并 的 ,所 以 基态 的 一 阶 能 量 修正 由 矩阵 (7) 的 本 征 


值 给 出 ， 相 应 的 本 征 函 数 是 式 () 的 本 征 矢 . 43 EE BE 55 3Ë 2 05 MH FE H 
M; =3/2,1/2,-1/2,—3/2 k} M , =3/2,-12,-3/2,1/2 所 得 到 的 矩阵 更 易 求 解 , 这 时 和 矩阵 


变 为 
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a b 00 

b -a 0 0 

00 ab 
‘00 b -a 


变 成 2 个 2x2 矩 阵 的 直 和 . 由 于 2 个 2x2 和 佐 阵 相同 ， 故 它们 的 本 征 值 与 本 征 矢 相 同 ， 故 仍 
有 二 重 简 并 ， 由 第 1 个 2x2 和 矩阵 可 得 方程 


G |) 
A= +a +b, "a 


令 tan9=b/a , 4 À = Va? +b Rf 
p _Na 24b? +a _ Ltcos@ _ cos(0/2) 
q b sin  sin(0/2) 


由 归 一 化 条 件 PP +4°=1, TA p=cos(0/2), q =sin(0/2). 类 似 对 4= Va, +b if, 有 
p =sin(0/2), q =—cos(8/2) 


所 以 相对 本 征 值 4=+tVa? +b? 的 本 征 态 分 别 为 


解 出 


b 


cos 3)+sing -- |) 
212 

sin eos? -1 =) 
212 2| 2 


同 理 对 第 2 个 2x2 矩 阵 求解 本 征 方程 也 可 得 到 本 
IEA =+Ve +b ， 相 应 的 本 征 矢 为 


8j 3 . 011 
2 3) + sn 3) = |3) 
3 01 
-3) —COS— 3) = |4 
晶体 场 离子 的 能 级 分 裂 如 题 图 6.87 所 示 . 


2 


第 7 章 散射 问题 
7.1 AURETZ |, 9 


题 7.1 党 着 z 轴 传播 的 粒子 东 被 短程 势 所 散射 , 如 果 离 势 场 很 远 的 地 方 (7 > 1) 的 粒子 
的 波 函 数 可 以 表示 为 下 面 形 式 
u = exp(ikz) + ; f (@, ó)exp(ikr) 


试 证 明 微分 散射 截面 为 


S= LO 0 
解 ” 考虑 远离 散射 势 范围 的 某 处 , EAF r 的 小 面 元 ds ( 题 图 7.1), 由 图 可 知 , ds = 24 OQ. 
设 w = expGikz) 表示 粒子 数 密度 p07) = |ua =1 的 人 射 粒子 束 的 波 隐 数 ， 而 ws =f (0, )expükr) 


为 散射 粒子 的 波 函 数 ， 散 射 粒 子 束 的 粒子 数 密度 为 
z_e 
r 


P(r) =|u,] 


题 图 7.1 
因为 单位 时 间 通 过 小 面 元 ds 的 散射 粒子 数 为 
dn, = p, -v -ds = @, ol vds 
=| F0, 0 van 
这 里 v 是 散射 粒子 与 人 射 粒子 的 速度 . 同时 可 知人 射 粒 子 束 流 密度 (单位 时 间 通 过 垂直 传播 
方向 单位 面积 的 粒子 数 ) 是 Ja = piy=v. 由 微分 散射 的 定义 知 
do IFO, p vao 


42 7497 waa VOA 
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讨论 (D 故人 代 表 粒 子 数 密度 为 1 的 人 射 粒子 束 ， 它 不 能 归 一 化 ,因为 | 中 在 全 空间 积 
分 值 无 限 大 , 但 它 能 给 出 有 限 的 粒子 流 密度 . 另外 , exp(ikz) 不 能 用 来 严格 描述 入 射 粒子 束 ， 
因为 它 意味 着 平面 无 限 大 的 平面 波 ， 即 粒子 束 的 横 截面 无 限 大 ， 而 实际 上 粒子 束 的 模 截 面 
总 是 有 限 的 . 为 了 描述 有 限 机 截面 的 人 射 粒 子 束 ， 我 们 应 用 有 一 定 波 矢 展 宽 的 波 包 . 但 当 横 
截面 的 大 小 远大 于 粒子 de Broglie 波长 的 时 候 ，expGika) 还 是 可 以 近似 用 来 描述 入 射 粒子 束 . 

D 当 我 们 将 测量 散射 粒子 的 探测 器 放 在 和 人 射 粒子 流 的 外 面 ， 我 们 就 可 以 用 三 生 分 
别 代表 人 射 粒子 流 和 散射 粒子 流 . 在 散射 角 小 时 只 要 探测 器 有 一 小 张 角 A9, 使 与 w 的 干 
涉 效 应 消失 ， 同 样 也 可 以 分 别 视 u, 5 w 为 人 射 粒子 和 散射 粒子 的 波 函 数 . 


72 短程 散射 势 p 波 的 波 函 数 及 刚性 球 散 射 微分 截面 
题 7.2 (D 证 明 短程 散射 势 外 部 的 散射 p 波 的 波 函 数 是 


u(r,0) = 1i + Z epitr cos? 
r kr 


(2) 以 exp(ikz) 代 表 的 入 射 粒子 束 被 半径 为 a 的 不 可 穿 人 刚性 球 散 射 , 这 里 满足 ka <1. 


在 只 考虑 s、p 波 的 情况 下 (近似 到 (ko ， 证 明 微分 散射 截面 为 
s= = a LE -1 (ka)? + Xka)? cos J 
解 (Dp 分 波 的 关于 8 的 部 分 是 1=1 RARO = cosh. 设 p 分 波 的 径 向 波 函 数 为 
R(7) = Xx(7)/r ， 则 在 势 的 外 部 zir) 应 满足 下 列 方程 
2 
+e -l= (1) 
对 于 题目 给 定 的 ulr, 8) 有 


y(r)= ( + Z expat (2) 
kr 


将 式 (2) 微 商 二 次 代入 式 (1)， 正 好 满足 1= 1 时 的 方程 ， 故 得 证 . 
(2) 在 势 的 外 面 s、p 波 的 波 函 数 具有 下 列 形式 


u = exp(ikz) + A oxp(ikr) + Ft + Ë) exp(ikr)cos @ (3) 
r r kr 
这 里 A、8 为 常数 , 含 4 项 为 s 波 , 含 B 项 为 p 波 . 当 r — oo BÍ 
u — exp(ikz) + fO exp(ikr) (4) 


r 


使 得 式 (3)、 式 (4) 中 含有 explikr) 项 相等 ， 导 致 


f(0)= A+ Bcos@ (5) 
由 于 散射 势 是 刚性 球 ， 故 r= a 时 波 函 数 应 为 堆 
exp(ika cos 0) + Z explika) + 2 十 Š) exp(ika)cos@0 = 0 (6) 


将 左边 第 一 项 展开 ， 有 
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exp(XacosO) = 1+ ikacos@ — 了 oz cos20+ olka?) _ (7) 
将 式 (7) 代 人 式 (6) 后 ， 再 略 去 高 于 (kaj2 的 项 ， 并 考虑 到 cos26 -5 ， 可 得 到 方程 
1- Lika} + Å explika) + Ë + 2 + = Jep ese =0 
6 a a ka 
为 使 上 式 恒 等 ， 须 令 上 式 左 边 含 cosb WSKA cosh 的 项 分 别 为 零 ， 得 到 两 个 方程 即 可 解 
出 4 和 B， 它 们 分 别 是 
A =-a[1-5 ka)? [exp-ite) (8) 


B = —a(kay° (9) 
在 求 时 考虑 到 因为 ha <1, 所 以 = > 1, 目 只 考虑 如 的 2 次 以 下 的 项 . 在 将 式 (6) 代 人 式 


(7) 后 之 所 以 不 令 cos? 0 WAF, 是 因为 那样 做 还 须 考虑 4 波 的 贡献 ， 而 本 题 中 没有 考虑 它 . 
将 式 (8)、 式 (9) 代 入 式 (5)， 即 可 得 
=< =|f OF =|A+Beos a =a? Í _ 3 (ka)? + 2(ka)° eos0 | 


73 半径 为 RR 的 刚 球 散 射 下 s 分 波 的 热平衡 温度 


8873 推导 半径 为 RR 的 刚 球 散 射 s 分 波 截面 的 量子 力学 表达 式 . 
解 ” 刚 球 的 作用 相当 于 位 势 


() 0, r<R 
r}= 
v 0, r>R 


< s MERRER RT) = y G(r)/r , HHJ 

XE) +k’ (r) = 0, r>R 

Xor) = 0, r<R 
解 >> 尺 的 方程 ， 得 

Zoir) = Asin(kr+60), r>R 
PIH r= R RREA, 18 

Asin(kR +8) =0 
所 以 
Ó =nm-kR, sinó,=(—D”lsinkR, — n=0,L2,-.. 

于 是 s 分 波 的 总 截面 为 


-frins -fT in? kR 
k k 


2 2 
低能 情形 ,上 一 0， = = 4zR. 
高 能 情形 ， 大 一 %, o, =0. 
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74 气体 内 部 原子 -原子 散射 主要 为 s 波 的 热平衡 温度 


题 7.4 和 氧 原 子 之 间 势 的 范围 约 是 4A . 对 于 处 在 热平衡 下 的 气体 ， 粗 略 估计 它 的 某 一 
温度 ， 当 温度 低 于 此 温度 时 ， 原 子 -原子 散射 主要 是 s WE. 
解 ” 此 题 是 气体 内 部 原子 与 原子 散射 ,当主 要 是 s 波 时 , 应 有 ka<1, 这 里 为 人 射 原 
子 的 相对 波 矢 ，a 为 散射 势 的 范围 ， 因 为 挛 =jw,, BA 
Lv, ‘a 
式 中 ，J=m/2 是 两 原子 的 折合 质量 ，v, 是 两 原子 之 间 的 相对 速率 ，a =4A. 
达到 热平衡 时 


容易 证 得 (5 v2) =0 ， 故 相对 速度 的 方 均值 为 


(v2)=( -v2))=2(7) = 


m kr 2 有 2 
—a. .]— < h, T. = 2 2.0K 
2 m m 3mka2 


这 说 明 在 平常 温度 下 ， Car 
2 
75 ükqkpupv() T| 


于 是 上 面 不 等 式 成 为 


m \ cosh Ar 


Jaam 


题 7.5 一 非 相 对 论 的 ， 质量 为 m 的 粒子 被 一 中 心 势 散射 ， 这 一 中 心 势 有 如 下 的 形式 
2 
VD =Ë UO, | 4 J 
2m 


cosh Ar 
AF, 4 是 一 参数 , 这 一 势 有 这 样 一 个 性 质 : 当 E 一 0 时 , 截面 c(E) 越 来 越 大 , 当 E=0 时 ， 
0o(E) 一 % 很 明显 ,在 很 小 的 条 件 下 ，o(E) 主要 是 由 s 分 波 贡 献 的 . 所 以 低能 时， 只 
需要 计算 s 分 波 振幅 就 够 了 . 与 此 相关 ， 为 了 数学 上 的 方便 ， 方 程 


2 
PA Aó=UG)6, ”其 中 4 是 一 正 的 常数 


的 通 解 为 . 
ý =a(AtanhAr -ikje + B(A tanhAr +ikye ir 
AH, k=VA, Ba, p 是 积分 常数 . WHE tanhx=(e e 2) et +e), THE E 0 kth 
ol(E). 

解 s 分 波 的 波 函 数 是 球 对 称 的 ， 方程 为 


k? 
-Erg an) Euog- Egr) 


SRT =r, # 
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" 2m K 
R"(r)+t aele -E voko =0 


Bp 


R"(r) + RD =U(r) R(r) 


R(r) =a(Atanh Ar -ikje + B(A tanh Ar +ik)e ™ 


2 
k= > 
式 中 ,因为 > 一 0 时 ，R(O)=0, tanh 47=hr, e" =1， 有 


RP) o 52r —ik)+ Pr +ik)= alik) + Pk)=0 


所 以 
a=p 


r— <o BF, tanhår=1, # 
R(r) = alh -ibe + B(A + ike 1 


=a[(4-ik)ew +(4 +ikye š | 
=a I 42 + 2 | + e iria, | 
=a 4? +k? .2cos(kr — a) 
=20VA +k? sin( r+ Z-an | 
式 中 
al = arctan Ë 
4 


所 以 


T 
ôo =>- 
2 
4F ， 4n 
G, = —sin? ð = -z cos? CA 
k k 


X4 E0, k—>0, o 一 0， 有 
4n 4n Anh? 2xh? 


PE 2mE/h2 2mE mE 
76 粒子 在 势 V(r)=-C6(|r|-a) 作 用 下 的 束缚 态 与 散射 截面 


题 7.6 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 三 维 情形 下 与 一 个 球 对称 势 作用 : V(r)=-C6(|r|-a). 


即 这 个 作用 势 是 一 个 5 函数 ， 除 非 粒 子 恰好 处 在 与 作用 中 心 距离 为 a 的 位 置 上 ， 和 否则 势 为 
F. 其 中 ，C 是 个 正 的 常数 . O 求 有 一 个 束缚 态 存在 的 C 的 最 小 值 ，(2) 考虑 一 个 散射 实 
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验 ， 其 中 粒子 以 低速 人 射 到 势 阱 中 ,在 低 入 射 速度 的 极限 下 ， 求 散射 截面 及 角 分 布 . 


E D 设 单 粒 子 系统 的 束缚 态 本 征 波 函 数 为 
w(r)= ROr)Ym (0, 9) 
径 向 函数 R(D 满 足 的 方程 为 
R"+2R'+ sao Es (r]-a)- 全 2 je-。 
r r 


式 中 , k= J-2mE/hM2 (对 束缚 态 E<0). 

当 rxa 时 ， 上 述 方程 是 一 个 虚 宗 量 的 球 Bessei 方程 . 
当 r<& 时 ,为 保证 > 一 0 时 束缚 态 有 界 

R(r)= A, j Gkr) 
当 r>a 时 ， 为 保证 >-> o 时 束缚 态 有 界 

R(r) = BhP (ikr) 
当 r=a 时 , 波 函 数 是 连续 的 ， 即 

A; ilika) = B,h® (ika). 


对 方程 (1) 积 分 ”dr ,得 


R'(a+0)— R'(a 0) =—C'R(a), c= =e 
考虑 至 少 有 一 个 束缚 态 的 情形 ，!= 0 
Abik- a PED, ,a 
Rr) = ikr _ 
pipa) B De”, r>a 
r 


-ka 
Rlat0 = (+l | 


R'(a_0) a _ sme) 


a a? 


由 式 (2)， 式 (4)， 式 (5) 代 入 式 (3) 中 ， 得 


由 于 x>1-e*( 当 x>0), i 


2 
所 以 C= 汪 一 是 保证 有 束缚 态 存在 时 最 小 的 C 值 
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(1) 


(2) 


(3) 


(5) 


(2) 用 分 波 法 解 . CTA 仅 需 考虑 1!= 0 的 分 波 . 这 时 径 向 方程 为 


R' + R'a aes 2 sr- -ə |*= 0 
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邻 R(r)= zo (r)/r, MH 


ge 2mc s- |z =0 n= © 
EORR 0 有 界 条 件 及 1 的 散 册 边 办 条件 的 解 为 
_ Asin kr, r<a 
20 (r) = sin(kr + ó), r>a 
由 波 函 数 在 r = a 处 的 连续 性 条 件 ， 得 
Asin ka = sin(ka + ô) D 
对 方程 (5) 积 分 上 dr, 8 
lare) Ha-6)=— tole) (8) 
由 式 (7)， 式 (8) 可 得 
ka _ ka _ 2mCa 
tan(ka +ô) tanka K 
由 此 得 (k — 0) 
ka 
tan óo =— 
E 
或 
ka ka 
sin ó = x 
k2a2 +(- -arac Y) [ 一 are) 
h? 
总 散射 截面 为 
. 4 
G, = = si ôo = 5 z 
-加 
h 
而 角 分 布 为 各 向 同性 的 . 
, h? 
7.7 粒子 在 中 心 势 V7) = 一 一 中 的 散射 


a 


R? 
题 7.7 质量 为 m 的 一 个 粒子 受到 中 心 势 V(7) = 


ma? =G angra 散射 、 势 中 的 4 是 
常数 . 已 知 方程 


有 解 y= e+e(tanh x Tik) ， 计 算 能 量 为 E 时 s enti maiman. 
解 考虑 s 分 波 径 向 波 函数 y (r) = rR(r) 满足 的 方程 
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d2y(r) 2m K 1 
+ E+ —— xG0)=0 
d? 让 | ma: cosh2(r/a) Zo 
作 变 换 
x=rla, Zo (r) = y(x) 
则 
diy(x) 2mE , 
—+—ay(x)+ x)= 0 
dx? h? yG) cosh? xY ) 


根据 灰 中 所 给 ，y() 满 足 条 件 xX0) = 0 的 解 为 (k=Y2mE/ 有 2) 
y(x) = el2t* (tanh x — iak) + e x (tanb x + iak) 


= 2cosakxtanh x + 2ak sin akx 
所 以 


yo (r) = 2coskrtanh” + 2aksinkr 
a 


ak? cos kr — k sin kr tanh — + Lcoskrsech? 工 
1 dřo a a 2 


Zo dr aksinkr + cos kr tanh — 
a 


ro ak?coskr—ksinkr _, akcotkr-1 


ak sin kr + cos kr cot kr + ak 
另 一 方面 ， 已 知 在 无 穷 远 处 应 有 
Xo (r) = sin(kr + ôo) 


.do S kcot(kr + 8) = k to -1 
Zo dr cot kr + cot ó, 
比较 以 上 两 式 ， 得 
cot ó = ak 
:2 1 1 
sin? 8, =— — = — 
9 1+cot? ó, 1 + a?k2 
s 分 波 对 总 截面 的 贡献 为 


o Üm i -Ar 1 22 1 
i ° k 1+a°k? mE I+ 2a2mE 
R? 


7.8 无 自 旋 粒 子 在 吸引 球 方 势 阱 上 的 散射 


题 7.8 一 个 无 自 施 的 粒子 ， 质 量 为 m， 能 量 为 ， 以 角 9 在 吸引 势 KD 上 散射 
ya pe O<r<a, Vo >0 
r = 


0, r>a 
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(D RV. a, m 满足 什么 关系 时 ， 在 零 能 处 (E=0) 的 散射 截面 为 零 . 对 于 满足 上 述 关 
系 的 参数 ， 当 E 0 时 ， 微 分 散射 截面 将 有 下 列 形式 


bo ———E“F(cos0) 
IN E—0 


(2) 指数 4 227? (3) 角 分 布 函数 F(cos0) Æ cosh HETA. cosh 的 最 高 次 数 是 多 少 ? 
解 (D 在 能 量 很 低 时 , 只 需 考虑 1= 0 分 波 . 设 径 向 波 函 数 为 Rr) = XDAr , W| z(r) 88 


足 方程 


mE 


PEN 0<r<a 


邻 k= E, k= a). 则 方程 的 解 具有 形式 


Z(r) = sin(kr + ôg), r>a 


x(r)= Asin Kr, O<r<a 

边界 条 件 i 

sin(ka + 00) = Asin Ka 

k cos(ka + ó) = KA cos Ka 
Rp 

K tan(ka + ô) = k tan Ka 

oo = arctan F — ka 
当 大 一 0 时 ， 

玉民 = 2mo, á k| Ea, 
h Ko 

按 要 求 零 能 时 截面 


lI 
© 


2 
H sin? ôy > 4na? | tan Kot 1 
k Koa 


由 此 得 到 超越 方程 tan Koa = Koa ， 即 


a [m am, 


ñ ñ 


(2)、(3) 尽管 天 一 0 时 ,微分 散射 截面 中 != 0 分 波 项 趋 于 零 ， 但 仍 是 主要 天 献 之 一 对 
k fE Taylor 展开 ， 略 去 如 以 上 项 


2 
tan Ka = tanayk? + Ke = tan Kya + - ak 


— o t . 
2c0S Koa- Ko 
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= arctan E tan Ka)-ka 
K 


ak? 
tan| k -— 5) Jena ——I j|-ka 
zl 2cos” Kya- Ko 


welir 
~ 


Ë 


2Kĝ cos’ Koa K 
k'a 


=— 72 7T 


2Kĝcos? Koa K 3 
a Da 4 
J kt. 
它 对 O 的 贡献 正比 于 


为 了 考察 1=1 项 的 贡献 ， 我 们 先 求 出 其 径 向 波 函数 . 径 向 波 函 数 满足 方程 
=a) [2 -5e ]r=0, r<a 
r 


r? dr. dr 
mele ir [e 2)e=o r>a 
r dr dr r 


其 解 为 一 阶 球 Bessel 函数 


sinKr cosKr 


3 ; O<r<a 
(Kr) Kr 
sin(kr +â) _ Cos(kr +ô) , r>a 
(kr? kr 


RAAF r =a 处 的 连接 条 件 ， 即 六 MORY 连续 ， 得 
sin Sin Ka _ cos cos Ka -| +ó,) _ cos(ka + 2 
(Ka Ka (ka ka 
sin Ka = Asin(ka + ó,) 


所 以 
k kcotKka 1 É kacotKka 
ar -二 K J 
k k2acot Ka 
andata -hat 和 -人 rot)] 
， =ka+o(k*) 
所 以 
A =arctan[ ka +o(k*)]- ka = 3 (ka) + o(K’) 
ðo 4 
对 3 的 贡献 也 正比 于 坟 . 


类 似 ， 可 解 出 != 2 的 径 向 波 函 数 为 
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-二 L sin Kr — 3 > cos Kr, O<r<a 
(Kr Kr (Kr) 
2 一 
3 - 工 sin(kr + ó,)— 3 cos(kr +8) r>a 
(kr kr (kr 2? 


利用 连接 条 件 , fEr=ahh R MO RY 连续 ， 得 


3 _1 3 
nn 
| 3 二 | 3 KKatanKa-(Ka)?] 

(Ka Ka 


< y=tan(ta+ó,)—ka , MI) 


3 1 y(—l + o(k)) 
—  ——|[|y-I=—  — 一 -一 
bK2G(+ o(K2)) 


,b= 
式 中 2cos Koa—k 所 以 
y I 
3 l, 
(ka ka "= to% 
=-——T 
3 (ka)° (Ka) 4 
— 1— 
i 3 taK A ] 
_ (a) (ka? (ka 4 
= | ex 3 +o(k`) 
_ (ka) (ka 6 
= 3 十 9 +o(K°) 
ô = o(k) 


可 以 肯定 !>2 各 分 波 的 贡献 将 更 小 . 由 
2 
i! sin ó,P,(cos0) 


ðo _ 2_ 9 
zg Ol “p 


可 知 
ELA 
80 


指数 ?为 2， 角 分 布 函数 作为 cos6 的 多 项 式 ， 其 次 数 也 为 2. 


——— kF (cos0) ~ E?F (cos 8) 
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79 3R56 39k V(r)=%ó(r—m) EAT, Schrödinger 方程 的 散射 态 解 和 束缚 态 存 
在 条 件 


题 7.9 Schrödinger 方程 中 的 势 为 球 壳 势 V(7)=a6(r 一 ) , (1)E>0 时 s 态 (=0) 波 函 
数 如 何 ? 需 写 出 确定 相 移 5 的 方程 . 对 于 放 =V2mE ,证明 当 k 0 时 , 6 — Ak ,这 里 4 是 
一 个 常数 (叫做 碰撞 长 度 ). 将 4 写成 a 和 和 mm 的 函数 .，(2) 1= 0 时 有 多 少 个 束缚 态 , 它们 的 存 
在 怎样 依赖 于 a. (一 个 图 示 即 可 ). G) 当 存 在 一 个 E=0 的 束缚 态 时 的 散射 长 度 是 多 大 ? 描 
述 当 c 从 正 变 负 并 增加 到 束缚 时 4 的 行为 ，4 的 范围 对 不 同 的 a 也 不 同 吗 ? 4E A XF a 的 草 
图 . 

解 (1) Schrödinger 方程 ( = 0) 


R 1 0/20 | 
_“ ._.. 2 二 Vv =E 
ed A 
Eys uir FEH 
2 
-Ë tast -n= En 
2m 
或 
H- B6(r—- n) = k'u 
式 中 
2ma 2mE 
A EE 
得 
_ Ja'sin kr, r<" 
E asin(kr + ó), r> N 
由 边界 条 件 有 
a'sin kt, = asin(kn + ó) 
a fsin kn = acos(kr, + ó) — a cos kr, 
则 
tanki + 人 =- tn 向 
l+ tank 


在 极限 情况 > ki, ó > 0 时 
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A= A 称 磁 擅长 度 . 
2marm 
(2) RAS Schrödinger 方程 


Ë , 
m” +aô(r-ņ)u=Eu 


化 成 
1 -pelr— n) = k2p 
式 中 
2ma 2 2mE 
B= => k = = 
解 为 
a'sin kr, 六 < 力 
eere， r>n 
有 边界 条 件 
a'sinh kr, = ae™? 
Bae Et = —ake ™ — a'kcosh kr 
化 简 得 
e?r = 1 + 2k 


Ph 
AFERE 79() 所 示 易 见 仅 当 0> 一 > TARAS, RA A <1, 
0 


题 图 7.9(a) 


O) Ha 改变 趋 近 于 有 一 个 E~0 的 束缚 态 时 ， 从 (2) 的 结果 可 知 Bn 全 -1， 代 人 


tan(kn — ô) = — 的 


1+ Ë tan kn 
kn 
中 ， 易 知 6 二 二 x/2, À — co. 


对 A 的 行为 可 作 如 下 的 草图 ( 题 图 7.9(b)). 
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题 图 7.9(b) 


710 氨 核 的 两 个 最 低 不 稳定 能 级 对 氮气 的 忆 粒 子 散射 的 影响 


题 7.10 É Be 相对 于 离 解 成 两 个 wx 粒子 来 说 是 不 稳定 的 . 但 核反应 实验 定 出 该 核 的 
两 个 最 低 不 稳定 能 级 如 下 : | 

J= 0， 偶 宇 称 ， 高 于 离 解 能 级 约 95keV. 

了 =2， 偶 宇 称 ， 高 于 离 解 能 级 约 3MeV. 
考虑 由 于 这 些 能 级 存在 将 对 氮气 与 w 粒子 之 间 散 射 产 生 怎样 影响 , 特别 ; (1) 写 出 > 一 oo 时 
弹性 散射 波 函 数 的 分 波 表达 式 ，(2) 定性 描述 作为 能 量 函 数 的 相应 相 移 在 每 个 能 级 附近 如 
何 变 化 . (3) 描述 该 变化 对 w 粒子 的 角 分 布 有 何 影响 . 

解 D 首先 由 于 cx 粒子 是 自 旋 为 零 的 粒子 ， 两 个 a 粒子 (全 同 粒子 ) 组 成 的 体系 由 于 
Bose-Einstein 统计 的 限制 ， 相 互 运动 角 动 量 量子 数 ! 只 能 为 偶数 ， 即 分 波 展开 式 中 只 有 l 
为 偶 的 部 分 . 现在 附加 相 移 有 两 部 分 ，Coulomb 相互 作用 引起 的 68 与 核 力 引起 的 5w , 所 
以 当 r 一 时 ， 波 函数 

y= > LADEE +ó k)" 
1=0.2,4… 


in 2, af +ó -rin2kr ños 


式 中 ,上 为 质心 系 中 测 得 的 波 数 ，y = (2e)? /hv.. 

(2) 在 能 量 逐 渐 增 大 到 一 定 值 过 程 中 , 由 于 受 核 引 力作 用 ，6w 由 零 之 渐 增 大 . 特别 地 ， 
当 能 量 接近 或 离开 具有 确定 工 的 复合 核 不 稳定 能 级 时 ， 每 个 6 在 央 弧 度 附 近 较 快 地 变化 . 
对 "Be 和 情况, 1=0 时 , 在 95kev 附近 ，!= 2 时 在 3MeV 附近 出 现 以 上 情况 ， 

一 般 说 来 , 在 能 量 低 于 Coulomb $, 即 当 在 核 力 作用 范围 内 但 Coulomb 斥 力 与 离 
心力 共同 作用 使 得 相应 的 分 波 振 幅 减 小 处 , 核 力 的 作用 是 可 以 忽略 的 . 在 这 种 情况 下 ，5 
保持 在 0 (或 nr ) 附 近 ， 除 非 在 共振 点 附近 ó 增 大 到 x， 近似 取 He EA R 392 1.5<x10 cem, 
则 当 两 a 粒子 接触 时 的 Coulomb 4ER AA (2e /2R ~ 2MeV . 这 样 95keV, 1=0 的 共振 峰 
宽度 由 于 Coulomb 势 合 而 被 大 大 减 小 , REMAN 升 得 很 快 ， 而 1=2 的 共振 峰 仍 然 保持 较 
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宽 . 
(3) 为 了 展示 核 力 对 角 分 布 的 影响 ， 我 们 改写 分 波 展开 如 下 


y= > + ‘exp(i6F orfon wr- 和 -yinzir + of J 
1=0,2,4, 


N -一 
十 (mgr -n Despi (v 一 = -7In2kr + ór 外 (cos) 
i 


式 中 ， 大 括号 中 前 一 项 是 未 受 核 力 影响 的 Coulomb 散射 波 函 数 ， 并 可 对 ! 相 加 后 得 
expi fkr coso -y in[kr(i-cos6)]+5£ } -y(kry! 


， expi| krcos@ — y In(kr) + oc | E 


exp[—iyIn(1 —cos@)] n exp[-iy In(1 +cos@)] 
1—cos0 1+cos@ 


最 后 括号 中 两 项 起 源 于 两 个 He* 的 全 同性 ， 这 在 一 般 Rutherford 散射 中 不 出 现 . 
上 面 y 展开 式 大 括号 中 第 二 项 贡献 源 于 核 力 造成 的 向 外 传播 波 . 它 的 振幅 在 各 方向 上 


与 Coulomb 散射 振幅 相干 涉 ， 当 5 保持 在 x 整数 倍 附近 ， 例 如 ， 能 量 低 于 Coulomb 4 
时 ,两 者 的 相干 效应 很 小 . 注意 后 一 项 振幅 在 如 E nn 大 一 些 和 比 nr 小 一 些 时 符号 相反 . 
尽管 共振 发 生 在 低能 处 相应 的 干涉 效应 探测 起 来 也 会 很 显著 . 


711 绊 性 截面 的 上 下 限 


题 7.11 考虑 有 非 弹性 散射 的 量子 力学 散射 问题 . 假设 我 们 有 形 如 下 式 的 弹性 散射 道 
散射 振幅 的 分 波 展开 
f(k,0) = ZaD n Tlp (cos0) 
AF, AOAO OKB, 且 0< <1. Bem ñ 标志 . 8 是 散射 角 . 对 于 一 给 定 的 分 波 ， 
RAM oLun 表示 的 弹性 答 面 cH E FR 


of =n Q+ D| — mea P 
ca: =n -jpe2a| °) 


2 
f- qe”? | D 


Ti “ipea Tiat 


HF. 9 为 实 量 ， 且 0<7 s1, 所 以 
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ey dai < +n) 
1— ” t-f eña f l- ” 


G- tat, D z + z). gD 
< o; < 一 一 一 一 
1— 72 iwa 弹性 - m C 非 弹性 


所 以 co 各。 的 上 、 下 限 分 别 为 


下 
In? 0 非 漳 性 1-7? 


712 波 数 为 大 的 慢 中 子 被 半径 尺 的 中 性 原子 散射 时 相 移 5 与 天 的 关系 


题 7.12 一 个 波 数 为 的 慢 电 子 被 一 个 有 效 ( 最 大 ) 半 径 为 RR 的 中 性 原子 散射 KR <<1. 
(1) 假定 电子 -原子 势 是 已 知 的 ,请 解释 相关 的 相 移 5 如何 与 Schrödinger 方程 的 解 联系 起 来 . 
(2) 给 出 以 6 和 上 表示 的 微分 散射 截面 公式 . (如 果 你 记 不 起 这 个 公式 ， 请 用 量 纲 分 析 法 猜 
H). G) 用 一 个 Schrödinger 方程 解 的 图 象 说 明 一 个 非 零 纯 吸 引 势 可 以 在 一 个 特定 的 上 上 
没有 散射 . (4) 请 再 用 一 个 图 像 解释 一 个 在 短程 为 吸引 、 长 程 为 排斥 的 势 如 何 能 在 一 个 特定 
的 大 外 给 出 共振 散射 . (5) 在 共振 峰 中 央 总 散射 截面 的 极 大 值 为 多 少 ? 

解 (D 由 于 KR 之 1， 故 只 需要 考虑 s 波 . AERA Schrödinger 方程 的 解 有 渐 近 形 
式 

y> sinr +ó) 

这 就 把 5 与 方程 解 联系 起 来 了 . 

(2) 所 要 求 的 微分 散射 截面 公式 为 

_ sin2 ó 
2 


G) =ar}, o(0)=0,c,=0. ( 相 移 5 一 般 说 来 ， 是 波 数 k 的 函数 ) 图 形 如 题 图 
7.12(a)BT2R (WH 80). 

(4) 如 题 图 7.12(b) 给 出 的 势 ， 当 人 射 粒子 的 能 量 接近 势 阱 的 (束缚 态 ) 本 征 值 时 , 阱 内 与 
时 外 的 波 函 数 强烈 耦合 ， 在 阱 内 的 波 函 数 具 有 较 大 的 幅度 值 ， 即 发 生 了 共振 散射 


Kir) 
sin Ssin(kr+m) 
E 
r r 


题 图 7.12(a) 题 图 7.12(b) 
(5) 在 共振 峰 中 心 的 总 散射 截面 的 极 大 值 为 4xR? ， 这 里 尺 为 力 程 . 
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713 用 引 球 方 势 阱 下 ， 正 能 量 粒 子 的 L= 0 分 波 的 相 移 铝 与 能 量 的 关系 
题 7.13 对 吸引 的 球 方 势 阱 V =-V, r<a; V =0, +r >a , 求 出 正 能 晤 下 1=0 的 相 移 加 
的 能 量 依赖 关系 . 由 此 证 明 ， 高 能 时 50b) TE, 并 从 Born 近似 得 出 这 个 结果 . 
解 设 Y=rR， 则 对 1=0 分 波 有 
Z"+k'2y=0, eshit), r<a 


"+k = 0， — r>a 
故 有 
_ sin k", r<a 
Z l Asinkr+®), r>a 
由 连接 条 件 
mal) ， 
得 决定 ó, 的 方程 


k'cot k'a = kcot(ka + ó) 
令 k 一 ,得 
maVo 
Rk 


"buke 
ó, — (k ja 一 大 
另 一 方面 ， 从 Bom 近似 和 分 波 法 相 比 较 得 
Cor0 Cg 人 sin? kr r 
h2 Jo 


ix -各 [yay ñanta = = 


zm 1 " 
ng? fisin n rar = ahí a -Janaiaj 


mva 


Hk ->okt, ó > 


714 用 引 球 方 势 阱 下 ， 低 能 粒子 的 散射 截面 ， 并 与 Born 近似 比较 


题 7.14 对 势 为 =-W, r <a; V =0, r >a 的 低能 粒子 ,计算 其 散射 截面 . 并 将 结果 
与 Born 近似 结果 相 比 较 . 
解 设 Y=rR, RR 为 径 向 波 函 数 ， 则 有 


aoe — =0, r>a, k? = 2mE 


R? 
zioe- l o= 0, r<a 


2m(E +V.) 


2 
天 “= PE 


第 7 章 散射 问题 .481: 
由 低能 条 件 ， 计 算 s 分 波 ，!= 0， 


Xr) + kt) =0, r>a 
XI +k y, (r) =0, r<a 
波 函 数 的 解 形式 为 
Asin(k'r), r<a 
al ata, r>a 
连续 性 条 件 为 (In yy Ær =a 处 连续 
所 以 


k'acot k'a = aoa +ó) 


anka +) =É —tank'a 


ó = =e [Ear] ka 


X k0, kl = e 


k ko 
tanka +ð) > tan koa 
为 常数 ， 所 以 
ka +ô > 0 
tan(ka + ôg) ~ ka + ó, 
所 以 
da mta See 1 ] 
koa 
2 
ostsins ~ 0? = 4na? tankoa 1 
k k kga 
X koa 之 1 时 
2 2y2 
n 2 16ra6 mV 
G x 4ra "|3 (koa) ] “a 
在 Born 近似 下 
2mV, 


ro- V(r = r2dr = = fy rsingrdr 
q 


mV). 
z (sin ga — qacosqa) 


式 中 ， q=2ksin Š 


o(0)=|f(0) = 


(sin qa — qacos qa)2 


当 k 二 0, q—>0 
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1 1 
sinqa = qa -可 Ca) ， cosqa wl -e 


所 以 
272 6 
o0) Wwa 
qħ 
最 后 得 
16mm2V2as 
o= [aqo = e 


可 见 ， 当 & 一 0， 且 如 2 <1 时 ， 两 种 方法 结果 一 致 , 其 物理 意义 如 下 : 分 波 法 时 只 计 
算 s 分 波 , 条件 为 1 < ka ~0, 即 ka 之 1, 而 Born AGERREA k> ky. 34 ka xka] 
时 ， 两 者 的 成 立 条 件 同时 满足 ， 结 果 也 就 一 致 


7.15 导出 一 级 Born 近似 下 ， 散 射 波 函数 满足 的 微分 方程 


题 7.15 在 势 V(r) 的 散射 下 ， 波 函数 可 写成 一 个 人 射 平面 波 加 上 出 射 散射 波 
多 =e +ø) 
导出 第 一 级 Born 近似 下 (r) 的 微分 方程 
解法 一 “粒子 人 射 能 为 已 ， 令 


2m [2mE 
U =V k= > 


Mij Schrödinger 方程 为 
(V? +k2)w =Uy 
相应 的 Green 函数 方程 为 
(V2+K2)GO —ry=-—4xnó(r -r') 
因此 
-r'| 
RRRA 


VO =y) -È ferar -rv YG) 
人 射流 为 平面 波 ci ， 在 一 级 Bom 近似 下 作 以 下 近似 代 换 
UYE UGE 
因此 


Lf elitr 7) egy 


Ww(7) = el “ir t 
"| -r 
与 人 射 波 比较 ， 得 散射 波 内 六 为 


(r) = - 工 [2 全 -r ) Urn a?r 


4n F -r'] 
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两 边 作用 算 子 (V? +k’), h Green 函数 方程 得 
2,32 __ 1 t. 22 ;2 exp(ik|r —r'|) ik 93 
(V? +K) =- Vt) po OFE 
= fó -rur dr 
G(r) 满足 的 微分 方程 在 一 阶 Born 近似 下 为 
(V? + kO) =U (pel 
解法 二 Schödinger 方程 为 
(V2 +k y = Uw 


式 中 ， PTE, U =V. 将 y =e + 风门 代入 上 述 方程 ， 得 


v +K Je + (V? +K U| e + 站] 


或 
(v? +P) =S v| +ø] 


作 一 级 Born iA, MISERERE + $(r) = n ， 得 所 求 方程 
(V? +k Ar) = r 


7.16 当 Hamilton 量 绕 任意 轴 旋 转 不 变 时 ， 不 能 说 散射 振幅 F(6, 内 与 9 无 关 


题 7.16 ”一 个 给 定 势 的 散射 的 量 于 理论 给 出 下 列 波 函 数 的 渐 近 表达 式 
y(r)——e + fO, $ 


(1) 如 果 总 Hamilton 量 旋转 不 变 ， 给 出 散射 振幅 f 8 应 不 依 闲 于 的 讨论 , (2) 为 什么 这 
个 讨论 不 能 推广 为 (考虑 沿 任意 轴 旋 转 ) 也 不 依赖 于 9? (3) 当 入 射流 能 量 趋 于 0 时， 再 次 
HRO). (4) 如 何 用 /表示 出 散射 截面 的 公式 ? (5) 了 的 一 级 Bon 近似 公式 是 什么 ? (务必 
定义 你 所 引信 的 量 ). (6) Born 近似 适用 的 条 件 是 什么 ? 

E (1) 首先 我 们 知道 人 射 波 ee = eros 是 角 动 量 第 三 分 量 的 本 征 态 . 本 征 值 
m= 0 当 总 的 Hamilton 量 旋转 不 变 时 ， 角 动量 守恒 ， 所 以 出 射 波 仍 应 为 过 的 本 征 值 为 天 =0 
的 本 征 态 ， 即 应 有 

Lf(0, =mf(0,)=0 
从 而 Bf (0, ó) /86 =0. 

(2) 由 于 所 给 出 的 波 函 数 的 渐 近 形式 并 非 忆 的 本 征 函数 ， 所 以 我 们 不 可 能 将 上 述 讨论 
推广 为 /不 依赖 于 8. 

(3) 但 是 ， 当 能 量 E ->0 ， 即 k 忆 0 时 ， 人 射 波 e 近 几乎 只 包含 1=0 的 分 波 ， 其 他 分 波 
的 振幅 很 小 ， 可 以 略 去 . XIT, H 在 旋转 下 的 不 变性 导致 六 守恒 ， 所 以 出 射 滤 也 应 为 这 的 
本 征 值 1=0 的 本 征 态 (近似 )， 于 是 应 有 
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Z fs YO) rol. 0 


sing `d dð 
注意 到 y (0) SRRA ERARE, Hre 
yo o -0 

(4) 散射 截面 的 公式 为 

A -|F ,外 

d2 ; 
(5) 了 的 一 级 Born 近似 公式 为 

m 了 f . , 
办 = =Í vr )exp(—ig: r") 


= -证 J arrytrysin q, 中心 场 中 
AP, v(r') 为 散射 势 ， 而 q = 一 t 为 动量 转移 量 ， 上 ,分 别 为 散射 前 后 粒子 的 动量 . 
(6) Born 近似 的 适用 范围 为 相对 于 粒子 的 人 射 能 量 来 说 ， 相 互 作用 势 较 小 . 
7.17 粒子 在 一 维 势 V(x) 上 的 散射 
题 7.17 ”考虑 一 个 质量 为 m 的 粒子 在 一 维 势 V(x) 上 的 散射 . (1) 证 明 


1 fm e| x 
Gp(x)=—]| dk 2 是 正 无 穷 小 


_ 2,2 ， 
2r gË k +ig 
m 


是 能 量 为 E 的 与 时 间 无 关 的 Schródinger 方程 在 出 射 波 边界 条 件 下 的 自由 粒子 Green 函数 . 
D 写 出 一 个 沿 正 x 方 向 的 人 射 波 能 量 本 征 函 数 所 满足 的 积分 方程 . 用 此 方程 ， 求 在 一 级 
Born 近似 下 势 为 

Va, |x| < 2 

va- 2 

0, |x > 5 

的 反射 概率 . 你 预计 在 E 取 什么 范围 的 值 时 ， 所 采用 近似 的 准确 度 较 高 ? 
E (1) 满足 与 时 间 无 关 的 Schr6dinger 方程 


Ë . s + 中 =Vy 
的 自由 粒子 Green 函数 Gg(x) ， 满 足 
| 2. £ + je (x) = óG) 
我 们 将 Gr (x) #l 6 (x) 都 写成 Fourier 积分 的 形式 
Gr) == [` aaye 
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1 ew ， 
S= f de 
代入 GE(x) 满足 的 方程 ， 有 
(i) W= 


JAD= 一 
E- A k 


2m 
由 于 f(k) 的 奇 点 在 积分 路 径 上 ，, 而 Fourier 积分 可 以 理解 成 复 上 平面 上 的 积分 , 我 们 不 
WE f(k) 的 表达 式 分 母 中 加 上 一 项 ie, £ 为 实数 . 在 完成 了 Ge(x) 的 积分 计算 后 再 令 
2 一 0， 而 2 的 正 负 号 则 由 边界 条 件 决 定 . 考虑 积分 


1 fo e 
Gea) = fa E £>0 
E --—- 十 这 
2m 
1/2 
在 +>0 时 ， 积 分 可 以 沿 上 半 平 面 半径 无 限 大 的 围 道 计算 ,如 = 一 (E+ic) y kF 


面 唯一 的 奇 点 . 由 留 数 定理 
Ge -ie x>0 
&€— 0Rf, k — k. 
同样 ，x<0 时 ， 积 分 可 以 沿 下 半 平 面 的 围 道 计算 
Ge 7 er, x<0 


于 是 Gg(x) 在 x>0 和 x<0 时 都 代表 出 射 波 ( 如 果 取 ae<0， 则 得 到 具有 入射 波 边 界 条 件 的 
解 ) 所 以 Gg(x) 是 定 态 Schrödinger 方程 在 出 射 波 边 条 件 下 的 自由 粒子 Green 函数 . 
(2) ES Schrödinger 方程 的 解 满足 积分 方程 
pel) =y (x) + Gr G) Ve] 


= (+ G;G- ƏV(Owk (O) 
RP, y) 是 齐 次 Schrödinger 方程 


2 42 
Er =0 
的 解 . 


在 一 级 Bom 近似 下 ， 我 们 用 入射 波 函 数 代 换 积分 方程 右边 的 w(a 项 
pe = + | Gra- EWE ea 


i x on M 庆 Cr i © I IM ika- i 
=e 4 | Oe Hyeras+] CD re OVE) degen 
RER x> -oo 时 的 解 的 形式 ， 显然 积 分 
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| Care e Ve =0 
[ Oe Ve 
ET 


= ~ sin kae ike 


所 以 反射 概率 为 


2⁄2 
mVe . 
=—Š_sin2 ka 
44 


>= 


在 能 量 较 高 时 
| E Gel -EW Ee" ag] <le] 


因而 用 e“ 代替 积分 方程 有 边 的 w(z) 项 ， 近 似 的 准确 度 较 高 . 


7.18 VC)=g63(r) 散射 截面 


题 7.18 在 Born 近似 下 计算 一 质量 为 m 的 粒子 被 势 
V(r)= gó°(r) 


散射 的 微分 截面 及 总 截面 . 
解 


f(@) C w Jost 站 50r)dr = 页: E 


oc(0) =| FOF = = a 
如 各 向 同性 ， 故 总 截面 为 


2 2 


nht 


719 球 对 称 势 BE (r 一 a) 对 高 、 低 能 粒子 的 微分 散射 截面 


题 7.19 设 有 一 个 质量 为 m， 能量 为 E 的 粒子 在 球 对 称 势 853(r -a) 上 散射 ， 其 中 8 
和 a 都 是 常数 . (1) 在 散射 能 重 很 高 的 情况 下 ， 用 Bor 近似 计算 微分 散射 截面, (2) EER 
能 散射 的 情形 ，& > a ， 微 分 散射 截面 为 何 ? 
解 D 
— NA = HN ps — a)dr 
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_ 2msin qa pa 
hq 


所 以 


2 
dc _ 2msinqa Ba 
dQ hg 


(2) 在 能 量 很 低 的 情形 ， 只 需 考虑 1= 0 WNW EMER R(x) = x(r)/r，x(7) 则 满足 
t+ 各 [BE-B50-a]z=0 


其 解 形式 为 
y = Asinkr, r<a -| 
y=Asin(kr+ó) r>a V 
利用 边界 条 件 
y(a+0)= x(a—0) 
z(a+0)- z'(a-0)- S Bz(a) =0 
可 得 


kcot(ka + ó) — kcotka -278 


显然 上 一 0 时 ，60 随 人 趋 于 0 


k 
> Im 1 
~z B+— 
ñ a 
所 以 
~2 
do -Tsina aiz 1 
a z sin ooe |> Fm 1 
= B+- 
h a 
即 散 射 是 各 向 同性 的 . 


720 ”核子 被 一 重 核 ( 获 射 势 为 吸引 球 方 势 阱 ) 的 弹性 散射 


题 7.20 一 个 核子 被 一 个 重 核弹 性 散射 该 重 核 的 效果 可 表示 为 一 个 固定 势 
_ Vo; r<R 
VO sa 
式 中 ，W 是 一 个 正常 数 . 计算 微分 截面 到 W 的 最 低级 . 
解 在 Borm 近似 下 ， 有 
4 


2 4 2 
O=O =G 


f o dr'r'y(r")sin qr' 
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2172 
= 4⁄ W (sin gR — gR cosgRY 
q 


RH, q=2k sin Ç, 上 是 入 射 核子 的 波 数 ， 


721 用 Born 近似 计算 粒子 在 球 对 称 分 布 忠 荷 的 静电 势 场 中 的 散射 问题 


题 7.21 一 个 质量 为 m， 电 荷 为 <， 动 量 为 的 粒子 在 一 个 由 球 对 称 电荷 分 布 产生 的 
静电 势 场 中 被 散射 ，p(rd'x 是 体积 元 dx 中 的 电荷 . 设 p 随 + 下 % 很 快 趋 于 零 ， 并 有 
jxp=0 和 /dxr?p(r)= A，4 为 已 知 数 . 在 第 一 级 Bom 近似 下 ， 计 算 向 前 散射 的 微分 散 


namai ， 其 中 0 是 散射 角 ) 
8=0 


# 考虑 Born 近似 ， 有 
do m'e 3 
P; -HE fuela: r a| 
=k-k' o=2ksinf Ü 2P i 9 
式 中 ，g =k k', q =2ksin— ; sinz- 
U(r) 是 静电 Coulomb 势 ， 满 足 Poisson 方程 


AU = -4rp(r) 

作 Fourier 变换 

F(q) = {plr)exp(iq -r)d9x 
则 

fuexpligr) ex= TO 

于 是 有 

2 2 

do _ m'e 名 IF(4 P= 2 reap 


d02 4 
在 向 前 散射 时 ，9 很 小 ，g 很 小 ， +Ë 
F(a) = | ooDexpGg.r)dsx -fanii + (ier? +J 


= Jp- pg ry dr 


__ 工 > 23 _ Ag? 
=- |o =- 
do _ A2m?e2 
dy2|o-0 9n4 
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722 用 Born 近似 计算 粒子 在 V = Ae” !2 中 的 散射 截面 


题 7.22 一 个 质量 为 m 的 粒子 ， 在 排斥 势 
= Ae 
中 运动 ， 用 Born 近似 求 出 微分 散射 截面 ， 确 定 到 差 一 个 相 乘 的 常数 . 
解 


fo- AN drrV(r)sin(gr) 
AY, q Kaka hk SESA; 
f(0)=—— Ehk drre™™ /® sin(qr) =——— Pal dre! sin(gr) 
n Kua /a P) singar) =- = =r? a? cos(qr) 


3 oo 2 
Ea -3 Le 


mAa’ Jret 
2h? 


o(0)=|f@) = 


Aa _22a2 
me 2 


723 用 Born 近似 计算 粒子 在 球 方 势 阱 中 的 散射 截面 


8723 一 个 非 相 对 论 粒 子 被 如 下 球 方 势 阱 散射 . 
Vr) = 位 r<R (Vo > 0) 
0. r> R 


(1) Eyes h8bB Ek. H Born 近似 计算 散射 截面 (不 必 归 一 化 )， 并 画 出 角 分 布 的 
形状 , 指出 角度 单位 . (2) 如 何 用 这 个 结果 来 测量 R? (3) 假定 Born 近似 是 有 效 的 ， 为 使 散 
射 对 于 RR 敏感， 能 量 必须 大 致 要 多 高 ? 设 粒子 是 质子 

R=5x10 cm 

解 (D 

OT rvsingrar 
q 0 


= 2 rsin grdr = ein qR ~ qRcosqR) 


故 得 
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. 2 
do sin x — xcosx 
—hÜ oc — [P —HU 
daN ( x J 


式 中 ， x=gR=2Rsin Š. 角 分 布 如 题 图 7.23 所 示 . 


do 


Er 
x=2kRsin— 
0 x 1.4F 
题 图 7.23 
Q) 由 角 分 布 公式 知 ，95 的 第 一 个 零点 是 超越 方程 
x=tanx 
的 第 一 个 解 ， 这 个 解约 为 14r 代 人 x+ 的 公式 
palin 
2k sin 83 
2 


式 中 ， 和 4 是 由 实验 测 得 的 52 = 0 的 最 小 9 角 . 
(3) 为 了 能 够 由 5 零点 测量 得 出 R， 必 须要 求 x 的 最 大 信 (2KR) 大 于 Lán, UERS 


存在 . 于 是 得 


2 2 2 2 
E> = e] = (hoy d4m 04 7 =4.0MeV 
2mp \ 2R) 2(m,c2)(2R) 


do(@) 
7.24 已 知 散射 截面 曲线 -7 回答 散射 势 的 力 程 与 行为 


88724 菜 些 中 心 势 的 弹性 散射 可 合理 地 用 一 级 Bom 近似 来 计算 . 实验 结果 给 出 下 列 
以 q=|k'- 夺 (动量 转移 量 ) 为 变量 的 散射 截面 曲线 . 如 题 图 7.24 中 给 出 的 参数 回答 : (1) 势 


< 能 V 的 近似 力 程 ( 即 空间 扩展 ) 为 多 大 (提示 : 对 小 g 展开 Born 
四、 这 qx 近似 公式 )? (2) 在 小 距离 上 势 了 的 行为 如 何 ? 
解 G)Born 近似 公式 为 
2 ， 
0 ra q f(0)= P” [Í drry(r)singr 
BA 7.24 


_ 2m pR 2. _ 2m 3 一 
fO=- 去 人 drr VD) = y 
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AH, VEAJ R 内 的 平均 值 . 另外 对 小 的 g 有 
2 1 
f(qo)= = Jervey[a,r -ter ] 
2 2 
~ PAo pS5y = _ o R2 
SO tiy f0) 10* KAC) 


于 是 可 得 力 程 的 近似 值 公式 


R= KORKI 


ave, 


A, Aao) 是 对 某 一 小 qo 测 得 的 z , AO 为 在 一 组 小 qo 处 测 得 的 一 组 微分 截面 


根 号 的 外 推 (至 4=0) 值 . 由 此 式 可 根据 实测 数据 推算 有 效 ( 等 效 ) 力 程 . 

D 注意 到 在 大 q 下 散射 截面 的 行为 ， 可 知 这 时 Born 积分 主要 来 源 于 qr < 范围 内 的 
贡献 ， 而 在 此 之 外 由 于 正弦 函数 的 振荡 性 及 有 界 性 ， 贡 献 几 平 为 零 . 于 是 只 需 对 小 范围 内 
的 了 积分 即 可 . 

设 在 小 距离 上 ,V(r)~r" Ut. 可 从 下 面 运算 中 看 出 ) 于 是 


=- 全 =Í ar E "a 


= 一 < >F d(grXaryy (q 一 全 ar gem 


ME my dave oa 


与 散射 截面 行为 相 比较 ， 可 知 应 有 
X =3+n 


因此 ， 小 距离 范围 上 V 的 行为 是 


y ~ r(N12-3) 
725 用 Born 近似 计算 散射 势 V -18 gor 的 散射 截面 


题 7.25 一 电荷 为 4 的 粒子 被 一 个 核 荷 为 马 的 原子 散射 该 粒子 势能 了 的 一 个 简便 模型 


为 
v -12 yar 
r 


式 中 ，c 一 表示 原子 中 电子 的 屏蔽 长 度 , (1) 用 Born 近似 
17-- 志 | —iAk-r Vd 


计算 散射 截面 a. (2) 怎样 依赖 于 核 荷 Z? 
解 (1) 作为 弹性 散射 ，||=|ko| 


. 492 . 量子 力学 


Ji= 估 -各 |=2ksing 


所 以 


1 ve 3 
=—— ë — V r d r 
f=-=] (D) 


_ m œ 2x —iAkrcos @' 2 ;Dr 
--==|, f dp 人 。 V(r)r sin8'd0 


= x2n N r l 9? ear 2isin(Akr)dr 


Inh? -iAk r 
_ _2mq0 r> ar 
二 一 NFE j e“ sin(Akr)dr 
_ _2mqQ 1 
b a? +Ak? 
Am? 2n2 
c =|/@) = 12 


h'a? + 4k? sin? (@/ J 


(2) 由 Thomas-Fermi 近似 ， 当 2 较 大 时 ,在 原子 内 静电 场 pr) 变化 不 大 的 范围 内 已 有 


足够 多 的 电子 ， 这 些 电子 可 看 成 自由 的 Fermi 气体 . 


电子 束缚 在 原子 内 , 故 其 能 量 不 大 于 无 穷 远 处 能 量 值 E(w%) = 0， 于 是 了 处 可 能 的 最 大 动 


E pmax 满足 
L px (r) eó(r) =0 
2m 
而 ~ 处 的 Fermi 动量 
pr ()= pra (r) = [2meó()] ° 
又 对 于 自由 电子 Fermi 气体 有 
py = h(n2ny 3 
式 中 , n 为 电子 密度 . 
联 立 式 (1) 和 式 (2)， 得 
n(r) = a [2megin f 


,1 3⁄2 
= e? 
PEPE 2s (me ee] 

Z = [nav = anf n(r)r?dr 


37 
-7 QmZe J “ez Mar 


2 [z 7 z 


7 Vrh2 al? 


所 以 


(DD 


2) 
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EP, a=} /me 38 Bohr 半径 . 
726 用 Bom 近似 计算 VY(rm)=Wwe FARAR H 


题 7.26 一 个 质量 为 m 的 粒子 被 势 场 V(r)=Voe”” 所 散射 .(1) 在 一 级 Bom 近似 下 计 
算 微分 散射 截面 , 画 出 小 上 和 大 大 下 的 角度 依赖 关系 , 这 里 是 被 散射 粒子 的 皱 数 . 在 什么 
k 值 时 散射 开始 显著 地 各 向 异性 ? 将 这 个 估计 与 基于 角 动 量 基础 理论 得 到 的 值 比 较 . 
(2) Born 近似 的 判 据 是 
Ay (0) 
vo |“ 
这 里 Ay 中 是 对 人 射 平面 波 的 一 级 修正 . 在 目前 这 个 势 场 情况 下 具体 算出 这 个 判 据 , 你 的 结 
论 中 的 小 上 的 极限 是 多 少 ? 大 天 极限 对 于 这 个 判 据 来 说 在 势 的 强度 上 的 限制 如 何 ? 

# (1) Born 近似 给 出 


f(@)=-—- Ar dr'r'V(r)singr' 
= 2 F dr'r'singr'e™”” 
h°q "9 
__ 4mV,a° 
Parga) 
RF, q=2ksin(0/2). 于 是 
16. 2y2 6 
aO) =|f(@) = mot — 
ht ( +4k2a2 sn?) 


当 ka~1 时 ，o(0) 显 著 地 各 向 异性 . 
由 角 动 量 理论 分 析 ， 只 考虑 s 波 散射 的 条 件 
ahk <h— ka <1 
当 ka~1 时 即 显示 出 各 向 异性 ， 可 见 两 者 相符 . 
(2) 波 函 数 精确 到 一 级 时 为 
ež"! 2m 
w(r)= ei -lA F yr er dr 
所 以 
Vo JŽ ” 2m er /otikz gy 


4x 


Aw VO _ 
TACO) 
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- [re sin@'d0dr' 
h2 
_ 2m|Vo|a’N1+4k?a? _ 2m|v,|a2 
POP D V+ 4222 
利用 给 出 的 判 据 ， 即 有 


2m|V,|a2 <1 
B + 4k202 
JAB, ka<l, 553128 
2mlV.|a 起 
Me 


即 势 足够 弱 ， 足 够 局 域 . 
大 kk 极限 下 ，ka >>1， 结 果 为 


2 
Zale «l, mje tt 
2k ma 


即 人 射 粒子 能 量 足 够 高 . 
从 上 述 推导 过 程 中 可 看 出 ， 大 上 情况 下 对 势 的 限制 弱 些 . 


727 J Born 近似 计算 V(7)= P THRARE 


82727 对 于 相互 作用 V() = PS ,用 Bom 近似 求 出 微分 散射 入 而 有 效 性 条 件 是 
什么 ? 提出 一 个 或 更 多 的 这 ~ 模型 的 物理 应 用 


解 
f(0)= -ah dr'r'V(r”)sin gr' 
2 -ar -2m 
一 一 Rh dre “” sin gr gray £ z 
PORKO ir Er g=2k siz 
Bom 散射 公式 是 将 势 场 作为 微 扰 而 得 出 的 ， 踊 有 
ly l< lwol 
这 里 W(7)=YoG)+y(r)， Wiwa G) = ei 
nos- sa. = ve Word 


分 两 种 情况 讨论 . 设 a 为 势 不 六 
G) 势 足够 弱 或 势 场 足够 局 域 . 
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ic 


< 
2r? |r rd j| 


or dr ~ 


m|V|a° lwol 
R? 


我 们 就 得 条 件 ， 
h 
Me 
即 势 足 够 弱 或 势 场 足 够 局 域 时 ，Bom 近似 成 立 . 注意 ， 本 条 件 不 包含 人 射 粒子 速度 ， 因 此 
若 势 场 满足 本 条 件 ， 则 Born 近似 对 一 切 能 量 的 人 射 粒子 均 成 立 . 
Gi) 高 能 散射 ，ka 六 1 yo = el, 


Vy tky = Tiy 
Syf, HB kK, 在 V2y 中 我 们 只 保留 ee 因子 经 过 一 次 或 两 次 微 商 后 所 
得 的 项 . 因此 可 得 


A =e mee [Va 
ly i 


Ú; k _ hv 
ma a 
即 人 射 粒子 速度 足够 高 时 ，Born 近似 总 可 以 成 立 . 

从 以 上 结果 还 可 以 看 出 ， 低 能 时 一 个 势 场 若 可 作 微 扰 来 处 理 ， 那 么 在 高 能 时 该 势 场 一 
定 仍然 可 作 微 扰 来 处 理 . 反之 则 不 成 立 . 

本 题 a= Vo, V(a)= Ba， 有 效 性 条 件 化 为 : 


G) løj < 上 


ha 


vi< 


h2k 2mE 
ji y= 一 ,上 = 
(i) z; v - = 


上 述 相互 作用 势 的 模型 1934 年 由 Yukawa 用 于 原子 核 : Yukawa 认为 核子 之 间 的 作用 热 与 
此 模型 相间 ， 较 好 地 解释 了 强 作 用 力 的 短程 性 . 


728 RERAKYVO =É 下 的 全 分 散射 截面 ， 并 推导 Rutherforda B + 
散射 公式 


题 7.28 (D 粒子 人 射 球 对 称 势 V(r) =Le”, XE AMEN WE, TE Bom 近 
似 下 微分 散射 截面 为 


. 496: 量子 力学 


do | 2m8 T 
d2 |(g +r’) 
AP, q=|k-k'|, k, k 分别 为 人 射 粒 子 与 散射 粒子 的 波 矢 ， (2) 用 以 上 结果 导出 a 粒子 散 


射 的 Rutherford 公式 ， 即 对 于 能 量 为 已 的 w 粒子 射 向 原子 序数 为 Z 的 核 时 ， 沿 2 方向 的 微 
分 散射 截面 为 


do Ze? ? 
dN |8SmweEsin2(0/2) 
# (1) 由 Bom 近似 给 出 散射 振幅 
f@)=-—= | Vi)exp(-ig.r)av 


(1) 
=- “V(nDr2dr f fe -igrcos? cin 9d0dó 


2 x: |, 
式 中 ，0 为 g 5r 的 夹 角 ( 设 了 沿 极 轴 方 向 ) 由 于 
| ?7 Í “exp(igr cos@0)sin0d@0dë@ = 4n singr (2) 
0 vO qr 
将 式 (2) 代 人 人 式 (1)， 并 将 V(n) 代 人 ,可 得 
f(0)= -a s Sin qre dr = O 
对 式 (3) 积 分 后 ， 易 得 最 后 结果 为 
2 
== 2-|_ 2m8 _ 
|Z) Pr n z] (4) 
(2) 因为 a 粒子 带 Ze 的 正 电 ,核电 荷 为 Ze, BEBRAVA, 与 (1) 中 的 V(r) 
相 比较 ， 可 知 
2Ze2 
p 47E0 ; "=0 65) 
将 式 (5) 代 入 式 (4)， 给 出 
do _[ mze ? f 
-| @ 
由 于 是 弹性 散射 ， 故 和 人 射 粒子 与 散射 粒子 的 动量 大 小 不 变 ， 即 p=Mhk=p' =ħk'. 这 时 有 
q=|k- k'|= 2k sin $ (n. 
另外 考虑 到 w 粒子 能 量 匹 为 
P-P RK? 8 
2m 2m (8) 


由 式 (7)， 式 (8) 可 得 
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h2q2 =8mE siç, (9) 


将 式 (9) 代 入 式 (6) 即 可 得 所 求 的 结果 
讨论 ”本题 获得 Rutherford 公式 ， 所 用 的 方法 是 不 严格 的 . 因为 上 题 中 式 (D 只 适用 于 


散射 势 函数 WD 当 ->o 时 ， 趋 于 零 的 速度 比 - 还 快 即 短程 散射 势 的 情况 . 这 对 于 核 作用 


力 及 受 电子 屏 藏 的 原子 核 的 静电 Coulomb 力 是 适用 的 ， 但 对 纯 Coulomb 力 则 不 适用 . 
Coulomb 力 的 力 程 足够 长 ， 以 至 于 当 ” 一 oo 时 人 射 粒子 仍 处 于 势 场 中 , 不 能 视 为 自由 粒子 ， 
波 函 数 不 能 用 e* 表示 . 长 程 势 的 散射 问题 严格 解法 更 为 复杂 , 这 里 不 准备 涉及 此 问题 , 但 
庆幸 的 是 对 Rutherford 公式 的 推导 结果 与 本 题 是 相同 的 . 

Rutherford 在 1913 年 用 经 典 力学 方法 获得 了 与 量子 力学 推导 结果 同样 的 公式 ， 一 般 来 
说 公式 中 不 包含 普 朗 克 常 量 声 的 量子 力学 结果 往往 也 能 用 经 典 力 学 方法 获得 , 


729 求解 金 簿 对 ww 粒子 的 散射 ， 由 此 求 金 的 原子 序数 


题 7.29 (1) 假定 一 东 罕 的 a 粒子 昌 正 人 射 到 一 块 很 薄 的 金 稍 上 , 沿 与 人 射 方向 成 2 角 
的 散射 粒子 在 被 一 探测 器 s 接收 , 探测 器 相对 原点 C( o 粒子 人 射 金 稍 的 位 置 中 心 ) 所 张 角 为 
d2. 试 证 明 ， 被 s 探 射 到 的 散射 粒子 数 占 人 射 粒子 的 比例 是 
f= nddn 


这 里 4 是 单 核 的 微分 散射 截面 , “是 金 销 中 单位 体积 的 核 数目 , 4 是 销 厚 . F d 足够 小 ， 


以 至 于 可 以 认为 在 销 内 任何 深度 的 人 射 粒子 流 密度 与 人 射 前 相同 , (2) o 粒子 散射 的 系统 
测量 最 早 由 Geiger 和 Marsdon 在 1913 年 完成 . 他 们 所 用 的 源 是 Po, RHH a 粒子 能 量 
E =7.68MeV ,探测 器 面积 1mm?, 离 散射 中 心 C 点 距离 10mm, 箱 厚 d=2.1x10”m , 0 =45° , 
他 们 发 更 了 = 3.7x10”. ( 金 的 原子 质量 多 ,为 197， 金 销 密度 为 19300kg : m ) 试 从 这 些 测量 
结果 中 求 金 的 原子 序数 . 

解 (1) 由 微分 散射 截面 的 定义 可 知 , 每 秒 沿 6 方 向 被 单 核 散射 到 立体 角 d0 内 的 散射 


粒子 数 为 aQ , 这 里 J, 为 人 射 粒子 流 密度 . 如 果 粒 子 打 在 金 稍 上 世面 积 为 4 厚度 为 


d 的 小 区 域 上 ， 则 在 人 射 粒子 束 拥有 nad 个 原子 核 ， 它 们 都 独立 地 引起 人 射 粒子 散射 ， 这 
样 每 秒 钟 向 d4g2 角 内 散射 的 总 粒子 数 为 


n, = SE JdonAd (D 
Ti 85bpbh312]e-fë Eñ A SP2T8k n 39 J.A ， 故 两 者 比例 为 
-五 -dc 
f= = aQ ndd 02 2) 


式 (2) 的 结果 用 到 对 所 有 核 而 言 J, 3, ARA d 很 小 时 近似 成 立 ， 否 则 J RAER. 
(2) 将 巨 =7.68MeV=7.68x1.602xl0-83J 和 6=4$。 代 人 题 728(2) 的 结果 中 ， 可 得 


. 498 - | 量子 力学 


da _4 10x1031xZ2(m?) (3) 

do . 

单位 体积 的 金 原子 数 为 =102NAp/W4 ， 其 中 N. 为 常数 , 将 P=19300kg.m 3 fRA, TA 
n=590x1028m"5 (4) 

探测 器 所 张 的 立体 角 d42 = s/r? ,其 中 s 是 探测 器 的 面积 ,7 为 它 到 C 点 的 距离 ， 由 题目 条 


件 易 算出 
d2 =10° 弧度 (5) 
将 式 (3)、 式 (4) 和 式 (5) 代 入 式 (2), 结果 可 算出 Z =85 ,这 与 精确 的 金 的 原子 序数 79 很 接近 . 


730 求解 中 子 束 在 20% 干燥 空气 中 行进 Im 后 的 衰减 
题 7.30 ” 氮 和 氧 原子 对 能 量 为 2SMeV 的 中 子 的 总 散射 截面 和 吸收 截面 分 别 为 


(en Oa 
氮 原 子 : 11.5 1.8 (单位 103m?) 
所 原子 ; 4.2 0.0 


估计 这 样 能 量 的 中 子 束 在 温度 为 20 的 干燥 空气 中 行进 Im 后 的 衰减 (20S 时 空气 密度 为 
1.20kg . m”). 

解 散射 截面 at 与 吸收 截面 cs 分 别 表示 每 秒 散射 的 总 粒子 数 

与 吸收 的 粒子 数 与 人 射 粒子 的 流 密度 之 比 . 因此 , 每 秒 钟 从 人 射 


J nuy “ 镑 子 流 失去 的 粒子 数 与 人 射 粒 子 流 密度 之 比 可 视 为 总 截面 
z Oy =G, t. . 

单位 面积 设 中 子 束 沿 z 轴 方 向 运动 , 流 经 一 单位 横 截 面积 厚度 为 4 的 圆 

题 图 7.30 柱 型 空气 柱 ( 见 题 图 7.30)， 人 入射 时 流 密度 为 J， 流 出 柱 体 时 流 密度 


为 J+ dj. 如 果 此 空气 柱 中 包含 的 氮 原 子 和 氧 原子 数 密度 分 别 是 

n 和 no ， 又 考虑 到 空气 柱 的 体积 为 此 :1 ,容易 计算 出 经 过 空气 柱 后 ， 流 密度 的 变化 Qj 为 

-dj = {ong nN + Gosno)Jdz = aJdz {1) 

RF, Ongo Cos 分 别 表示 氨 原 子 和 氧 原子 的 总 截面 ，w = ca + cogno. 对 式 (1) 积 分 
易 得 


J =Je “š 
假设 空气 中 氮 与 氧 的 比例 为 4:1 Bl ns = 4no 则 空气 的 密度 为 
p=[4x14+0x169]—2 2) 


10 NA 
AP, Na 为 阿 伏 加 德 罗 常 数 (NA =6.02x102mol 1). EEA p=1.20kg m? 的 条 件 下 ,由 
式 (2) 可 算出 
no =1.003 x10” m>? 
由 上 式 和 题目 所 给 条 件 易 求 出 


2=aNaN + Gogno =0.057mr1 
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当 z=lm 时 ，e“=0.944， 即 每 经 过 lm ， 中 子 束 的 衰减 为 5.6%. 


731 中 子 束 被 球 对 称 方 势 阱 散射 的 散射 长 度 与 总 散射 截面 


一 Y0， r <a 
0, r>a 


题 7.31 质量 为 m， 能 量 为 EE 的 中 子 流 人 射 一 球 对 称 方 阱 ，V(7) -| 


势 可 表示 中 子 与 散射 核 之 间 的 核 力 ) 如 果 中 子 速度 w< -一 ， 证 明 ， 


GQ) 散射 是 球 对 称 的 . 
Q) s 波 的 相 移 6 满 足 jtan(ka+5)=ktan ja, HP k =2mEIR, P =2m(V + EMR. 
tan y 


(3) maewo =a(1- 52), 这 里 ?= OmV) alh. 


(4) 当 歼 趋 于 零 时 的 总 散射 截面 .， 


解 (1) 中 子 波长 4=h/mv ， 所 以 如 果 
h h 
y = — g — 


则 4 六 4 ， 即 粒子 波长 比 势 的 范围 大 的 多 ， 这 种 条 件 下 只 有 粒子 的 s 分 波 被 散射 ， 这 意味 
着 散射 是 球 对 称 的 . 
(2) s 分 波 波 函 数 xD 只 依赖 于 *， 可 以 写成 
x(r) 


ulr) = 一 一 
r 


式 中 ，x(n) 满 足 方程 


2 
Tife -Hiv |== 0 
将 题目 中 的 Vt) 代 人 上 式 有 
2 
= +jPx=0, rxa 
r 
2 
= +k2y= 0 r>a 
r 
FERU), -二 有 限 的 边界 条 件 U, ，= 0) ， 上 式 的 解 为 
x(r) = Asin jr, r<a (1) 
x(r) = Bsin(kr + ó), r>a (2) 


RF, A，B，5 为 待定 常数 . 将 式 (1)、 式 (2) 代 入 r=a 的 边界 连续 性 条 件 ， 可 得 
Asin ja = Bsin(ka + ó) 
JÁcos ja = kBcos(ka + ó) 
上 面 丙 式 相 除 ， 有 
jtan(ka + ó) = k tan ja l (3) 
(3) 散射 长 度 的 定义 是 
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tand A) 


由 式 (3) 可 知 


由 此 可 得 

ktan ja — j tan ka (5) 

j+ktankatan ja 

X k—>0BF, tanka— ka, ja— (gnVo)!2a/h= y. 而 ktankatan ja iF t 2atan ja , 5 j 

相 比 此 项 可 以 忽略 ， 于 是 式 (5) 变 为 i 
tan ô -> 


tanó = 


ktan ja—kja C tny-y ©) 
J y 


b=a(1- 2) 
y 


(4) 由 于 只 考虑 s 分 波 散射 ， 所 以 有 


将 式 (6) 代 入 式 (4)， 可 得 


r =pli) -1] -expli6) T @ 
于 是 微分 散射 截面 为 
I ag O= r r (8) 
当 上 一 0 时 ，sin5 tans>0, ÀT, AONA 


do 2 
8) > ~b, >b 
f(0) > F] 


由 于 .42 538362, 故 总 散射 截面 为 


2 
a, = 4nb? = 4na? [À> 
y 


732 材料 的 折射 率 与 全 反射 临界 角 


题 7.32 (1) 证 明 在 球 对 称 势 V(7) = gó(r) (这 里 g 为 常数 ，60) 为 三 维 5 函数 ) 中 ,在 
Bom 近似 下 ， 和 散射 振幅 为 


P=- 
f(@) mhe 


(2) 若 用 5 势 来 模拟 散射 长 度 为 b 的 核对 势 中 子 的 散射 势 , 求 g 的 表达 式 . (3) 波长 为 4 的 热 
中 子 人 射 一 块 材 料 厚 片 ， 设 其 中 的 核 具 有 相等 的 散射 长 度 ， 证 明 厚 片 的 行为 像 一 块 折射 率 
为 的 介质 ,nr 为 


n=1-- NpbA? 
2n 
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这 里 六 是 单位 体积 的 核 数 . (4) 证 明 车 b>0， 则 介质 表面 全 反射 的 临界 角 x = A(Nb/m)U2, 
解 (l) Born 近似 下 的 散射 振幅 是 
_ m 
FO =- 
将 V(r)= g6(r) 代 人 上 式 易 得 


f@)=-—= () 


(2) 因为 8 是 常数 ， 所 以 f(0) 也 是 常数 ， 这 个 常数 对 于 核 的 热 中 子 散 射 来 说 应 为 -b(b 


是 散射 长 度 ). 所 以 令 式 (1) 等 于 -bp， 即 可 得 到 
_ 2nh2b 


这 里 m, 是 中 子 质 量 . 

O) 设 中 子 在 真空 中 的 波 数 为 和 ， 在 介质 中 的 波 数 为 上 ， 则 介质 的 折射 率 z= 大 /各 . 下 
面 先 求 材料 中 由 核 引起 的 平均 势能 设 每 个 核 有 一 个 6 势 ， 这 些 势 函数 对 整个 体积 求 积分 
后 再 用 整个 体积 除 ， 容 易 得 到 


V =Ng = ne (2) 
m, 
这 里 入 是 核 的 密度 . 
中 子 在 真空 中 的 能 量 为 E (全 面 是 动能 )， 在 介质 中 的 动能 是 E- 六 ， 这 样 有 
— SE: aE- G) 
由 此 可 知 
k | aj 
nm= 二 =|1- 二 
ko 
由 式 (2) 和 式 (3)， 有 
V_A4nNb_ Nb2? 
E kè x 


这 里 4=2n/ko 是 中 子 在 真空 中 的 波长 . 
因为 N ~Ii, d 是 散射 物质 中 原子 之 间 的 距离 (数量 级 ~10-m ) 热 中 子 波长 也 具有 


相同 的 量 级 ， 而 散射 长 度 b 的 量 级 为 0“m， 所 以 
b 


HAVE, AmA 


(4) BA NDA? <1， 所 以 当 5>0 时 ,折射 率 n 比 1 稍 小 一 点 点 ， 所 以 从 真空 人 射 时 的 
临界 掠 射 角 关 也 很 小 ， 它 满足 公式 
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_ Sini _cosr, 
sinr 1 


当 关 很 小 时 有 
即 有 


讨论 (D 散射 问题 中 Born 近似 的 有 效 条 件 是 入 射 粒子 的 波 函 数 只 被 散射 势 微 扰 . 这 
一 条 件 并 不 适用 热 中 子 散射 ， 因 为 那 时 入射 中 子 的 最 初 波 函数 受到 很 强 的 干扰 . 但 是 车 用 - 
5 势 表 示 散 射 势 用 Born 近似 又 可 以 得 到 正确 的 结果 即 散射 振幅 f (0) 为 常数 (与 9 和 中 子 能 


ETK). 这 就 是 用 9 势 描 述 热 中 子 散射 的 合理 性 的 理由 , 它 大 大 简化 了 热 中 子 的 理论 处 理 . 
D 中 子 全 反射 现象 在 实验 中 有 重要 的 作用 临界 角 的 测量 提供 了 确定 散射 长 度 的 方 


法 . 男 一 个 应 用 是 中 子 导管 ， 它 提供 了 通过 管内 壁 全 反射 而 长 距离 输 运 热 中 子 束 的 方法 ， 
如 同 光线 在 光纤 内 传导 


7.33” 热 中 子 + 质 子 志气 核 + 光子 ， 求 一 使 中 酚 种 过 程 的 截面 比 


题 7.33， 一 个 速度 为 v/2 的 热 中 子 被 一 个 速度 为 -v/2 的 质子 吸收 产生 一 个 气 核 和 一 
个 能 量 为 E 的 光子 . 相反 的 过 程 是 一 个 能 量 巨 的 光子 引起 一 个 具有 等 大 但 方向 相反 的 动量 
的 气 核 分 裂 为 速度 为 v/2 和 -v12 的 质子 与 中 子 . 若 用 cu 和 o, 分 别 表 示 这 两 种 过 程 的 横 截 
面 . (1) 在 一 个 体积 为 V 的 盒子 里 食 有 一 定数 量 的 中 子 一 质子 对 和 一 定数 量 的 光子 气 核对 . 
每 对 中 子 -质子 对 的 质心 相对 禽 子 静止 但 相对 速度 为 ” , 类似 有 每 对 光子 - 气 核 对 中 光子 与 气 
核 的 动量 大 小 相等 而 方向 相反 ， 而 每 个 光子 能 量 为 己 . 试 证 明 吸 收藏 面 


o, -y As Peisa jaf 


式 中 , |4) 表示 中 子 一 质子 对 的 态 , DERRE ETIS, pr EID Sis, HO 
是 引起 两 个 过 程 的 微 扰 Hamilton 量 

s (Z) 

O4 ~ (mve 


(2) 由 此 证 明 
这 里 六 是 中 子 质 量 (与 质子 相同 )，c 是 光速. 

解 (1) 用 Na，Ns 分 别 表示 盒 中 中 子 一 质子 对 与 气 核 一 光子 对 的 数目 ， 用 mp 表示 
单位 时 间 从 4 态 到 B 态 的 跃迁 数目 ， 则 由 吸收 裁 面 的 定义 可 知 


Oa = O48 = “=s (1) 
J f 


AH, S, 为 中 子 流 密度 ， 这 里 由 题 意 可 知 
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$4 = 学 (2) 
根据 Fermi 黄金 法 则 有 
nos == pa | B|H|A) N, G) 
将 式 (2)、 式 (3) 代 人 式 (1)， 可 得 
Taag = EV kala® laf (4) 
(2) 与 上 面 类 似 ， 我们 可 以 导出 
ap = Ty Palaja” B (9) 


在 由 式 (4) 到 式 (5) 的 推理 时 ， 我 们 考虑 到 光子 与 氛 核 的 相对 速度 为 光速 c。. 因为 对 两 种 过 程 
HORRA 
(a|a®]B)= (8H |A 


即 
kajate} =|(ajue|ay (6) 
由 式 (4)、 式 (3)、 式 (6)， 可 知 
Ta PBE D 
Oa PAY 


A, pa 的 大 小 可 以 这 样 计算 ， 在 盒 中 只 多 许 这 样 的 中 子 态 存在 ， 它 的 de Broglie HER 


期 性 的 (这 与 质子 波 的 数量 相等 ， 因 为 它们 具有 相等 的 动量 大 小 ) 结 果 易 得 到 
v P 
pa= anp y SA (8) 


式 中 ， P= 上 mv 是 中 子 或 质子 在 质心 华 标 系 中 的 动量 g4 是 每 个 动量 态 的 自 旋 简 并 度 ， 此 


简 并 度 为 
8a = QI, +DQI, +1) 


这 里 1, l A B|Eh--S 08 BM HXI = 五 = 了 ， 所 以 84 = 4. ps 的 表达 式 类 似 式 
(8), B 

Pe = = B88 (9) 
式 中 ， 太 是 气 核 动量 或 光子 动量 ， 因 为 在 质心 系 中 光子 能 量 为 已 ， 所 以 动量 为 已 = Ele. 


因为 气 核 自 旋 了 =1 , 简 并 度 为 3, 光子 有 两 个 极 化 态 ( 沿 两 个 垂直 方向 或 左右 圆 偏振 )， 
所 以 有 gg =3x2=6. 
将 式 (8)， 式 (9) 及 84，8s 的 数值 代入 式 (7)， 最 后 得 到 


s. (zJ 
Oa mvc 
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7.34 lkeV 质子 被 氨 原 子 散 射 时 的 散射 截面 


题 7.34 考虑 lkeV 的 质子 被 氨 原 子 散射 . (1) 角 分布 如 何 ? (画图 并 解释 ). (2) 估计 总 
截面 . 用 cm’, mr 或 5 给 出 ,解释 你 的 理由 . 

解 ”考虑 到 电子 屏蔽 效应 ， 可 近似 认为 质子 与 氢 原 子 之 间 的 作用 力 程 为 Bohr 半径 
a=0.53 Á 


2 
在 ~1.2eV < 0.5keV = E 相对 
Ha 


因此 ， 此 题 可 用 Born 近似 . 
(1) 质子 与 氨 原 子 之 间 相 对 运动 能 量 是 0.5keV. 
—_ =29 


质子 与 氢 原 子 磁 擅 有 时， 一 方面 受到 原子 核 的 Coulomb 作用 ， 另 一 方面 受到 电子 的 斥 力 . 将 
电子 看 成 “电子 云 ”， 分 布 为 -ep(r) ， 则 


2 r 
voy= s -e 2T) ay 
r | 六 一 产 | 


ka= 


用 Born 近似 ， 并 利用 公式 


可 求 得 


2 f 
f@)=- [Í or- | pr) ar lar 
r tir-r'] 


2e? 
= 一 1— F(@ 
ws -Fr 


ŠH, u= m, q= aksint, F(0)= fèt prar. 
对 氨 原 子 基态 ， 有 


1 . 
2D=lwmoo k Pria 


1 请 了 -2r7x 
F(Q=— let dr = 
十 | 


e? 
O=- a O 
2k? sin? da! Eri 
考虑 粒子 的 全 同性 (两 质子 )， 应 有 
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单 态 ; o, =|f(@)+ fG—0J 
三 态 : o, =|- f-o] 
则 散射 截面 (不 考虑 极 化 ) 为 
o =-1ç, +30, 
44 
我 们 考虑 几 个 特殊 情况 : 
(ü) @=0 
2 4 2 
o -HE 1- F(8) 1-F(n-8) 
°  ARÎk*| sin’ (0/2) cos? (0/2) 
2 
2 4 
e 2,2 1 
= 2a?°k? + — 
和 | ° `= 
„Pia m, a 
M: 2m, 
第 二 步 利用 展开 式 
1 
ag~ (x=0) Rak >1 
同 理 可 得 
2 
m, 
Gi @=x. 同 理 可 求 得 
2 
s, =o, -| "i J 2 
2m, 
Gii) ak?sin? =10 时 
0=0.07% 
所 以 当 0.07< 0 < 0.93x BJ 
2 
1 pe 1 1 
0)=—.— + CO 
OT a sami 
3 Pe’ 1 1 
+ 一 一 -一 -一 | 一 一 一 一 一 一 一 -一 
4 4 训导 | sin? (0/2) cos2(0/2) 
_ et 3cos20+1 8 
7 414 ` sint 0 WA4 F2 3⁄4 x= 
题 图 7.34 


es 
< oo =T’ 角 分 布 如 题 图 7.34 所 示 . 
(2) 我 们 仅 考虑 较 大 角度 的 散射 总 截面 ， 


ss — _ S E A í 


0.93 2 
0,=2x00/ 3c0s tl Sinodo 


oor sin*@0 
= 2G, I a 4—3sin2 0 dg 
= TO0 0.07r sin 30 


0.07% 


小 角度 散射 总 截面 比较 大 ， 
onp > 2 ”a(007n) sin0d0x2 
=2rx1703co[1- cos(0.07z)|x 2 


ouh >164nGo 


735 ”根据 高 能 电子 被 核 散射 的 结果 考虑 核电 荷 的 分 布 


题 735 ”高 能 电子 被 核 散射 的 研究 给 出 核 及 核子 中 电荷 分 布 的 非常 有 用 的 信息 . 这 里 我 
们 考虑 该 理论 的 一 简单 变形 ， 认 为 电子 自 旋 为 0， 同 时 我 们 也 假设 电荷 为 了 的 核 在 空间 固定 ( 即 
具有 无 限 大 质量 ). 设 核 电荷 分 布 是 球 对 称 的 ， 除 此 之 外 不 再 加 限制 . 以 oG) 标记 核电 荷 密度 ， 

PL pi, p 分 别 表示 电子 的 始 、 末 动量 ， 大 (已 ,Pr 7 表示 电子 被 一 点 核 (电荷 Z ) 散 射 的 一 
级 Born 近似 给 出 的 散射 振幅 . M SO Pr) 则 表示 一 级 Bom 近似 下 电子 被 具有 同样 电荷 数 
的 实际 核 散射 的 散射 振幅 . 以 gq = p, - py 表示 动量 转移 ， 量 下 定义 为 

FPP) = ES Po Pp) 

且 称 之 为 形状 因子 . 容易 看 出 仅仅 通过 4 对 (pi,py) 有 依赖 关系 . (1) 形状 因子 F(a?) 5 
电荷 密度 p(x) 的 Fourier 变换 有 一 简单 关系 . 在 非 相 对 论 的 Schrödinger 理论 框架 下 叙述 并 
导出 这 个 关系 . 电子 运动 的 非 相对 论 假设 只 是 为 了 使 问题 尽 可 能 简化 ， 如 果 和 仔细 考虑 ， 则 
可 能 清楚 地 看 出 这 个 假设 是 无 关 的 ， 即 在 实验 时 的 相对 论 情形 可 以 用 相同 的 结论 . 同样 ， 
忽略 电子 自 旋 也 不 影响 我 们 这 里 所 涉及 问题 的 本 质 . (2) BA 735 给 出 的 是 确定 质子 的 形 
状 因子 的 实验 结果 ， 应 该 认为 我 们 的 理论 可 以 应 用 到 这 些 数 据 上 . 在 给 出 的 数据 基础 上 ， 
计算 质子 的 电荷 半径 的 均 方 根 值 . 


:ET 
“LLILLLLIL 
wmmtaramumma 
Ea 
timnas 


8 10 12 14 16 18 
x 10*cm 


题 图 7.35 
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ER: 在 均 方 根 半径 与 F(q”) 对 9g 的 导数 (q? =0 时 ) 间 有 一 简单 关系 , 找 出 这 个 关系 再 
计算 . 
解 (1) 在 非 相 对 论 近似 上 ， 中 心力 场 的 散射 振幅 的 一 级 Born 近似 为 
2: ° haf t : , 
f(popr)= xÍ, drr'V(r')sin gr 
对 于 点 核 ， 其 散射 势 为 
Ze? 
加 = 一 一 
r 
而 对 于 实际 电荷 分 布 的 核 ， 其 散射 势 为 


Ia _ © p(ryr'2dr 
V()=-—e 三 : =—4nef = 


或 者 表示 成 微分 方程 形式 (注意 此 处 yasa, 并 非 电场 的 势 ， 而 且 电子 电荷 为 负 ) 
vy) = = 4nep(r) 


代 人 Born 近似 公式 ， 可 得 
f (pi, ps) = = [ayy qr 
= -如 | -二 [ara sin qr a) 
2m Ane 
“Pa 
而 在 点 荷 情形 下 ， 只 有 在 "=0 附近 积分 才 有 责 献 ， 注 意 到 
4x N drr p(r)sin gr = 4ng IÑ drr? pír) = qZe 


ah drro(r)singr 


所 以 
2mZe2 
jp a @) 
比较 式 (1)、 式 (2) 两 式 则 得 出 
OR PEIRA RE. zh dr? pin EZ 


于 是 得 出 形状 因子 与 电荷 密度 间 的 关系 
F= ZE [art y EE 


sin agr 


sin 2 


(3) 
a | 
F=} =] drp(r)e ir 


这 就 是 所 要 求 的 Fourier 变换 关系 ， 
(2) 将 式 (3) 两 边 对 g 微 商 ， 则 有 
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+ -fe drr? oo ee- we 


q r 
所 以 
dF dF dg _1 4x 2 reosqr singr 
d — 2 _ _ 
dg?) dq Ko “24 Zelo ” oo qr z) 
为 了 得 到 -| 。， 先 计算 极限 
dg )|o 
_ l ay 1.8 
jim reosgr _ singr |_ fim fiza] de 
q—>0 gr gir 30 gr gr 
f 2 
g 
q 3 3 
于 是 
dF Z AR 2 
一 | =- drr? pr? 二 一 一 人 
dd) zelo 5 ) 


在 所 给 的 图 7.10 PRH q =0 时 F(a2) 对 人 的 导数 值 ， 则 可 求 出 电荷 方 均 根 半径 ， 


5 (oa 1/2 
d(q lo 


具体 计算 略 去 ， 


7.36 Ramsauer-Townsend 效应 的 起 源 及 低能 电子 的 最 大 散射 截面 


题 7.36 早 在 20 世纪 20 年 代 ，Ramsauer 和 Townsend 各 自 独 立地 发 现 对 于 能 量 约 
0.4eV 的 电子 ,在 气态 氨 原 子 上 的 散射 截面 比 几 何 散射 截面 (xza?，ec 为 原子 半径 ) 小 得 多 . F 
时 还 发 现 ,6eV 的 电子 的 散射 截面 是 几何 散射 截面 的 3.5 倍 ,而 且 散 射 几 乎 是 各 向 同性 的 . 问 
反常 散射 截面 的 起 源 为 何 ? 对 于 低能 电子 来 说 ， 最 大 的 可 达到 的 散射 截面 多 大 ? 

解 ” 当 吸引 势 足 够 强 时 , 在 某 一 能 量 处 1= 0 的 分 波 可 能 被 拉 人 半 周 , 其 相 移 cb z. 此 
时 !=0 的 分 波 对 散射 截面 没有 贡献 ， 而 其 他 分 波 的 贡献 又 很 小 (能 量 很 低 )， 因 而 散射 截面 
变 得 很 小 ， 这 就 是 所 谓 的 Ramsauer-Townsend 效应 . 对 于 低能 电子 来 说 ， 最 大 的 可 能 的 截 
面 是 几何 散射 截面 的 4 倍 . 


737 由 光 在 介质 中 被 一 散射 中 心 引起 的 散射 振幅 推导 色散 关系 


题 737 Ú Fe) 为 某 光 学 介质 中 光 在 一 个 散射 中 心 上 向 前 散射 的 散射 振幅 ,如果 将 
和 人 射 和 出 射 光 波 分 别 记 为 An (O) 和 Aw(8) ， 则 有 Aw(w) = f(e)A, (G). 假定 Fourier 变 换 


第 7 章 散射 问题 。509 . 


A,G—-D= = E dod? A (0) 
对 x-1>0 值 为 零 . (1) 用 因果 性 关系 (信号 传播 速度 不 大 于 光速 c= 3x105m/s) 证 明 f(@) 在 
上 半 复 平面 Imw >0 是 解析 的 . (2) 利用 fo)， ,和 A 实 部 的 解析 性 ， 假 定 了 (@) ERR 
远 处 有 界 ， 推 导 色 散 关 系 


Re(f (oris) - 0) = 22" pf aw AE tie) 


oo2 — 02) 
2 为 任意 小 的 正 数 . _ 
解 (1) 4<z 时 4(xz- 昌 =0 意 味 着 ft<z 时 
Au(x-D)=0 
因此 
1 0 -ior 4 
As (9) = = f „are À, 四 

当 inw>0 时 为 正则 函数 , 因为 <0 ， 积 分 项 中 的 因子 exp(Imew7) 收敛 . 

A (O) = f (@)A, (@) , 4 Im(@) > 0 RF f (@) 也 是 解析 的 . 因为 对 于 一 大 类 函数 A, (G) 
来 说 f (o) 为 散射 振幅 ， 个别 A, (O 可 能 的 零点 并 不 意味 着 是 f(w) 的 极点 . 

(2) 对 四 一 oo 0< argw < x， 我 们 有 1f(w)ik M. 假定 f(0) 是 有 界 的 (否则 男 选 一 点 )， 


则 
= 7 四 -1 
在 无 限 远 处 是 充分 小 的 ， 因 此 | 
roz} f dw Imo>0 
2ni -om @ À-@ 
利用 一 -二 一 = 一 二 一 +in5(o'-, (o HRE Rro) =P [a | PETO, 
WO-W-io WwW- nI- O QO 


An 为 实 ， ERE A'n Co")= As (O), 因此 f o= fo). #k 
Imf(o+io)=-Imf(-o+io) 


H 
Im fo’ +io) 


Re[f(@+io)- re)y- 2° Ph do 
oo -0y 


式 中 ，P 代表 积分 取 主 值 . 


7.38 两 个 自 族 粒子 在 作用 势 Hin = Ao, : o, Š 


2 
m 738 ”一 个 自 旋 为 了 ， 质 量 为 m, pane E onra amana 
1/2 的 靶 粒 子 散射 和 用 Hamilton 量 为 
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e% 
Hin = A0) -07 7 


#>0 
st, Mo BAET RR ÉS BE. ERIR Bom 近似 下 求 微分 散射 而 92 ， 


对 自 旋 初 态 求 平均 ， 对 自 旋 极 化 末 态 求 和 . 并 将 5 表示 成 直 及 散射 角 6 的 函数 . 
解 ” 设 粒子 沿 z 方 向 人 射 ， 即 如 = ke,. 在 最 低级 的 Bom 近似 下 ， 散 射 振幅 为 


f(0)= -fe (xp lAo; =) e 


"e r 


= 元 =: et” (x lAo; ` ola) 


2m 1 
= -到 人 lás, AEN, Tiğ 


式 中 
q = ko ~k, q=2ksin2 
|x), |x, ) 分 别 为 散射 初 态 与 散射 末 态 的 自 旋 态 . 
对 系统 总 自 旋 8 =0 态 
_ _6Am dog _ _(6Am)2 
Q= + dR (+q 
对 系统 总 自 旋 $=1 态 
24m do, __ (QAm)’ 


2 三 > 


P 7 . 
sanss- =“, wzayebhasx [ =a ， 则 体系 的 自 旋 初 态 为 


ikr 
@u = apoy ， 此 时 的 散射 波 函 数 为 O) — e, 而 相应 的 极 化 微分 散射 截面 为 


rir: 11 


3 
号 人 -al 


G: se -15J= s> -=0 
d2\22 2 2) dQ|22' 22) dn 2 2) 
同样 的 方法 ， 注 意 体系 的 自 旋 三 态 为 
O11 =apar， @, =L r> Qo Kua + Bpar) 
HHEN Ov A -par), 3.B a, B, = =s + 6o) 等 , 可 求 得 其 他 的 极 化 微 
分 散射 截面 为 


第 7 章 散射 问题 .511 ， 


dofi 11 1 

| |=-|f(0 0 

“G 2'2 "1 40-A 

dcfl 1 11 

-二 | 一- 二;- 二 |= 二 |F(O 0 

Zf- 2 1-1 O-O 

gà1id)- =: 当当]= 0 

d2\2 2°22) dO\2 2 2 2 

dsf 111 1 

— | -= 二; 二 -二 0 0 

| 22'2 3 NO- 

dof 11 11 

(ii -15}- FAO (oF 

g(h- A -1-4)- 

d2\ 22°22} d?2\ 22? 2 2 

dof 1 1 1 

一 一 | 一 一 一 一 ;一 一 8 

AE 2 2. Ijo 

Zí- 工 _ 225)" dof 1 1 11 do 1 11 工 |-0 
dol 2 2722) d2 2 “dR 2 2'2 2 


对 自 旋 初 态 (i) 求 平均 ， 对 自 旋 末 态 (了 ) 求 和 ， 


do_l a (0 fa Y) £) 
Q A p dp AAP TE Spe t 
124202 
2 Aksin? 
H“ + 4k“ sin 5 
注 此 题 后 半 部 作 自 旋 统 计时 ， 可 有 一 些 十 分 简便 的 办 法 , 但 这 里 的 遍 举 法 较 具 体 
详尽 . 


-BRO PO] 


739 用 Born 近似 计算 中 子 - 中 子 散射 的 散射 截面 
题 7.39 用 Born 近似 计算 中 子 - 中 子 散射 的 微分 散射 截面 . 假设 散射 势 对 于 自 旋 三 重 
态 为 零 ， 对 于 自 旋 单 态 为 
V(r)=W < 
对 非 极 化 (无 规 自 旋 取向 ) 初 始 态 计算 截面 . 
f Born 近似 给 出 
fy = Ë drrV(r)sinqgr 


2m r° ~ur ， 
= -as Í drVoe singr 


2mV, 
=— mro 2 7’ q =2ksin 2? 
q gq +u 2 


. 512. 量子 力学 


式 中 , 上 是 中 子 相对 运动 的 波 矢 ， m= 为 约 化 质量 ， 


SEEI EMERSA E DERB, 所 以 空间 波 函 数 应 对 称 化 ， 这 样 就 有 
o, =|F(O)+ fz — 0) 


2 


_ 4m2Ve 1 1 


h° 1 + 4k2 sin? 2 pÊ + 4k? cos? Š 
16M VE (pe + 2k22 

= 一 -一 一 一 

Kt (e +4k2 sin? ef G +4k2 cos? 2) 

又 因 中 子 初始 是 非 极 化 的 ， KORRARI ® 


3 
o(0)=zo, t 9 = 


1 
4 O; 
4m°V2(/2 +2k2y2 


p 5 
h G + 4k? sin? 2) G +4k2 cos? z) 


740 ”低能 中 子 在 质子 上 的 散射 与 不 同 自 旋 态 的 关系 


Rü 7.40 ”低能 中 子 在 质子 上 的 散射 是 与 自 旋 有 关 的 . 当中 子 -质子 体系 是 自 旋 单 态 时 
截面 为 ol =78x10 cm? , 自 旋 三 重 态 时 截面 是 os =2x10-Xcm?. S 和 是 对 应 的 散射 
振幅 . 用 方 和 上 扩 表 示 下 面 的 答案 ; (1) 非 极 化 中 子 在 非 极 化 质子 上 的 总 截面 是 多 少 ? 
(2) 设 一 个 原先 自 旋 向 上 的 中 子 在 一 个 最 初 自 旋 向 下 的 质子 上 和 散射， 中 子 和 质子 自 旋 翻 转 
的 概率 是 多 少 ?(3) MATARAE 
s. 设 有 一 低能 中 子 A, > (dy, (d) 是 分 子 中 质子 的 平均 距离 ) 在 氢 分 子 上 散射 . 非 极 化 中 
子 在 非 极 化 的 正 氢 和 仲 所 上 散射 截面 之 比 是 多 少 ? 


解 D 定义 算 子 
p-tb, f- bho, ‘0,) 
可 证 f 在 三 重 态 和 单 态 上 的 本 征 值 为 户 和 所 . 所 以 ， 总 截面 为 
c =4x( f?) 


f+ + -fon 0) 


e cosp 
el“ sin 8 


设 入 射 中 子 自 旋 态 为 


第 7 章 散射 问题 - 513: 


AH, (28, 20) 为 中 子 自 旋 方向 的 极 角 . 考虑 极 化 质子 态 J 


-ia t t -ia 
o, =4r ° cos B 四 rfo) e = 
esing J 0), Ole sing J. 
=x|3/? + fÉ - (ë - f)cos28 ] 
cos2p 
4 


3 1 
i (Gs -CU 


中 子 东 无 极 化 ，cos26 =0 
3 1 
O, = 41 t7 


由 于 z 轴 取 向 任意 ， 非 极 化 质子 的 总 截面 与 极 化 质子 总 截面 相同 . 
(2) 相互 作用 前 态 矢 为 


OO 
二 
jaan 0) 


所 以 取向 翻转 的 概率 为 
B-A _ _1 (6-2 
BEAYB) 2 frf 
(3) 令 


F = f. + f; -了 -月 | on ‘(op +o, )] 


1 
S =, + Gp, ) 
(z, SP =S? — m, - S 


= (A +36Y R -382 28.5)e,-S+(, -fy s] 
HFPA 
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ot = n(f, +3f,)° 
由 于 没有 物理 上 的 特殊 方向 . 截面 与 人 射 中 子 的 极 化 无 关 . 
对 于 正 氢 . f 
sz =z|[(ñ+36) +(5#Ë -2A 6, -3/2)eos28+2( f, - Á.) | 
AP, 28 ES c, ZARA. 
中 子 未 极 化 时 cos28 = 0 
ox =ni A+A +2 1]| 
这 些 结果 自然 与 氨 分 子 的 极 化 与 否 无 关 . 所 求 比例 为 
CE 1% 2(/, - f) 
Tip i +3f) 


V), 
741 VO- H a:o rsa, 计算 总 散射 截面 


题 7.41 讨论 一 假想 的 中 子 - 中 子 零 能 散射 相互 作用 势 为 
yy for oxW, rxa 
. 0, r>a 
AF, op c; 是 两 个 中 子 的 Pauli 矩阵 . 计算 总 的 散射 截面 人 射 、 及 鞭 中 子 均 未 极 化 . 
E 在 而 合 表象 中 讨论 此 问题 , 令 


1 1 
S +S, = S, Ë =G, +—o, = S 
+S, p z” 702 


所 以 
3+3+20 .oz =4S(S +1) 
0; op =2S(S +1)-3 
式 中 ，5 =1 或 0. 因而 可 见 $ 的 本 征 态 也 是 V(r) 的 本 征 态 . 
只 考虑 s 波 ， 即 空间 波 函数 是 对 称 的 ， 根 据 Paul 原理 ， 自 旋 部 分 应 反对 称 . 所 以 有 


v= -3V0， r<a 
0, r>a 


低能 只 考虑 s 波 ， 当 r<a 时 ， 有 


2 
Tut Mu = 0 
u(r)= Asin kor 


式 中 ，u(7)=ry, ki =3mV R. 当 r>a 时 ， 有 
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d2u 

— +u =0 

d? 1 

u(r) = sin(kir + 60) 


式 中 ，u()=ry(n), kê -77E 


利用 r=a 处 u(r) 的 一 阶 导 数 及 其 本 身 连续 ， 有 


k. 一 > 0 则 有 
-4 _ka =k a| tankoa _ 
Ó = A tan koa — kja | ka J 
由 于 全 同性 ， 有 
o(0)=|f(@)+ f-o} 
2 
= 二 | 5 2021+ De siná,R(cos@) 
1=0,2,4 
只 有 s 分 波 ， 故 
o (0) = sin? ó, = ts? 
k 1 


16 tanka Y tanka Y 
o, = p 2 AA -1| = 1672 ta 1 
ki koa koa 


取 统 计 平 均 8=0 只 占 14， 有 


式 中 的 截面 是 接收 到 中 子 的 截面 . 
742 BE 1/2 的 粒子 束 被 重 核 散射 ， 散 射 势 为 CS .S26 中 (x 一) 求 散射 截面 


题 7.42 由 自 旋 为 ,质量 为 的 粒子 组 成 的 一 个 束 流 被 一 个 由 重 核 组 成 的 芭 所 散 英 


核 自 施 仍 为 .一 个 实验 粒子 与 核 的 作用 为 CS.526 中 Ga - 芒 ) ， 其 中 忆 是 一 个 小 的 常数 ， 
$1.5, 是 实验 粒子 及 核 的 自 旋 ， 为 、 忆 是 它们 相应 的 位 置 . (1) 求 对 自 旋 初 态 作 平均 后 的 币 
分 散射 截面 . (2) 如 果 所 有 入 射 粒子 的 自 旋 都 指向 正 Z 轴 方 向 ， 而 核 的 自 旋 取向 是 任意 的 . 
问 经 过 散射 后 人 射 粒子 的 自 旋 仍 指向 正 Z 轴 方向 的 概率 是 多 少 ? 

解 (1) 由 于 靶 核 形成 了 一 个 固定 的 散射 中 心 ， 质 心 系 和 实验 室 系 就 是 同 _ 的 ， 所 以 
系统 的 相对 运动 方程 为 

2 
| A V? +CS, s80 pomo 


m 
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E C 是 一 个 小 的 常数 ， 所 以 可 用 Born 近似 
f(0)= -元 Je es, sP rr 


-- x CS, .S, 

微分 散射 截面 
o(0)=|/(@)Ë = On nn ms, Sf 
S, -S3 -了 (3? -sê -号 ) 

式 中 ， S = S, +S. 


对 系统 总 自 旋 9$=0 态 


2 
00(0)= (3mc) 


(877 


2 
s- 
2 


11l mo? 
rY |2 2 (87)? 
所 以 ， 对 自 旋 初 态 平均 后 的 微分 散射 截面 ， 即 非 极 化 散射 截面 为 


1 3 3m2e? 
o,(0)= 了 co (0)+ gO = C8) 


O 这 时 若 考 虑 散射 后 粒子 自 旋 仍 向 上 ， 则 散射 后 体系 的 两 个 无 关 的 自 旋 态 为 | 二》 和 
1 
glaa 
将 这 两 个 态 分 别 和 |y) 内 积 ， 得 两 个 相应 的 概率 幅 ， 于 是 得 到 这 种 情况 下 的 散射 截面 ， 为 
ao =|aGj oO)+ le oF [AOD+ AO) 


a 
对 系统 总 自 旋 $ =1 态 


对 系 综 平均 即 得 


t 1 l i x 
s” =O AOAO = (8z)? 


最 后 ， 所 求 概率 为 


-Ar 
743 EA P 12 的 全 同 粒子 在 屏蔽 Coulomb # e? Š — 下 的 散射 截面 


题 7.43 (1) OLLES 质量 为 m ERRITEN “RR” Coulomb $ 
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相互 作用 


一 4r 
Vir)=e? ° 
r 


式 中 ，L4 为 屏蔽 长 度 . 设 有 一 散射 实验 ， 其 中 每 个 粒子 
在 质心 系 中 都 具有 动能 E. 设 E 很 大 , 人 射 粒子 的 自 旋 取 


向 是 随机 的 . (在 质心 系 中 ) 计 算 散射 截面 了 2 ,出 射 粒 子 


的 方向 与 人 射 粒子 方向 的 夹 角 记 为 2( 题 图 7.43)(2) 假定 
在 6 处 观察 出 射 粒子 ， 散 射 后 两 粒子 处 于 总 自 旋 为 1 的 
态 的 概率 有 多 大 ? 如果 一 个 粒子 自 旋 沿 正 z 轴 方 向 ， 另 
一 个 粒子 自 旋 也 沿 正 z 方向 的 概率 是 多 大 ? (3) 如 果 你 题 图 7.43 
在 以 上 计算 中 所 作 近 似 是 正确 的 ， 粒 子 能 量 要 多 大 ? 若 
粒子 的 能 量 远 低 于 上 值 ， 在 低能 极限 下 ， 散 射 后 两 粒子 处 于 S= 1 态 的 概率 有 多 大 ? 

E G) 在 质心 系 中 ， 两 粒子 是 完全 对 称 的 . 相当 于 在 两 粒 了 连 线 中 点 ， 有 一 个 固定 的 力 心 

2 
V(p)=e Zp 

式 中 ，p =+r/2 为 两 粒子 间距 的 一 半 . 

由 于 人 射 能 量 很 高 ， 可 以 采用 Born 近似 . Born 一 级 近似 给 出 的 结果 是 


_ _ _ m 一 这 3 
O=- [ev (pep 


P| +G2] 
式 中 ，4 为 粒子 散射 前 后 动量 改变 ， g=2ksing. 


考虑 到 全 同 粒 子 系统 波 函 数 对 称 性 问题 : 
对 $=0 态 ， oo,(0)=|f(0)+ Fr 一 6 有， 


对 3=1 态 ， co(9)=|f(O)- f-o. 


2 
1/ me Y 1 1 
c, (0) = 一 — | | ——s——+— 
24 6289 22 ,2. 8728 22 
4U h k“ sin 24a k“ cos $+4 


2 


_ =) "K? + 222 
= 了 | -7| |—— . T 
AA G sin? + oG cos? n + 2] 
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ml k? cos @ 
É somaar) 区 sess) 
2 2 
1 3 
G, = 一 Gy +70, 
4 4 
_ 1 e) (k? +242) + Kk? cos 0% 
Sila | rnr n, 2 
I6 A (e sin? 4 zJ cos? 2 + 22 ) 
2 2 
(2) 若 人 射 粒子 仍然 是 非 极 化 的 ， 那 么 处 在 总 自 旋 为 1 的 态 的 概率 为 
3 
47 _ Xk? cos 0)2 
G (k? +24? F +3(k? cos 0} 
两 个 出 射 粒子 自 旋 同 沿 正 z 方 向 概率 为 
1 
Ya (k? cosg)? 
o, (k2+2242y: +3(k2cos0)2 
(3) 1=0 分 波 是 前 后 对 称 的 f(0) = f(r 一 外 . 它 对 5= 1 态 无 贡献 ， 但 对 §=0 态 为 主要 


贡献 . 因此 5 = 1 态 散 射 截面 与 S$=0 态 散射 截面 之 比 相当 于 1= 1 分 波 与 1= 0 分 波 的 散射 截 
面 之 比 ， 在 低能 极限 下 接近 于 0. 


744 Born 近似 计算 电子 在 散射 势 了 =er- (4+Ba.r) 下 的 散射 截面 
题 7.44 一 个 动量 p 质量 mn 的 电子 穿 过 一 个 与 自 施 有 关 ( 宇 称 破 环 ) 的 势 
V =e (A+ Bo -r), 
并 在 9 角 被 散射 . 式 中 (> 0), A, B 3593938, on o, o, 是 通常 的 Paul 自 旋 矩 阵 . 2 Š ĉo a 


初 态 自 旋 一 定 而 对 所 有 自 旋 未 态 求 和 的 微分 散射 截面 . 下 标 i 奈 志 人身 电子 的 禄 坊 。 特别 
地 , 若 电子 自 旋 在 人 射 方向 极 化 ,我 们 可 分 别 考虑 ; 人 射 自 旋 “ 朝 上 ?(i =T)BRCBR F” G =l). 


在 最 低级 Bom 近似 下 ， 计算 < 和 =< 表示 为 p 和 0 的 函数 


R 令 z 轴 正 向 为 电子 人 射 方向 ,在 cs 对 角 表 象 中 , 由 题 设 人 射电 子 自 旋 波 函数 可 表 
为 


又 令 严 为 了 方向 上 的 单位 矢量 ， 则 


oa=|0 1 sinecos + 人 K in@si 
=| 1 O 2+| ij 0 sinOsing 
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| 1 O J cos0, sin@e `? 
+ cos = . 
0 -i sinĝe?, —cos@ 


Boi, | 
(Gn) 1 (cos +sin ĝe”? 
Ka V2 singe? - cos 
= gese +sin @e i? )z + 万 Ga Qe? — oos 068 
0 = 
Reh, a(o), A > Panti ma o, kira. AHRI AD 
f@)= A 
AP, q =1(p;- Pi) lal=a HG Bp 
f@)=- 2 = -iq 0080 emyr? [Ay, +rB(o -ny ]d2 > 

=+ LOL 

式 中 


DO) =- feir os ow? -fa +r'B(cos@' +sin'e `” ) |r? sin@'dr'd6'dg' 
27h 


V2 
2r rn 
由 于 人 do =0, P 
h(@)=-— hee 万 (+rBeosg) singdbgdr' 
积 出 2 部 分 
2m A SNS , 
r (0 )= Zh re singr'dr' -gh 
+ = = Ñ r'e” sin qr'dr' 
q 
用 复 变 函 数 方法 可 算得 
2 
= e art IE expl a 
flu = Í e cosqr'dr -z 5e- L) 


° ， 2 
r- -| r'e” sin qr'dr' = -4 Ee -4 
9q 0 4u\ u 4u 


oo F; S 2 
[ sai sinqr'dr' = z -2 exp -4 
0 w | u 4u u) > 


re mpr? cosqr'dr' 


故 有 


又 有 


, 520 - E + J > 


fee cosqr'dr' 
0 


2 2 2 
4\ 4⁄ 4u} 8p Nu 4u 
2 2 
[rre ooograr = L [Eep -E-EN 
0 44 


4u 8/ë 
从 而 


2m A [x z 42) 2mi B g k 3 
1(0) =-= =] — ne 一 -=  —.—exp| 一 一 | 一 一 一 
! Ka V2Nn du ` | | j2g V2 Nau Eo- 4 Jd 82 


mA |x q .2mB | x g .gq 
=-= P| -4 |+i——. ep] -A |= 
2ħu N24 4u hq N24 4p ju 
22 
= Z. zZ -A+ 284 exp| — 
2u 2h'u 2y rm 
nm? 2 „2 p2 
“B 
TO =T Ap -全 | 42+ 全 二 |， 
h 2, 4u 
2 2 
mA FN -2 -io [Zep -L 
2 u 4u 4h" N24 : 4u 


2 2 p2 
q 2 gB 
1 ex 4 十 一 一 一 
站 -> Ta |- J J 


所 以 


类 似 可 得 
DO)=- 


7.45 本 
下 的 散射 振幅 


题 7.45 一 无 自 旋 带 电 粒 子 P. 束缚 在 一 球 对 称 态 中 ， 波 函数 为 
y(r)= (nayi ea, 
若 一 无 自 旋 非 相对 论 人 射 粒子 书 与 Pi 间 通 过 势 YC -六 =Wp3530r -r) 相互 作用 ， 计 算 第 
一 级 Bom 近似 下 ，P 被 上 述 声 束 缚 态 弹性 散射 的 振幅 (可 以 不 必 管 整体 的 归 一 化 ) 候 定 P. 
很 芋 ， 以 致 其 反 冲 能 量 可 忽略 ， 描 绘 出 被 散射 的 入射 粒子 的 角 分 布 da(6)/dG 的 形状 . 该 
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形状 怎样 随 人 射 能 改变 ? 怎样 用 它 来 确定 Pi 束缚 态 的 尺度 ?是 什么 确定 了 测量 该 尺度 所 
需要 的 P 的 最 小 能 量 ? 
解 ” 由 于 Pi 很 重 ， 所 以 马 的 Schrödinger 方程 为 


2 
É š + f dr'a Wb óG -r| yir) = Ew(r) 
2m 
即 
K 2 3 
——V’ +W ar) |w(r)= Ev(r) 
2m 
RP, ANO 是 粒子 P. E r 处 的 概率 密度 ，m 是 P 的 质量 ， 由 Born 近似 得 
2m ° , "à " , t 
J (9) = -pg oT -Vpl )singr'dr 
所 以 
f(0)< 日 Í ° rexp( -Z join qr'dr' xx b° exp| -+ (qe) | 
q\aj 0 a 4 


d 1 
Pr. =| == e | -ja 


= Oo exp | 22 sn | 


式 中 ，o6 =o(0=0) 与 4 无 关 ， SZ 的 形状 如 是 图 7.45 所 示 . 


do 
dO 


题 图 7.45 
当 入 射 能 量 增加 时 ， Z 随 6 增 加 而 很 快 地 减 小 . 由 上 式 可 得 
inac = —2k2a? sin? 2 十 C 
d2 2 
绘 出 h sint El, 根据 此 直线 的 斜率 即 可 定 出 a. 
aiz 的 表达 式 来 看 ， 人 射 能 量 巨 似乎 无 什么 限制 ， 但 我 们 是 用 Bom 近似 得 到 它 的 ， 
所 以 Born 近似 的 适用 条 件 决定 了 测量 该 尺度 所 需要 的 最 小 能 量 . 


Born 近似 要 求 
2 3 
=u) 
ma a 
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所 以 
mb°V, 
SZA 


746 已 知 弹性 散射 总 截面 ， 求 共振 角 动 量 与 共振 时 0=180 的 微分 散射 截面 


题 7.46 考虑 一 个 弹性 散射 实验 a+x->a+x， 其 中 x 远 重 于 a( 不 考虑 两 者 的 自 旋 ). 
实验 结果 中 总 散射 截面 o, 对 hk 的 依赖 关系 可 见 题 图 7.46, AIE k =kg =101 /cm 处 ， 总 
散射 截面 有 一 共振 峰 ， 此 时 e =o =44x10-27cm ， 且 共振 时 ， 从 各 个 角度 9 都 可 以 观察 
到 散射 效应 ， 除 了 86=90° 之 外 (在 这 个 角度 上 散射 消失 ). 在 远离 共振 区 时 ，cr 是 各 向 同性 
的 . 试 求 : (1) 共振 的 角 动 量 J ELD? (2) 计算 在 共振 时 ， 在 6=180° 方 向 的 微分 散射 截 
面 的 近似 值 . 


One4.4XI102cm 


ka=10!t/cm 
题 图 7.46 


解 (1) 我 们 用 分 波 法 计算 此 题 . 共振 与 一 确定 的 分 波 相 联系 ， 每 个 分 波 的 角 动 量 由 
相应 的 角 量 子 数 1 确定 ,每 个 分 波 的 角 分 布 由 勒 让 德 多 项 式 描述 . 由 本 题 条 件 可 知 共振 时 


除了 9 -二 处 无 散射 ， 其 余 任何 方向 都 有 散射 ， 由 此 可 知 角 量 子 数 1=1 ， 因 为 只 月 满 足 


这 个 条 件 ， 因 此 角 量 子 数 1=1 ， 角 动量 . 广 = 20. 
(2) 由 分 波 法 可 知 
FAO -iŞ + Dei? sin ó,,(cos0) a) 
ki 
o(0)=|# (OF 
o, -fS O+ sin? ô, O) 
2 1=0 
由 于 共振 时 ， 截 面 是 各 向 同性 的 可 知 ， 这 时 在 了 (9) 中 只 有 1=0 的 分 波 存 在 . 因此 考虑 共振 
时 的 总 截面 时 ， 我 们 只 考虑 1=0 、1 两 个 分 波 ， 这 时 由 式 (2) 可 知 ， 


og -in ó+ 


导出 上 公式 时 ， 用 到 对 于 共振 峰 相应 的 = 邢 ， 由 上 式 可 得 sin? 56。 ， 即 
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天 2 l 
A 2 R R 
8 =| RR _3 |x— 


将 sin60, sinó RARO), WARRT 


caR(9) = se — 5sin2 &) ~6.5x10 cm? 
R 


747 低能 中 子 被 一 核子 系统 散射 求 散射 长 度 


题 7.47 (1) 低能 中 子 被 一 核子 系统 散射 ， 核 的 自 旋 3 (不 为 0). # S, 和 .82 分 别 为 核 
子 与 中 子 的 自 旋 角 动量 算 符 ( 以 产 为 单位 )， 证 明 算 符 8 .82 的 本 征 值 是 


1 ' 1 
is, = 8 +; -36 +1), 当 j=51 -= 
上 面 j 为 核子 与 中 子 系统 的 总 自 旋 . 
(2) 设 中 子 散射 长 度 算 符 为 
b= A+ BS, S, 
RF, A, BÆR, WHA, BAIA 
_ (S +Db' +S 
 2S+1 
p = 2-0) 
251 +1 
式 中 ， b+ 和 洲 分 别 为 j=S1+ 了 和 j=S1 -时 的 本 征 值 ， 即 散 射 长 度 . 


(3) 由 此 证 明 ， 当 中 子 波长 与 氢 原 子 的 两 个 质子 间距 相 比 足够 长 时 ， 对 于 氢 分 子 (总 自 
旋 量 子 数 为 D 和 和 氨 分 子 (总 自 旋 为 零 ) 的 总 散射 截面 分 别 为 


ai = ke +b)” +2(b* — b] 


A 


o= Tar +57% 
这 里 b+ 和 上 分 别 是 对 国定 质子 的 三 重 态 散射 长 度 和 单 态 散 射 长 度 (对 一 个 所 分 子 中 的 质子 
的 散射 长 度 是 固定 散射 长度 的 倍 ， 原 因 是 两 者 折合 质量 不 同 ) 


解 (1) 因为 J =S + 5S, ， 所 以 有 
J?'=(S +S,)-(S+S,)=S2+S2+28, .S, 
EVEJ’, S, S 的 本 征 态 ， 本 征 值 分 别 为 U+, S(S +D, SS+), WE 
1 
SS2y =; [22 - St -Sy 


= ig +D-S(S+D-S,(S, +D]w 
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因为 中 子 自 施 5 = 上 ， 所 以 j=51+ ， 代 人 上 式 有 
Ls, j=% +> 
[JG +D- SCS + — S,(S; +D)] = 
-3681 +), j=& -> 
(2) 设 |+) A b AREER bt 的 本 征 态 ， 则 有 


b|+) = (A+ BS, - S.)|+) -[as255])=2]) 


1 
2 


Bi 
I + 
A+ZSB=b (1) 
类 似 有 
A-7(5 +DB= 太 、 2) 


由 式 (D， 式 (2)， 可 得 i 
_ (S+ Db* + Sb 


A 
231 十 
+ 一 
B= 2(b ~b) 
26, +1 


(3) 当 核 子 系统 为 一 个 质子 时 8 =>, 所 以 有 
A = G +b)  B=b* -b 


当中 子 被 氨 分 子 散 射 时 ， 每 个 质子 都 是 各 自 的 球 对 称 散 射 波 的 中 心 . 当中 子 波长 比 两 个 质 
了 于 间距 长 时 ， 两 个 散射 波 是 同 相位 的 ， 因 此 分 子 的 散射 长 度 算 符 是 两 个 质子 散射 长 度 算 符 
之 和 ， 即 

baa =2A+ BS .5S, 
这 里 B54 两 个 质子 的 总 自 旋 算 符 , 它 的 本 征 信 对 于 所 分 子 来 说 为 1, 对 氨 分 子 来 说 为 0. 由 


(可 知 ，8S4 $2 的 本 征 信 为 了 [Xj+DD~54(52 -D-5,(8,+D], BE j 是 所 分 子 与 中 子 


的 总 自 旋 . 所 以 对 氨 分 子 来 说 ,5 = j= 了 或 7， 这 时 Ss . 52 的 本 征 信息 
1 3 

LT ，， > 153 

3Li +D)~Ss (Sy +D—S,(S, +D]= 2 


-1 /= 二 
当中 子 被 氨 分 子 散射 时 ， 氢 分 子 可 以 处 于 两 个 / 值 的 所 有 态 ， 每 个 / 值 的 简 并 度 为 2741 
即 当 ) -了 时 ， 简 并 度 为 4; 当 j=3 时 ， 简 并 度 为 2. 因此 Sy- S, 的 平均 本 征 值 必 须 经 过 加 
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权 平 均 后 获得 
1 1 
(S sa)= 3x (43)-2%0]-0 
同样 可 求 出 ({S4 -$2) 的 平均 本 征 值 为 


1 1 1 
((sə 82) ) = 4x4] xD -3 
综合 上 述 结果 ,由 于 测量 的 微分 散射 截面 是 (5wo)? 的 平均 本 征 值 ， 所 以 对 于 氧 分 子 而 育 , 有 


(lba)? = ((24+ BS; $2) ) 


=44? +44B (S3 S2) + B?((S» :$2) ) 


=OP OY G 
类 似 对 于 氨 分 子 ，S》 =0， 所 以 有 
(Cono y) =4A2 = rer +57)? (4) 


因为 总 散射 裁 面 是 ((bnw)”) 的 4r 倍 , 同时 上 面 公式 中 的 矿 , 刀 都 是 一 个 固定 质子 的 固定 散 


射 长 度 ， 考 虑 到 氢 分 子 中 的 每 个 质子 散射 长 度 是 国定 质子 散射 长 度 的 3 ， 因 此 有 和 握 分 子 的 
散射 总 截面 cr 为 


Cr = (ba)) 


将 式 (3)， 式 (4) 代 和 人 上 式 ， 即 得 到 所 求证 的 结果 . 
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81 关于 吸收 或 发 射 一 个 光子 的 原子 态 在 电 偶 极 作用 时 的 选择 定 则 


题 8.1 (D 对 于 吸收 或 发 射 一 个 光子 的 原子 态 . 叙述 电 偶 极 选择 定 则 . Q) 用 光子 的 
轨道 角 动 量 ， 自 旋 ， 螺 旋 度 和 宇 称 解释 这 个 选择 定 则 . (3) 用 Boh 模型 和 经 典 公式 


2 
P= 24 V2 g. s 单位 ) 
3c 


HEURT 2p 态 寿 命 作 半径 典 估 计 . He, h, c, afio 表示 你 的 结果 .PP 是 电荷 为 g 加 速度 
为 Y 的 粒子 的 辐射 功率 ,a 是 Bohr 半径 , “是 圆 轨 道上 的 角速度 . (4) 由 (3) 的 答案 , 2p 态 宽度 
为 多 少 电子 伏特 ? 
解 (1) 选择 定 则 为 
Al=+l, Am=+l, 0 
(2) 光子 轨道 角 动 量 为 0， 自 旋 为 1， 螺旋 度 为 二 il ， 字 称 为 “-”. 
由 角 动 量 守 恒 ， 得 
Al=0, +1, Am=+l, 0 
由 宇 称 守恒 ， 得 
Y=)" (lær) 
所 以 
Al=tl, Am=tl 0 


(3) 圆 轨道 


e? 


— 号 


加 态 n=2 ， 根 据 平均 r= 了 [3o2 -JU+D]m ， 知 r= Sa ， 辐 射 功率 为 


2 2 4 
P-50.240 


3 c3 


RENES, REK 


ER 2 -(2 “made 
P \20) go \4) a 
=2.2x10 Šs 


2 .3 4 
@ r=*-(2) WP A 30x10-seV 
c 
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82 无 限 深 势 阱 中 处 于 n=1 态 的 电子 在 BCD) 作用 下 跃迁 到 2=2,3 的 概率 


题 8.2 一 电子 处 在 宽度 从 x=- 到 x= 人 的 一 维 无 限 深 方 势 阱 的 x=1 本 征 态 . t=0 


时 在 x 方向 加 一 均匀 电场 E， 直 至 +=t 时 撤去 ,利用 含 时 微 护 论 计算 在 :>t 时 电子 分 别处 
于 n=2 及 n=3 的 概率 PM P. 假设 < 二 A 指出 为 使 会 时 微 护 有效， 对 题 给 参数 有 
= 


什么 要 求 . 
a 
解 V= 0, P<; 
0; 其 他 

Y,a) = Zin (s+ ] 

a\2 

2 2 2 
Ta 3 n=1,2, 
H' = eEÉx 


a 
(m |H'|n ) a nn (x+ jin x+ enar 
2 
a 
-fz ,ens Qu ~ 1 ) @ ma s] oos AET a x E) ntr 
a a 2 a 2 


E ? na mtm _ 
-le *-1]- le 十 


4eEa nm nen 
= -一 一 一 -2a GI C 1) PO I 
n (n? -n 232 zl ] 


Dyn == (Ë, -E)r 2 =n) 


Cs m= [ni eiA d 
k'k ido kk 


=L Hi -eonr) Ll 
h Ork 
对 于 1-> 2 
16eEa 3n? 
2A =- Oh, =— 
Q) I ont 


得 
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2 1 2 japiz -iat 
P, =|C;,,(z)| = z Ha(l-e i )( 一 e ) 
Kon 
233 2 NË 
16a eEm . | 3hr 
"|o J| M) Ga 
9r An 4ma 


P, =| =0 


对 于 1 一 3 (3jR'iD =o 


h 


gog. PARIA BREE. 


XF EIRE + < 


83 —# j 480 P 
题 8.3 一 个 质量 为 m 的 粒子 被 置 于 一 个 长 度 为 1 的 一 维 势 箱 中 . 其 本 征 态 定义 为 


p00= sn, 0gx<! 


n - z) ， Rh=+], 42,- 
假设 该 粒子 原来 处 于 状态 |n) ， 而 势 箱 的 长 度 在 时 间 ! < A/ E, 内 增加 为 2(0<x<2D. 在 此 
之 后 该 粒子 处 于 能 量 为 ,的 本 征 态 的 概率 是 多 少 ? 

解 考虑 一 维 箱 的 长 度 从 ! 增加 到 21 这 一 过 程 . 题 设 1<<h/E,， 可 见 该 过 程 经 历 的 


时 间 非 常 短 ， 有 理由 设想 箱 中 粒子 的 状态 来 不 及 作出 响应 . 因此， 过 程 完成 后 粒子 的 波 


函数 为 
上 ma， O0<x<1 
w(x)=4N1 I 


0, I< x<21 
另 一 方面 ， 在 长 度 为 21 的 一 维 箱 中 ， 能 量 本 征 态 和 本 征 值 分 别 为 


和 (加 = -sin E, 0O<x<21 
n 
21 
, 2 
- (=) 及 一 土 +2 
m 


这 时 ， 对 应 于 能 基 ,的 本 征 态 是 加, (n = 2n). 
于 是 ， 所 求 的 概率 振幅 为 


2i Za, 
A= 4,00) = 2 f xsin? mx l 


1 
而 概率 为 


P=|4P =; 
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84 处 于 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 ， 在 壁 突 然 变化 时 ， 态 与 动量 的 变化 


题 8.4 一 个 位 于 0 到 ! 的 无 穷 深 势 阱 中 有 一 粒子 处 于 基态 . = /处 的 壁 突然 移动 到 
x=21. (l) 计算 粒子 处 于 扩展 后 盒子 内 基态 的 概率 . (D 求 扩展 后 盒子 中 该 粒子 最 可 能 占 
有 的 态 . (3) 假设 盒子 [0, 中 的 壁 突然 解除 ， 粒 子 原来 处 于 基态 ， 求 自由 了 的 粒子 的 动量 分 
布 . 

解 (1) 扩展 前 体系 波 函 数 为 


Paz, xe|0,1]| 
y(x)=4 Y] I 


0, 其 他 
扩展 后 体系 基态 波 函 数 为 
aE, xe[0,21] 
gw N 也 
0, 其 他 
所 求 概率 为 
wo 2 32 
ñ - 29 awo = 
(2) 先 计 算 第 一 激发 态 上 发 现 粒 子 的 概率 
o 2 
B= aow] = 
ag, xe [0,21] 
ÁQ)=4 ií 
0, 其 他 
所 以 粒子 处 于 第 一 激发 态 的 概率 最 大 . 
(3) 动量 为 p 的 自由 粒子 波 晃 数 为 
l jp 
Vm 
所 以 
_ L pz/ 有 
Y(P)= [ep a) 


l 1 i 2 . TX 
= | dx—=—e >= Boin 
L, V2nh l l 


] -i Hir 
= l+e ipl/h 
Vi [ [arpan 


动量 的 分 布 概率 为 
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2 21 z) 
=— “一 ”|1+cos 忆 |. 
wa anp y ( cos, 


8.5 AT. ELTER 在 突变 后 基态 的 变化 


885 一 个 质量 为 m 的 粒子 处 于 一 维 谐 振子 执 阱 中 ，V = 了 kr?. (1) 粒子 最 初 处 在 基 


态 . 弹性 系数 突然 增 倍 (k 2X) ， 这 样 新 的 势 阱 就 是 VW =kx?, 测量 粒子 能 量 . 问 发 现 粒子 
在 新 势 阱 只 的 基态 的 概率 是 多 少 ? (2) 弹性 系数 和 (1) 中 一 样 突然 增 倍 ， 所 以 Vi 突变 为 V, 
但 是 新 势 阱 中 粒子 的 能 量 没 有 被 测量 . 而 是 在 经 过 了 了 时间 后 弹性 系数 突然 回 到 了 初 值 ， 
间 了 为 何 值 可 以 使 粒子 态 完全 回复 到 V: 阱 的 基态 ? 

解 (1)k 没 有 变化 之 前 粒子 的 波 函 数 为 


1⁄4 
L [mo "2 
| J ° 


上 变 后 ， 若 态 仍 处 在 新 的 势 的 基态 ， 则 


1⁄4 1 
, 1 的 2 


这 样 跃迁 矩阵 元 为 


Akk, IA o, >Ü = V20 
， 2 ( y2 (V2 212 
2 = a =q a 
y (Q +@) 了 CV2+Da 


21⁄4 
=242(V2 -1 


34 


所 以 ， 处 在 %(z 的 概率 为 242(V2 -1. 
(2) 不 去 测量 能 量 就 没有 破坏 量子 态 ,1=0 时 w(x,0)=yo(x) , w(x) 是 入 的 本 征 态 . 按 
到 的 一 套 本 征 态 展开 
TAERU E AR G)|w,) 


Wp 用 了 重复 指标 求 和 约定 
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这 样 有 . ` sr 

VED =e yx,0) = e y O yh CONyo) = e n olyod ys (x)) 
因 yo (2) 为 偶 字 称 ， 所 以 
m=2n+1 


m=2n 


=0, 
(oem x0, 
这 样 有 


wT) = Van ON inl po art? 
Elya), RAEE EL z /h=2Nzn+C(N 为 自然 数 ，C 是 常数 ). 


对 任何 闫 值 均 满足 才能 达到 ， 但 


E, Car 


所 以 要 对 任何 mw 有 
(omst Je = 288 + c 
使 C= 有 
2m@iT = 2Nz 
所 以 
2ofr=2N , rN N=0,1,2,... 


即 >= w |. 才 可 以 使 态 100%3852F2| yo O). 


86 一 维 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 ， 当 墙 突 然 撤 除 时 ， 能 量 与 动量 分 布 


题 8.6 一 个 在 x 方向 上 运动 的 粒子 被 两 堵 位 于 x = 0 和 x = a 的 墙 束 缚 在 中 间 ， 如 果 
粒子 处 于 基态 , 它 的 能 量 是 多 少 ? 设想 墙 忽然 被 分 开 相距 无 穷 远 ,粒子 动量 信和 在 p 到 p+ dp 
间 的 概率 是 多 少 ? 这 样 粒子 的 能 量 是 多 少 ? 如 果 结果 与 原先 的 基态 能 量 不 符 ， 你 如 何 看 待 
有 关 能 量 守恒 的 问题 ? 

解 ” 初始 时 粒子 被 束缚 在 x=0 和 x=a 之 间 ， 基 态 波 函 数 


Buz, 0<x<a 
Yo = a a 


0, 其 他 
242 
EA o EAA 
2ma 
HARRIEN, ERAR, TORETE 
不 及 改变 ， 仍 保留 为 原来 的 形式 . 但 由 于 拆除 墙 之 后 的 Hamilton 量 已 不 同 于 拆除 前 的 ， 这 
个 原来 形式 的 波 函 数 并 不 是 新 的 拆除 后 的 Hamilton 量 的 本 征 态 , 所 以 拆除 后 的 问题 是 : 把 
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二 述 基态 波 函 数 作为 初 条 件 ， 求解 自 了 | 月 = z) Schrödinger 方程 . 这 个 原来 的 中 


中 基态 的 波 包 要 弥散 ， 以 至 当 + 一 % 时 成 为 空间 均匀 的 概率 分 布 (但 却 处 处 为 零 ). 
于 是 这 个 初始 的 波 包 转 到 动量 表象 (p= Ak), 


_ 1 a 2 TX ip far _1+ ea 
vo- fi sn Pi dx= h a) w 
在 将 势 阱 完全 撤除 的 瞬间 ， 动 量 在 p — p+ dp 内 的 概率 为 
cos? £Z q, 


ga 


flpydp= (wp +wp) = Tamia Pz0 
pay -n 


=w dp = 4-2_ 
f (0)dp = |y (0) dp 4-5 
2 
FRIRE RAAS Hamilton B| 2 = E- | AEA 故 其 能量 抽 平均 信 厅 用 这个 作 
为 初始 条 件 的 波 包 计算 ， 即 


2; pa 
o h22 cos (2) 
B- A k Ak an 2 


0 2m h Kpa} -rF 


2 y cos (2) 242 
h Ñ 2J, h 
0 


d(hk) 


OI O 2ma2 


这 里 利用 了 式 中 的 定 积分 为 开 这 一 事实 . 


这 就 是 说 ， 在 突然 地 ， 完全 地 并 内 这 种 无限 深 方 的 过 各 中 ， 系 统 能 重 不 变 . 这 显然 
是 对 的 ， 因 为 


a * 2 
撤除 前 : (volHi lwo)= f Vo Zvod 
撤除 后 : (wo)|H=|wo))=(wolexp(ugar/n) Hg exp (~iHigt/A)lyo) 
a ap 
=(wolHislwo)= f Ewodr 
是 相等 的 . 当 墙 缓慢 外 移 直至 相距 无 穷 远 ， 或 当 墙 并 非 无 限 高 而 突然 完全 撤除 这 两 种 情况 
下 ， 由 于 粒子 与 墙 的 能 量 交换 ， 撤 除 前 后 粒子 能 量 均 要 发 生 改 变 . 


87 ”带电 谐振 子 在 突 加 均匀 电场 中 的 跃迁 概率 


题 8.7 处 于 基态 的 一 个 带电 谐振 子 上 突然 加 上 一 个 均匀 电场 ， 试 求 该 谐振 子 受到 此 
微 扰 后 路 迁 到 激发 态 的 概率 . 
解 ” 加 了 均匀 电场 之后， 带电 量 为 e 的 谐振 子 的 势能 为 
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2 ma? 


VO -了 ma x? +eEx = > (x— x) +A 


AF, x =eE/m@o?, A 为 常数 . 
由 于 微 扰 后 的 势能 仍 为 谐振 子 势 (只 是 平衡 位 置 移动 如 )， 所 以 受 微 扰 后 振子 的 定 态 波 
KANA- E . 


mo) 1 -wy [me 
men)= [加 ] Vm 2h H, (x— xo) Fg 
设 初 态 波 函 数 是 未 受 微 扰 时 的 谐振 子 基态 波 函 数 yo(x) ， 即 
ma -aaa 
Yo(x) = (z2) e 2 
MERWE REE y, (x 一 为) 态 的 概率 Po 为 


2 
[MA AE 


fo= 


2 


k 
CD 2 | ”es 的 Kas — ge 
2k nk! =- d 


上 式 中 4= xVmefh , ¿= xs Vmolh ， 并 且 考 虑 到 


see” TED 
BED" 人 


(1 


式 (1) 右 边 经 过 多 次 分 步 积 分 后 积分 式 变 为 
gi f etag = g tfre 2) 
将 式 (2) 代 入 式 (D 后 , 可 得 。 | 
ho= Tet ; K= ig =(eEF /2mhw? (3) 
作为 量子 数 天 的 函数 ， 式 (3) 是 Poisson 4, JtrF K E K YH. 
当 EIR, Kel, WINEN, A Bo 很 小 . 随 K 增 大 迅速 衰减 ， 最 大 概率 为 
Bos K; 当 E 很 大 时 ，KK 光 1， 激 发 振子 产生 的 概率 很 大 ， 该 振子 留 在 基态 的 概率 只 有 


= K 
Roze". 


88 基态 原子 受 急剧 冲撞 后 的 激发 概率 


题 8.8 处 于 基态 的 原子 的 原子 核 ， 受 到 急剧 冲 擅 后 具有 速度 w， 擅 击 时 间 为 * ， 假 定 
5 既 小 于 电子 周期 ， 又 小 于 a/u (a 为 原子 大 小 ) 求 该 原子 在 冲撞 下 的 激发 概率 . 

解 冲撞 后 ， 原 子 具 有 速度 x， 则 在 天 ' 惯性 系 看 (及 ' 系 为 冲撞 前 、 冲 撞 后 的 原子 静止 
参照 系 )， 由 于 冲 擅 时 间 = 很 小 (r <a/u) ， 故 可 认为 冲撞 过 程 中 原子 位 置 几 乎 没有 移动 ， 
mam, K 系 中 的 电子 坐标 与 冲撞 前 参考 系 K 中 的 电子 坐标 相等 . 冲撞 后 的 原子 波 函 

(K' 系 中 ) 
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Wo =o oa Fn) 


式 中 ， q= ， 为 各 电子 的 坐标 ,而 yo 为 原子 未 动 时 的 基态 波 函 数 . 式 (8.8) 可 以 展开 为 
不 同 激发 态 的 又 加 ， 释 加 系数 的 模 平方 即 跃迁 概率 ， 因 此 有 


(rafa Zr) Di 


RP, |w). vo) 都 是 相对 尺 系 的 原子 本 征 态 . 特别 当 ga <1 时 ， 积 分 函数 中 指数 因子 可 
以 展开 ， 只 保留 二 项 的 话 ， 再 考虑 到 |yi ) 与 |wo) 的 正 交 性 ， 最 后 可 得 


2 
(rla : > n) 


89 氢 原 子 受 到 突然 冲撞 后 激发 和 电离 的 总 概率 


题 8.9 求 氧 原子 受到 突然 “冲撞 ”后 激发 和 电离 的 总 概率 (参考 上 题 ). 
解 激发 和 电离 的 总 概率 为 1 减 去 氢 原 子 仍 留 在 基态 的 概率 , 因此 总 概率 可 以 如 下 
计算 


Bo = 


Ro= 


ñ 2 
P=1- Ro -1-| II viererdy| (1) 


式 中 ， Ro WIRFT. HEURTER yo =e (a= Bobr 闪 色 ) 
Ta 


代入 式 (1) 中 的 积分 部 分 ， 有 
f yee ddV = f -oreerigremer2drsin Odd 
xa 
-— Í! _ (2) 


p l. Y 
1+ 一 
(3) 


P=1- Ry 二 了 一 


将 式 (2) 代 入 式 (1)， 可 得 
1 


(iee) 

4 

当 gqa <lit, Paga TFE; "4 qa> lB, P=s1-(2/qa) 38 1. 
810 恒定 微 扰 势 作 用 下 由 wy 到 w 们 的 跃迁 概率 


题 8.10 设 有 一 系统 , 在 != 0 时 刻 处 于 两 重 简 并 能 级 的 wo) 态 , 在 某 一 恒定 微 拢 势 V 
作用 下 发 生 牙 迁 ， 求 :时 刻 该 系统 跃迁 到 同一 能 级 的 wy 态 的 概率 . 
E ” 设 微 扰 势 了 在 wo 、 O ERRETA Vn, Viz, Va, Vz, BB 
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而 = 人 yy bj=k2 
则 由 入 期 方程 


1 
E” = n [Wai +V) + ho) | 


式 中 ,hw = V-V) + 4|v, 为 两 个 修正 后 的 能 级 差 . 再 由 简 并 微 扰 论 可 得 两 个 零 级 
近似 波 函 数 

y) = Cy + Cy, EQ) -并 [ww， +V) + hw | 
(1) 
psc rw B =I +a) -ho ] 


其 中 


由 道 变换 可 得 
(0) _ Cy -Cw 
CC - GC, 
(0) _ Gw 人 一 Ca 
”Ge -GaC 


引入 时 间 变 化 因子 后 ， 与 时 间 有 关 的 波 函 数 为 


ieor i gD y 
€ r, (0) (0) 
W(r,)=——— — Cy en Ce h 2 

(D el 2 2 | @ 


Hrot, POs. 将 式 (1) 代 入 式 (2), YO 变 成 好 0 与 wy 各 HREAG, yO t fD 
前 的 系数 与 时 间 有 关 ， 而 % 函数 前 系数 的 模 的 平方 即 为 在 t HAREA yO 的 概率 ， 
即 
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2v D 
已 ; = re eso t] 


由 上 式 可 知 ， 此 概率 随时 间 以 频率 o) HRH. 


8.11 频率 满足 EL -EO = 有 (+a) (为 小 量 ) 的 周期 性 微 扰 对 本 征 态 的 改 
变量 
题 8.11 设 有 一 周期 性 微 扰 V = Fe wo + Fiir, HAR o mE EO -EV = 用 w+e)， 


e 是 一 个 小 量 . R Schrödinger 方程 本 征 值 为 EO 和 gO 的 本 征 态 受 这 种 微 扰 后 的 改变 量 . 
解 ” 受 微 扰 后 Schr6dinger 方程 为 


访 = (Ho +V a) 
令 解 表 成 以 下 求 和 形式 
= Zaw (0) (2) 
RH, yP 满足 下 列 方程 
By 人 
ih A = Hoyi” 


将 式 (2) 代 和 人 式 (D， 得 
WD 人 a avy (0) 


ERMAR yO 后 ， 全 空 间 积 分 ， 本 
ides = 2 Vnt (Pa, (3) 
式 中 
Vag (t) =V, e es! 
= Fp e (Gu ~w)! + Fr e (+e) 
很 显然 对 式 (3) 积 分 时 ,随时 间 变 化 频率 (@ — o) 越 小 的 项 越 重 要 , 故 略 去 所 有 其 他 各 项 后 ， 
我 们 得 到 两 个 联 立 方程 
ne = FE, piOn- a, = Fyn e" a, 
I (4) 


e ira 
Am 


作 变 换代 替 
a, eiet = b, (5) 
式 (4) 变 为 | 
iB, = Fmbs, iib, -ieh)= Fa, (6) 
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由 上 两 式 消去 a,, 后 ， 得 


b, 一 ie 有 +|E,,P b,/h? =0 
上 式 为 常 系数 二 阶 微分 方程 ， 解 出 义 后 代 人 式 (5)、 式 (6) 可 得 到 两 套 独立 解 


a =Ae@ a -Me™ 
n m F. 
和 ， 
al = Be e a= Bhae Mi 
Fon 
AF, 4、5 是 常数 , 由 归 一 化 条 件 求 出 ， a= +Q ， o = +Q, o- | +f , = 
E, h. 
因此 ， 在 所 给 微 扰 作用 下 ， 解 出 两 个 独立 解 
Wi =a, + an 


0 0 
y. = a +a 


TARE F = Cuy + Cay ,假定 该 系 统 在 t=0 时 处 于 9 态 , 由 初始 条 件 与 归 一 化 条 件 可 定 
出 C, C, ARR 


ier * 


=e? -E (0) _ 17 Tu (0) 
=e (coss 5 sin or) e 2 sin (2, (7) 
由 式 (7) 中 wo 前 系数 的 模 量 的 平方 为 


hf 
207 (1— cos 2.(2#) 


这 正 是 在 + 时 刻 发 现 系 统 处 于 yw 态 的 概率 . 此 概率 以 20 为 频率 振荡 ， 概 率 值 在 
0 到 | 7122 之 间 变 化 
当 e=0 时 (严格 共振 )， 概率 变 为 (1cos2nl) 在 0-1 间 周期 性 变化 . 


8.12 B HC) 下 作 绝热 演化 的 系统 的 含 时 波 函 数 及 Berry 相位 


题 8.12 设 含 时 系统 瓦 (9) 作 绝热 演化 , 初 态 为 对 应 E(0) MEEO). 由 于 演化 无 限 
缓慢 ， 这 时 有 |pw(z)) 存在 ， 使 得 下 面 准 定 态 方程 成 立 
HOJO) = EOJ) (1) 
(1) 证 明 此 时 初 态 为 |p(0)) 的 含 时 Schrödinger 方程 


.0 
nO nopo) 2) 
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fg |w (0) 可 以 表示 为 
yD) -erp [ecoar exptirO Yee) G) 
求 出 y(t) 的 表达 式 . 
D 这 里 相位 y(D) 包括 两 种 情况 ,平庸 情况 : y(t) 表达 式 是 可 积 单 值 的 ， 系 统 绝热 演化 
一 周 返 回 |p(0)) 时 ，y(z)=0(7 为 周期 时 间 )， 非 平庸 情况 VO 表达 式 是 不 可 积 的 ， 多 值 
的 y(7) #0 ， 这 便 是 著名 的 Berry 相位 . 试 分 析 平庸 的 y(D) 5 B EB 3828. 
f (1) 将 式 (3) 代 入 式 (2)， 有 


mae) = nf- roep- Í Bdr eptir JeW) 


re 二 r. Erjar l-i ZO exptiy(n|e(0) 


+e; | roar expiro EO L260) 


= nav) 
考虑 到 式 (1)， 上 式 第 二 个 等 号 的 左边 第 一 项 与 右边 的 一 项 可 以 消去 ， 故而 有 
20 o -全 “|o(D))=-~ Zee) 
用 (pt)| 左 乘 上 式 两 边 ， a on) A PE, 可 得 
A -ilo lao) 


Of 
lee)er (4) 


对 上 式 积分 有 


o= bol 
(2) AA (eG)|e(0) =1 为 常数 ， 所 以 有 
6 8 
AG) @())= [Zeo p(T))+ (eo 


Jao) 


=0 
在 一 维 情况 下 ， 定 态 波 函数 总 可 以 表示 为 实 函 数 ， 所 以 上 式 右边 两 项 相等 ， 套 而 有 
8 
(0 B e) =0 
Or 
由 于 式 (4) 中 的 被 积 函 数 为 零 ， 故 y() 恒 为 零 . 


813 ”原子核 衰变 后 ， 电 子 仍 留 在 区 轨道 上 的 概率 


题 8.43 MAR 8.13 所 示 由 于 衰变 ,一 原子 核 的 电量 突然 由 Z 变 为 Z. [BJA 
衰变 后 ， 原 来 在 罗 道 的 电子 仍 留 在 下 轨道 上 的 概率 是 多 少 ? 忽略 所 有 的 电子 之 间 的 
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OG 


题 图 8.13 
解 在 一 个 带电 为 Z 的 原子 中 ,电子 的 波 浮 数 有 这 样 的 形式 


Wz (7) 二 N23/2e-r/a 


式 中 ，4nZ3| PN e Zdr. 所 以 ,天 电子 留 在 原 轨道 的 概率 为 


|w. hy CD 站 = 


814 AB323064 8 E 35 2 83 


题 8.14 ”所 (可 放出 8 粒子 而 自发 家 变 成 He 离子 CHe'). 电子 离开 如 此 之 快 ， 整 个 
过 程 只 显示 出 核电 荷 从 Z = 1 变 到 Z= 2. 计算 He+ 留 在 基态 的 概率 . 
f ”He* 的 基态 波 函 数 为 


3/2 
yxae = 1 日 e2rfa 
s Vn 
T\a 


AP, a 是 Bohr 半径 . WH 体系 的 波 函数 是 olr) , 由 于 8 衰变 过 程 很 快 , 当 H 衰变 成 3He* 
时 ， 体 系 的 波 函 数 没有 发 生变 化 ， 所 以 发 现 3He+ 处 于 基态 的 概率 为 


lz) 


lolo 


3/2 
) ea 
3 2 
Í r exp (2e 
0 a 


本 题 设 H 处 于 基态 
-_ 工 ( 工 
?n= Vx G 


2 3/2 
( ) 
a 
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8.15 MARŽE, AT ls 或 2p 态 的 概率 


题 8.15 MERAH 3 的 氢 ) 具 有 放射性， 并 且 衰 变 成 质量 数 为 3 的 氨 核 CHe)， 同 
时 放出 一 个 电子 和 一 个 中 微 子 . 假设 原先 束缚 在 所 原子 中 的 电子 处 于 基态 ， 并 且 该 电子 与 
衰变 产生 的 He 核 结合 在 一 起 形成 :He' 离 子 . (1) 计算 ?He' 离 子 处 于 1s 态 的 概率 . (2) ?He 
离子 处 于 2p 态 的 概率 是 多 少 ? 

解 不 考 卡 氮 原 子 体系 约 化 质量 与 氮 离 子 体系 约 化 质量 的 微小 差异 ，?He' 离 子 的 Bohr 
半径 为 m/2 ， 于 是 


+ 1 2r _ . 
He ria, 
= Y, — e, m=1, 0, 一 1 
Pa Tn Jó(a 12222 aç 


(1) 发 现 He' 离 子 处 于 ls 态 的 概率 振幅 为 
164/2 


"me H3 _ 272 2 —r/a, _ 
A= [v is Yrd = Í, drre =- 
概率 为 


2 ,ff16 2 _ 
JAI =() =0.7023 
(2) 根据 球 谐 函数 正 交 性 ， 即 知 发 现 He "离子 处 于 2p 态 的 概率 为 零 


8.16 沿 x 方 向 极 化 的 热 中 子 束 通 过 一 磁场 ,证明 自 旋 是 S$ 的 本 征 态 (S, 是 自 
旋 沿 茶 一 随时 间 转 动 方 向 的 分 量 ) 


题 8.16 一 东 在 zx 方 向 极 化 的 热 中 子 束 ， 在 上 = 0 时 刻 通过 一 个 不 变 磁 场 B, 磁场 B 
沿 子 轴 方向 . (1) 证 明 中 子 的 自 旋 态 y(n) 是 算 符 $, 的 本 征 态 (S, 是 自 旋 角 动量 沿 (cos o, 
sin p,0) 方向 的 分 量 )， 这 里 = 2UaBx/#( 如 是 中 子 的 磁 矩 ) (2) 证 朋 这 一 结果 与 一 进 动 陀 
螺 的 经 典 结果 一 致 (3) 4 B= 10.00mT， 自 旋转 动 2x 的 时 间 是 3.429ps. 计算 u, 的 值 (用 核 
磁 子 表示 ). 


解 D 中 子 类 似 电 子 ， BRADEN. POR BESAR 9, SAREES MA 


相应 的 本 征 信 为 + 和 一， 中 子 的 磁 矩 m (我 们 取 正 量 ) 是 指 分 量 值 ， 它 的 方向 与 其 自 旋 
角 动 量 方向 相反 ， 可 以 设想 是 负电 荷 分 布 的 转动 
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在 := 0 时 ， 中 子 处 于 S KEEN + 的 本 征 态 ，(5; 是 自 旋 角 动量 沿 * 轴 的 分 
gO 
a+ 
万 
在 磁场 作用 的 区 域 ，Hamilton 量 H BERF 8. 的 项 ， 所 以 互 的 本 征 态 是 w 和 ， 相 应 的 
能 量 是 


E,=# B, Eg=-/nB 
这 样 用 时 间 演 化 算 符 作用 到 w(0) 上 可 得 
y(t) = i B exp(iot) (D 
这 里 
现在 我 们 考虑 方向 (cos p,sin o,0) , 即 在 地 平面 内 与 + 轴 成 p 角度 的 方向 . 相应 这 个 方 
向 的 Pauli 算 符 是 
Op =C0s p0, + sin po, (2) 
由 Pauli 矩阵 知识 可 知 
oa=p, oa=ip (3) 


由 式 (2)、 式 (3) 可 知 


Fpa = COS pO Q +SIN POG 


=(cosp +isin p) J =e?p 


类 似 有 f 
c, B =e ?a 
这 样 
o, 5 ( erip12w + ei? p) _ 5l eiP/2 8 L ee! a) 
Hsi 


plea +eio121) (4) 


是 co 的 本 征 值 为 1 HRES. 对 比 式 (0 与 式 (可知 yw) 
正 是 co 本 征 值 为 1 的 本 征 态 ， 而 且 有 


p=20t= Zan 


量子 力学 的 结果 是 在 xy PEP BDI 的 角速度 进 动 ， 
进 动 角速度 wi 为 


o, =20 = 6) 


(2) E 8.164 JAT DAZSIZNIDS, 当 角 动量 题 图 8.16 
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矢 贡 沿 +x 方 向 ， 而 磁 矩 沿 -x 方 向 ， 磁 场 忠 沿 z 方 向 . 这 时 作用 在 磁 矩 上 的 力矩 为 
G = HU x B = 4 Be, 


e, 为 > 轴 的 单位 方向 矢量 . KHR S A B Jz. A 8: E, ERPE Gòt W 
角 动 量 . 因为 中 子 已 具有 x 方向 的 自 旋 角 动量 也， 要 获得 所 要 求 的 角 动 量 , 可 以 让 8 在 加 


平面 里 转动 一 个 小 角度 89 ， 这 时 有 
了 hsin 80% 250 = Bë 
这 时 转动 的 角速度 为 
88 _ 24B 
Št h 
这 与 式 (5) 的 结果 一 致 . 
QL 称 为 Lamor 频率 . 通常 一 个 均匀 磁场 B 总 是 引起 粒子 磁 矩 绕 B 的 方向 进 动 ， 其 角 


频率 为 
@, =yB 


这 里 y 称 为 回 磁 比 ， 即 磁 矩 分 量 与 角 动 量 分 量 之 比 . 
(c) 设 加 是 自 旋转 动 2r 角 所 需 时 间 ， 则 有 


to h 
Bp 
nh -277 m-i 
Ha = =9.662x10” J.T =1.9134 
Bto 
讨论 ”对 $。, 5, 求 平均 值 可 得 
_ h  24,Bt _ h . 21, Bt 
(S$)=F3008 (5))=7sin 一 
与 经 典 图 像 类 似 . 


8.17 氢 分 子 通过 两 个 不 同 取向 的 Stern-Gerlach 仪器 后 各 分 束 分 子 数 的 比例 
题 8.17 1) SANTET ÁREA S =1) 束 沿 y 轴 运 动 ， 通 过 一 个 磁场 沿 x 轴 方 向 
的 Stern-Gerlach 实验 装置 ( 题 图 8.17) 分 子 束 从 装置 射出 后 ，M, =1 的 分 子 又 通过 第 二 个 


Stern-Gerlach 实验 仪 , 它 的 磁场 同样 沿 x 轴 . 一 个 常 磁场 召 沿 z 轴 方 向 位 于 两 个 实验 仪器 的 
通路 上 . 证 明 从 第 二 个 实验 仪器 出 来 的 Ms, =1 0, -1 的 分 子 数 的 比例 是 


i B 
-i j -l 
0 0 
y > 1 
M pad 
x s Ms 


题 图 8.17 
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cos4(ot/2) ， — 2sin2(at/2)cos2(ot/2), sin4(wr/2) 


RE o= 22, B/h t 是 分 子 在 磁场 如 中 的 飞行 时 间 ( u, 是 质子 的 磁 矩 . )(2) 当 处 于 B 中 的 路 
程 长 为 20mm， 分 子 能 量 为 25meV， 这 时 将 发 现 ， 若 磁场 了 ao + i)er 时 第 二 个 实验 
仪 中 没有 M, =1 的 分 子 出 来 ， 这 里 n 为 整数 . 由 此 导出 p 的 大 小 用 核 研 子 表示 (ortho S4 


子 中 的 电子 的 自 旋 是 反 平行 的 ). 

解 (1) ortho 氢 分 子 中 两 个 质子 的 自 旋 态 量子 数 5=1, 所 以 有 M, =1,0,-1. 由 于 分 
子 中 两 个 电子 的 自 旋 是 反 平 行 的 ,所 以 Stern-Gerlach 实验 仪 和 两 个 实验 仪 之 间 通 道上 的 
磁场 都 只 对 质子 的 磁 矩 有 作用 . 从 第 一 个 Stern-Gerlach 实验 仪器 出 来 的 & 的 本 征 值 为 
M, =1 的 本 征 态 可 视 为 是 刚 进入 磁场 BB 的 初 态 w《0), +=0 设 定 为 分 子 刚 进 入 磁场 的 时 
刻 . 我 们 必须 先 将 yO 写成 Hamilton 量 的 本 征 态 的 线性 组 合 ， 由 角 动 量 理论 容易 得 到 


v0 -t+ 
RP, ó, ñ, é, 分 别 是 S, 的 本 征 值 M, =10,~1 的 本 征 态 . ortho KATHE = 2 


(po 为 核磁 子 )， 所 以 我 , d, a 在 磁场 中 的 能 量 分 别 为 
E =-#B, b=0, E; = #B 


因此 ， 有 
vo= [a expiar) + JIk +ó expiar] 0) 
式 中 I 
e= 2 


h 
下 面 我 们 再 用 $; 的 本 征 态 的 线性 组 合 写 出 w(t) , 这 里 1 时 刻 表示 分 子 离开 磁场 B 的 时 
刻 ， 用 表象 变换 理论 同样 可 得 
YEA =G é +C tC 


_ e ñ + 26 +é á- ó -V2h +ó. 
=G 2 +Co 万 +C ar 3 
AF, A. Awo pui 分 别 是 5 的 本 征 态 . 


对 比 式 (1)、 式 (3) 两 式 ， 可 知 
CG, +C + V2Co = exp(iwt) 


C, +C ~ J2C; =exp(-iwt) a) 
C = C = 1 
由 式 (4) 易 得 
2 Ot . 2 Ot i , 
C, =cos > C =sin2 7’ Co = yp” ot (5) 


这 样 从 第 二 个 Stern-Gerlach 实验 仪 出 来 的 Ms = 1, 0, -1 的 分 子 概率 之 比 为 
iaf :|cof caf 
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即 
cos4 :2sin? Teos? z :sin4 a 
2) 当 @t=(24n+ Dr 时， 由 式 (5) 可 知 从 第 二 个 实验 仪器 出 来 的 分 子 中 没有 M, =1 A 
TRF n HRO. 由 式 (2) 可 知 ， 这 相当 于 


21B 
HB ,hp (9n4 Dn 
h h 


即 
m= 6) 
0 
这 里 
B, =1.80mT 
车 是 分 子 的 动能 ，d 是 分 子 在 B 中 经 过 的 距离 ， 则 
1 2_ m d2 
=l, = @) 


式 中 ,， 普 为 氨 分 子 的 质量 它 等 于 2 倍 的 质子 质量 mp. AROFA RARO), 有 


1⁄2 

mh | E -261 -1 
二 一 一 | 一 一 =1.424 x10 J-T =2.82 

Fp Bod 回 fn 


讨论 (1) 本 题 是 这 样 一 个 事实 的 直接 显 例 ，w(D 是 S, 的 本 征 值 M, =1 的 本 征 态 ,这 
里 的 So 是 自 旋 沿 (cos P,-sin o,0) 的 分 量 算 符 ， 


u 
=Ë pt 
P= 


言 之 ， 正 如 上 题 结果 ， 量 子 力学 的 计算 结果 同 将 两 个 质子 看 成 陀螺 在 磁场 力作 用 下 ， 绕 
着 场 方向 以 Lamor 频率 w=yB 作 进 动 的 经 典 图 像 一 致 . 不 过 这 里 的 回 磁 比 > = uh. 这 里 


的 进 动 方向 与 中 子 相 反 ， 原 因 是 质子 自 旋 角 动量 与 磁 矩 方向 相同 . 
D 当 自 旋 进 动 过 x 角 后 ,分 子 将 处 于 M, = -1 态 ( 相 对 于 x 轴 ) 这 一 点 我 们 也 许 能 通 


过 物理 直觉 猜测 到 ， 然而 如 果 犹 测 进 动 > 是 Ms = 0 的 态 那 就 错 了 ， 量子 力学 计算 证 明 这 时 


态 是 以 50% 的 概率 处 于 M, =0 以 25% 的 概率 处 于 M。= 寺 | 中 的 一 个 . 而 对 于 进 动 开 后 ， 其 
望 值 (8.) = 0. 


8.18 ”位 移 平 均值 的 变化 与 经 典 振 子 相 似 的 谐振 子 波 包 
题 8.18 一 个 质量 为 m， 角 频率 为 的 一 维 谐振 子 ， 在 1=0 时 初 态 为 
(0)= 7ln) 
和 
这 里 |n) 是 Hamilton 量 的 量子 数 为 4 的 本 征 态 , 求 和 从 n=N-$ 到 N+5 ,并 且 有 六 六 8>1， 
(1) 证 明 位 移 的 平均 值 按 正弦 规律 变化 ， 振 幅 为 (2hN /mw)】/?，(2) 将 上 述 结果 与 一 个 经 典 
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谐振 子 的 位 移 随 时 间 的 变化 相 比 较 . 
1 
= 一 一 一 一 , L 
解 (1) 因为 w(0) s l”) 所 以 


vO =y Th) rp E, 
-iZel (a+) 
Ri, E = n+ jio AiR. 位移 x 可 写 为 
x= g(a+t+al) 
RP, a, a 为 谐振 了 源 灭 、 产 生 算 符 ， TEAN 


2m@ 
位 移 的 期 望 值 可 写 为 
(x}=g (wola + atly) 


= 车 ("hp + at|n)expitw —n)@t) 


由 关系 式 
a|) = /n|n—-D), eh) pies). 
可 证 ,除非 n=n+1 ， 其 余 矩 阵 元 为 零 ， 所 以 有 
()=2 2V" exp(~iwt) + /n +1exp(ioD 
HARMS Pn H N-S SJN+S, BN>S>1, MYA 
as nais N. 


求 和 号 中 共有 2 2S+1=2S 项 ， 每 项 大 小 基本 相等 ， 因 此 ， 有 
SVnexp(-i@t) + Vnt+lexp(iwt) x 4SVN cosot 


代入 式 (1), 得 


(2) 经 典 谐振 子 运动 方程 为 


md x+ kee= 0 
d 


令 上 =mw?， 方 程 的 解 为 x= Acosot , 振子 总 能 量 为 


在 量子 计算 中 
E =- 人 x 地 jias Nho 
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(l) 


(2) 


(3) 


a) 
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2AN 172 2E 1/2 u | 
由 式 (4) 可 见 ， 量 子 振幅 与 经 典 振幅 相同 ， . 折 以 式 (2) 中 (x) 的 表达 式 与 式 (3) 中 的 经 典 结 果 相 


同 . 这 样 我 们 就 证 明了 一 个 大 数量 的 能 量 本 征 态 的 相干 组 合 ， 组 合 的 能 量 分 布 比 它们 的 平 
均 能 量 小 的 多 (L< S < N) ， 则 这 一 组 合 的 解 为 类 似 一 个 经 典 振子 . 


所 以 量子 力学 振幅 为 


819 ”处 于 基态 的 毛 原 子 系统 在 脉冲 电压 的 电容 器 中 经 过 长 时 间 后 处 于 2p 态 的 
比例 : 


题 8.19 一 个 处 于 基态 的 氢 原 子 系统 被 放置 在 平行 板 电容 器 的 两 极 板 之 间 . 一 个 脉冲 
电压 被 加 在 电容 器 两 极 板 上 ， 在 电容 器 内 产生 一 个 均匀 电场 


se=0, 1<0; 2=ee， 1>0 
(D) 证 明 ， 很 长 时 间 后 处 于 2p(m= 0) 态 的 原子 的 比例 (一 阶 近似 下 ) 是 
` 215 ae?e 


IO 让 (oz2+1/z) 
这 里 ao 是 Bohr 半径, ho JE: 2p A 与 基态 之 间 的 能 量 差 Q2) 处 于 2s 态 的 原子 的 比例 是 多 少 ? 
解 (1) 由 一 阶 合 时 微 扰 论 可 知 ,， 若 含 时 微 护 Hamilton EHO £ ¿= 0 时 ,作用 在 系统 
+. 系统 初 态 为 |k) 相应 的 本 征 能 量 为 E, ME t MIAIRE SIRE EA E; 的 | 力 态 的 概率 为 
of. xa | | 
c; EARE EG toneoner kaw 0) 
由 题 意 可 知 ， 本 题 中 有 o I f | 
HO()=es0zexp(t/t), 1>0 
其 中 电场 的 方向 沿 z 轴 . 
当 ! 一 时 ， 式 (D 变 为 


c= eella) F oa (ot) le 


由 于 其 中 时 间 积分 为 | 
”| L TO 
Í opl (io-t)e le = Hfi: i|| - iol 
; T 
eE0 : f 
C; = aU) :© 


ijk) 为 基态 ul0o ， DE 2p 态 xio ， 则 有 
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(j|z|k)= | uz21or COS Oujoo dV 
Lak 


2 1 r 
tio = RioYoo = Tir ap” exp| 一 一 


1 1 r r 
= Raio = 一 于 .一 一 一 一 exp| —— |cos8 
W210 = 421410 Jan (2a)? m | =J 


代入 式 (2)， 则 可 得 


(lz|t) = B= . zh” E arf cos 0sin040 
A | 


2 6 
a] 将 式 (3) 代 入 式 (2) 后 ， 最 后 可 计算 出 路 迁 概率 为 
-c= 
P= =y (o? +1/22) 


(2) MESEN 2s 态 的 概率 为 零 . 原因 是 wo 是 偶 字 称 态 ，xao 也 是 个 宇 称 态 
是 奇 字 称 算 符 ， 因 此 内 z woo 为 奇 字 称 ， 在 全 空间 积分 后 为 志 相应 外 了 天 
(jll) 为 零 放 路 迁 概 率 为 零 


8.20 证 明 路 迁 速率 为 了 的 原子 体系 的 辐射 能 谱 是 Lorentz 型 的 


题 8.20 一 个 原子 体系 能 够 产生 从 激发 态 到 基态 的 辐射 跃 迁 . HEDERA”, ， 证 明 
辐射 的 能 量 谱 是 Lorentz 型 的 且 角 频率 的 半 高 宽 等 于 y . 
解 假定 !=0 时 , 有 No 个 原子 处 于 能 级 为 E, asa 在 后 来 的 时 间 上 有 六 个 原 
子 处 于 |£) 态 ， 根 据 y 的 定义 有 - i 
dN =-yNdt 
上 和 面 方程 的 解 为 I 
N = No exp(—zt) 
即 发 现 原子 处 于 激发 态 的 概率 为 
P =exp(—yt) 
设 激发 态 |k) 的 波 函 数 可 写 为 
w(r.t) =u, (r)exp(—io,t) 
这 里 oy = E, / 声 . 当 考 虑 到 衰减 时 原子 的 波 函 数 可 写 为 
w(r,t)= C, (u, (r)exp(—io, ` “(1) 
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RH, OO 是 发 现 原子 处 于 天 态 的 概率 也 就 是 说 
Cy (t) =exp(—yt/2) ， t> 0 


将 式 (D 写 成 
w(r,t) =u, (r)f (8) 


f oO-ogl[ -io 


将 上 式 写 成 傅 里 时 变换 的 形式 ， 即 
f= zGo)expCCiondo 


MeO ER SO 中 存在 的 不 同 角 频 率 振动 的 强度 . 因为 
8(O) ec f f (nexp(liwt)dr 


oc K 一 ix rio] le 


1 


式 中 


27 -it — 0) 
所 以 
ROR: — 
CETA t” 
这 种 函数 形式 称 为 Lorentz 型 ， 定 性 地 说 它 类 似 于 Gauss M 
数 ,但 比 Gauss 函数 下 降 的 慢 些 , 当 四 = ow 时 函数 有 极 大 值 ， 
žijo -a| >y 时 趋 于 零 ( 厦 图 8.20). 
X o-o =+ 时 |8(o 站 下 降 到 极 大 值 的 一 半 ， 故 此 


题 图 8.20 Lorentz 型 的 频率 分 布 的 半 高 宽 为 y . 


8.21 Emr 介子 态 | 机) 和 |Ks) Em, R|) tE) 出 现 概率 
题 8.21 中 性 二 介子 态 | 及") 和 | 无") TAHE] |K,) 来 表示 
k22271 2112) 
Z°) = (IIR) 
EKIM AREER a =n, =U, BARRER meS m.c? .t=0 时 刻 
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产生 一 个 介子 ,|w(1=0)) =|K") , 用 三 () 表示 ! 时 刻 发 现 系统 处 于 |K") SHER, RON 
表示 处 于 |K") 态 的 概率 , R ñQ) BQ) 的 表达 式 , UN, y, me? 各 ?来 表示 (不 考虑 
CP 不 守恒 ) 

解 ” 对 亚 稳定 ，E= Eo - 


a 
Iw(D)= Hn am-in) 
‘oil (om)] 
-让 el ime %n)eo[ -3 J 
Ke)exp ime/h)exp( -2 z) 


Roro 


+| 


11 ima? _ ime? _ 2 
+ ime /B71/2 | prime tho t2 


2 
= 站 十 eft + 27 +y,)t/2 Cos ezme 


Bo = [z "wo 站 


2 
-1 [et pe 2e7hA2 cos (mi —m,)c“t 
4 h 
所 以 , 
2 
RO — Polt) =e 0r) co Ë — me t 


h 


822 已 知 跃迁 率 求 跃迁 发 射 的 能 量 比 与 能 级 辐射 寿命 


题 8.22 ”一 原子 四 个 最 低能 级 态 为 ( 题 图 8.22) 
Eo =-14.0eV, E, =-9.0eV, E, =-7.0eV, E, =—5.5eV 


Xi i —> j PKREBSEKIESE Aj (Einstein 系数 ) 为 E; 
E 

Ao =3.0x10%s7!, A =1.2x108s-! Ë H 
Ao =4.5x10 s. Ay =8.0x10" s7 E 

Ay =0, Ao =1.0x10 s! 题 图 8.22 
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所 发 射 的 能 量 比 . (2) 计算 能 级 的 辐射 寿命 . 
. 解 (1) 单位 时 间 发 射 的 能 量 为 . 
l (E-E A; 

因此 所 求 比率 为 

E, -Ep An _ 7 12 

E-E, À, 2 8 

(2) 自发 辐射 下 E, RER EKYE3] Eo $ E RER, 因此 在 由 时 间 内 E, 862087 nur 35 
为 
dN, =—(A + A )N2dt 


积分 得 
N, = Nooexp[-(4o+ A;13t] 
式 中 ，Nzo 是 上 = 0 时 处 于 瑟 能 级 上 的 原子 数目 . 平均 寿 z 为 
r=} [° . t(—dN,) 
Nag =0 ? 
_ 1 


= =5.0x10 s 
Azp + ho 


823 处 于 2p 的 所 原子 自发 射 辐 等 于 受 激 跃迁 概率 的 温度 


题 8.23 一 个 处 于 第 一 激发 态 (2p) 的 氢 原 子 位 于 一 空 腔 中 ， 当空 腔 的 温度 等 于 多 少时 
自发 肾 迁 概率 和 受 激 既 迁 概率 相等 ? 
解 ulla kusa aa pa 


z = e P Pl@n) 


m 
自发 牙 迁 概率 为 


2L inaf 


4e’ o? 
A2 = EYE 


要 求 两 者 相等 . 得 | 
n 3. 

+ =a 

用 黑体 辐射 公式 | 
1. 

Pa 


exp (hoy /KT)=2 ` 


T = 221 .176x105K 
kin2 . 
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824 基态 氨 原 子 在 弱电 场 巨 = Eue-mg(r) 作用 下 ， 处 于 请 =2 态 的 概率 


题 824 ”处 于 基态 的 一 个 氢 原 子 (由 无 自 旋 电子 和 质子 组 成 ) 被 放置 在 一 平板 电容 器 之 
间 ， 并 受 一 均匀 弱电 场 | | 
E=Ee 0) . 
作用 ,其 中 960) 为 阶梯 函数 8(1)=0, :<0 ; HOO=1, t>0. 求 经 过 长 时 间 后 ， 原子 处 于 
n=2 中 任意 态 的 概率 ,准确 到 第 一 阶 . 球 坐 标 中 氨 原 子 的 一 些 波 函 数 为 


1. . 
Feo 


Vio = 


1 _ r 
77/2 cos 0 


W210 = 
V32ra8 “° 


， orm sin oo 
t. 


一 个 有 用 的 积分 是 : 


WK -a _n!:. so : = 


` s. 
解 设 电场 沿 z 轴 ， 则 
H'=er-.E(t) =ezB( ` o 
由 选择 定 则 

(2s]H'|1s) = 0 =0 
因此 由 1s -> 2s 肝 迁 概率 为 — 
, Pis- 2s) = 0 
2p 态 三 度 简 并 |2p, m) ，(m=1 0, -六 ， 由 短 阵 元 的 选择 定 则 知 

(2p,1|8 1s,0) =(2p, -#1s,0)=0 

因此 ls 一 2p 的 跃迁 概率 归结 为 求 |s,0) — |2p,0) 的 跃迁 概率 . 

(2p,0|R'|1s;0) . 


_ _eE(D) 2r 3 
i N Í sp- 人] cos 8bsinbdrdgayg 


. 552. N + J! > 
=L [”op0|E'|1s0) ela 
Cap0as0 = 元 Í (2p0| 刀 ls0)eiexdr 


7 
-= 工 2 Zae s fe -tir €% dt (z=1/D>) 
“该 


_27vV2aem 1 
一 n 
> h 1 io, 
T 
因此 
215 2 2 e2Er 2 

Ris 32p) = =|czpo, sol = 302 + 2 r?) 

式 中 


1 3e2 
@21 =+ Kaur 


825 分子 转 动能 级 ， 电 偶 极 辐射 选择 定 则 及 频率 对 ,的 依赖 


题 8.25 设 有 由 质量 为 M 的 相同 的 两 个 原子 组 成 的 双 原 子 分 子 , 两 原子 相距 为 D. 分 
子 是 电极 化 的 且 绕 通过 质心 垂直 于 两 原子 联 线 的 轴 转 动 ,(1) 用 角 动 量 量子 数 和 其 他 力 
学 参量 表 出 分 子 转动 态 的 能 量 . (2) 导出 分 子 转动 态 的 电 侦 极 辐射 的 选择 定 则 . (3) 确定 转 
动 分 子 电 侦 极 辐射 的 频率 对 的 依赖 关系 . (把 答案 表示 为 J, M, D 和 其 他 必须 引入 的 普 适 


常数 的 函数 )， 
解 D 已 = 二 7? ，/7 是 总 角 动 量 算 符 ， 转 动 导 量 7 -了 MD?”，M 是 一 个 原子 的 质量 
故 
1 
E; =z + DA 
(2) 转动 态 本 征 函 数 即 为 球 谐 函 数 妃 , ， 设 电场 沿 正 z 轴 ， 选 择 定 则 为 
(m cos bi, #0 
由 于 
(J m" |cos8|J m’) 


1(J'+1— om titm), 
QJ'+D0QJ+3 T nõ 
(J'+m5)(J'—m") 
ter +1)(27'— pe” Anm 


AJ =J"—- J'=+1 
Am=m"-m =0 


所 以 选择 定 则 为 
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G) J 到 7~1 能 级 间 的 跃迁 


1 2 1 2 2Jh2 
ħho=AE =—— J(J + DR -— (J -DIR = 
MD? +b Mp MD? 
所 以 
_ 27h 
MD? 


8.26 ”一 维 深 势 阱 中 电 偶 极 跃迁 距 阵 元 及 选择 定 则 


题 8.26 (1) 一 个 质量 为 m 的 粒子 束缚 在 一 个 宽 为 [的 一 维 深 方 阱 势 中 (是 图 8.26(a)) 
求 在 势 阱 底部 上 粒子 基态 和 头 两 个 激发 态 的 能 量 ， 画 出 相应 波 函 数 . (2) 计算 从 头 两 个 激发 
态 到 基态 间 电 偶 极 唉 迁 的 距 阵 元 ， 并 解释 任何 定量 差别 (不 必 算 出 所 有 积分 ). G) 给 出 系统 
任意 两 个 态 之 间 电 侦 极 跃迁 的 一 般 选 择 定 则 . 


解 (1) 系统 能 级 为 


偶 宇 称 波 函 数 为 


奇 宇 称 波 函 数 


相应 波 函 数 图 如 题 图 8.26(b) 所 示 . 
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(2) BERERE F Einstein 系数 


第 一 激发 态 到 基态 的 IIRS S 
(x)p = yi 1 (x)xy,(x)dx 


1⁄2 
-2f xcos sin dr 
Į :-1⁄2 I 


2 SL SARRERETAN 


(x) = K [CDmyaCDdr 


2 


1⁄2 
= > 了 xcos cos3 dx 
1 -i112 I I 


第 二 个 矩阵 元 由 于 被 积 函 数 是 奇 的 ， 故 (x)s1 =0 ， 即 第 二 激发 态 在 电 偶 极 下 不 会 路 迁 到 基 


态 . 而 第 一 激发 态 在 电 偶 极 下 则 可 跃迁 到 基态 . 
O) 该 系统 在 电 个 极 跃迁 下 的 -> K EETA 
(aJe = f OW rd 


当初 态 与 末 态 同 宇 称 时 ， 被 积 函 数 为 奇 的 ， 定 时 (zw DE EBRR EEN 
为 同 宇 称 态 之 间 的 电 偶 极 路 迁 是 禁 式 的 . 


8.27 ERRA H H AA AVO) = 入 无 能 量 一 级 效应 及 电 偶 极 辐射 选择 
定 则 
题 8.27 考虑 一 维 无 限 深 势 阱 中 的 一 个 粒子 ( 题 图 8.27). 令 原点 位 于 势 阱 中 心 . (1) 所 


允许 的 能 量 是 多 少 ? (2) 所 允许 的 波 函 数 是 什么 ? (3) 对 哪 类 解 微 扰 势 AV(x) = kx 对 能 量 无 
第 一 级 效应 ? (4) 若 态 之 间 可 发 生 偶 极 辐射 牙 迁 ， 则 选择 定 则 是 什么 ? 


解 (D 所 允许 的 能 量 为 


(2) 所 允许 的 波 函 数 有 两 类 ， 一 类 是 偶 宇 称 解 
nos es n= 奇数 
a 2a 
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另 一 类 是 奇 字 称 解 


- 1 . anx 
y o= La g ; n= 偶数 

(3) 一 级 微 扰 下 能 量 为 
由 于 AV = 作为 奇 的 ， 其 对 角 乞 阵 元 均 为 零 . 也 就 是 说 ， 只 要 波 函 数 有 确定 的 宇 称 (不 论 奇 
偶 ) 在 一 级 微 扰 下 就 元 能 量 修正 . 只 有 对 宇 称 的 混合 态 ， 才 可 能 有 对 kx 的 一 级 微 扰 修 正 . 

(4) 侦 极 辐射 跃迁 与 (x),,, 有 关 

与 题 8.26 类 同 ， 只 有 不 同 字 称 的 态 之 间 暑 迁 是 允许 的 ， 同 字 称 态 之 间 的 电 偶 极 跃 迁 是 
ZER AS. l 


828 初始 为 5 函数 势 下 的 束缚 态 粒子 在 匀 强 电场 作用 后 处 于 非 未 薄 态 的 概率 


题 8.28 一 个 做 一 维 运动 的 , 电荷 为 4 的 粒子 , 初始 时 受到 位 于 原点 的 6 -函数 势 束缚 . 
从 t=0 到 t=7 这 段 时 间 内 ,该 粒子 受到 一 沿 匀 方向 的 匀 强 电场 so 作 用 . 本 题 的 目的 是 求 出 
上 >z 时 该 粒子 处 于 一 个 能 量 范围 在 E, #l E + dE 之 间 的 非 束缚 的 概率 . (1) 求 对 应 于 5- 函 
338 V (x) =—Aó(2) 的 归 一 化 束缚 态 能 量 本 征 函 数 . (2) 假设 非 束缚 态 可 


用 满足 箱 长 度 为 L 的 周期 性 边界 条 件 的 自由 粒子 态 来 近似 . REZA k ,| 
的 归 一 化 波 函数 O) ， 求 其 态 密度 ， 并 表 为 上 的 函数 D(D 和 自由 粒子 


能 量 及 的 函数 DE). (3) 假设 电场 可 以 当 作 微 搞 处 理 . 写 下 Hamilton o z 
ERRAND A: ,并 求 Pi 在 初 态 和 末 态 间 的 惩 阵 元 (k| 全 |0) , (4) 由 于 三 图 828 


弱 微 扰 哈 密 顿 量 ROJEN, MOS) ARKE |F) 的 路 迁 概 率 为 
+ 一 ， 2 

P, (=. f (rerea 
RP, Or = (Er -E/h. 求 1>7 时 粒子 处 于 一 个 能 量 范围 在 及 和 E, + aE, ZEER 


ñ 
态 的 概率 P(E, )dE, 的 表达 式 . 
解 (1) 能 量 本 征 方程 为 


K dy 
-m g2 SCW = Ey, E<0 

即 

d? 

ga Py+ Asay =0 
AF 

k= 2mlE| 2mA 

= 2 ° u= 

h h 


方程 两 边 求 积分 “dx(s 是 任意 小 正 数 ). 并 令 e-*0， 得 
w0) —w'C0) = ~Aow(0) 
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或 者 
KOO VD A 
wGO) y0) 


ASh, MA xx 0 KY Schrödinger 方程 解 出 
w(x)= ce 
于 是 


pao) eO) 和 


w0) w0) 


所 以 
束缚 态 能 级 为 


相应 的 归 一 化 本 征 函 数 为 


ya)= [Fl ET) 


(2) 设 非 束缚 态 可 以 近似 地 用 平面 波 e* 表 征 , 在 长 度 为 工 的 一 维 箱 上 的 周期 性 边界 条 


件 给 出 
expl ix 6] =exp (u z) 
Bp 
e+=] 
所 以 
kL = 2nmT, n=0, ti, +42,- 
L 


波 矢 为 上 的 ( 箱 式 ) 归 一 化 平面 波 为 
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注意 #0 时 能 量 EE 二 重 简 并 ， 则 动量 位 于 p 一 p+ dp 间隔 中 的 状态 数 为 


a D(k)dk = DE, )dE, 


波 矢 k， 能 量 及 与 动量 p 的 关系 如 下 


p RK? p? 
大 = 二， k = —— Z — 
h 2m 2m 
于 是 
L m 
D(k)=—, D 一 一 
(k) 27 (= = 2E; 


(3) 微 扰 Hamilton 量 为 
H, = 一 Q&E0X 


TUAR LRK, RPH EW, RERET EA (ko = mh/ 加 ) 
(k |o) = - 36 a 2 É dx xexp(—ikx — ko |x) 


_ _ q ta fil 一 三 dxexp( (ka — kolxl) 


_ higs, ( my 2 k 
WATA 2 下 
2, [| mA 
É (=) | 
(4) 为 明确 起 见 ， 将 微 扰 记 成 


0, . -oo<t<0 
Hi=i-géo0x, Ogtgr 
0, 7<f< -oo 


注意 到 总 是 常 微 抗 ， 所 以 !> z 时 的 牙 迁 概率 为 


P, (t) = 去 tla oj 


2 sin? (wryrt /2) 
(es /2) 


注意 到 态 密度 D(E,) MERET (k |H,|0) 的 表达 式 ， 以 及 (Er — E, = 非 束缚 态 能 量 -束缚 态 


= Kleo 
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能 量 ) i l 
2 
sin? Eje + (=) | 
sin2(orzr/12) _ 4m h 
2 TT 
全 
4m h 
即 得 所 求 的 概率 


P(E.)dE = Pr (DD(E: dE; 


2 3 

- — (642 _ m ko z J2mE, sin? hr 好 | 局 十 2 总 Jaz, 
hl k2 2mE, h 

Ki” 0 十 一 一 ” . 


mAY 
(16ge0)m ( za) 2 
=—— E, sin el ze) sant llar, 


2 
J| ay :| 


829 ERZA ho 的 两 能 级 原子 在 电磁 辐射 (频率 四) 作用 下 的 跃迁 概率 


题 829 设 有 一 个 两 能 级 原子 ， 它 具有 能 级 差 为 为 -局 = jmsz 的 两 个 态 履 和 |2). 一 
开始 ,原子 处 于 其 基态 | 站 , NERKA E =E, te) 的 作用 . (D 车 = ma 计算 
过 一 段 时 间 :后 ， 原 子 处 于 态 |2) 的 概率 . (2) 车 只 是 近似 地 等 于 co， 这 同上 面 的 情况 有 
何 定性 的 差别 重新 计算 上 述 概率 . 


H|) = Eh) =ha,|l) 
Ho|2) = E,|2) =ho,|2) 
Ji ER8B3HEFRIE , H=H;+H' 
H’ =—er -再 (eic +e”) 
REIER IA=H]), WERE =0)=). 设 解 具有 形式 
|= ale i+ ete |2) 
c1(0)=1, c2(0)=0 

则 

ih (ae e [iaae |1) + &e 12 |2) ico |2)) 

= cie aha |l) + ee ño, |2) + ce t H'|1) + ce H'a) 
化 简 得 l 
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iñåe l1) itet 2) = ce i% 1) + e H2) 
HER (| 81 (中 乘 这 个 方程 的 两 端 ， 得 
ihó =c, (| H'|I) + ee (er 1] gr|2) 
iè, = ee ene): (2| B'I) + o> (2|B']2) 
G| -ex.E, |D = haj, ERNUS 
iñå = o (eÍ! +e hay + eye i (ele! + ehan 
ihë, = qe (E + eiv ha + cy (e) + e`% han 
式 中 ， 用 了 记号 ml =@,- à. 
如 果 E, 很 小 且 ml ~ 只 时 ， 我 们 可 以 略 去 上 式 中 快速 所 葛 的 那些 项 ， 即 只 保留 含 
e (ry 的 那些 项 . 
ĉi = -jape a] 
6, = ia, gje (0 0) 
消去 cu， 得 出 关于 cz 的 二 阶 微分 方程 
| ë, = i(@>p —@)ó, 一 Gil2021C2 =0 
c,(0)=0, ¿,L(0)=-—ia,;e, (0) = —ia;, 
(D @=@u, Wanay =la =Q? ， 显 然 所 求解 为 
c, (t) = ig2L Q 2l sin Nt 


因此 在 时 刻 :处 于 态 |2) 的 概率 为 
|x (Ë =sin? 2r 
(2) (O zs Oz; 


Q= Ac! + Bei2-: 


At= | €n- ojt lon -0 alant | 


= (on 一 二 


AP 


H C2 (0) = 0， Co (0)= —ia,, 可 得 
—_ _ iay 21321, :oo 一 @O) |. A 
c, (t) = 了 — jein > t 
所 以 处 于 态 |2) 的 概率 为 


l; (p = ála sleat 一 全 sin 4, 
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830 已 知 HCI 分 子 在 用 收 线 ， 判 断 是 振动 跃迁 还 是 转动 跃迁 


题 8.30 在 HCO 分 子 中 观察 到 了 波 数 ( 以 cm ! 作 单 位 ) 为 83.03, 103.73, 124.30, 145.03, 
165.51 和 185.86 的 吸收 线 . 这 些 是 振动 牙 迁 还 是 转动 跃迁? 若是 前 者 ， 它 的 特征 频率 是 多 
少 ? 若是 后 者 , 它 所 对 应 的 7 值 是 多 少 ? HO 的 惯量 算是 多 少 ? 车 是 那样 的 话 , 估计 两 核子 
的 间距 . 

解 ” 由 双 原 子 分 子 光谱 知识 可 知 ， 像 这 样 波 数 间隔 近似 相同 的 谱 线 属 转 动 谱 不 可 能 是 
振动 谱 , 后 者 由 分 子 转 动能 级 等 间距 及 唉 迁 选 择 规 则 限制 只 有 一 条 谱 线 出 现 . 


2 
由 双 原子 分 子 转动 能 级 为 Ej = Fg +D 和 选择 规则 |AJ|=1 可 知 谱 线 的 波 数 间隔 为 


所 以 


2 2 
又 由 上 面 可 推 知 由 J — 了 -1 能 级 时 ， 谱 线 的 能 量 为 2727 = 二 7， 故 由 此 可 知 谱 线 的 
能 量 正比 于 J .这样 由 所 给 的 波 数 (由 于 巨 = hc? BTN E oc p BT l 


六 = Lem’) 跃迁 (7 >J -1) a(z em 
83.03 433 20.70 
103.73 54 
124.30 6>5 20.57 
145.03 7—6 20.73 
165.51 8—7 20.48 
185.86 98 20.35 


所 以 


_ 6.63x 10 34 
(2T x3.0x108 x 20.57x102 


=2.72x10 (kg .m2) 
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了 = HR2， A l=mal+ma, R 为 两 核 间距 
所 以 


R |= nar 
My Ma 


= d +35) Pe 
-| —s 2320 | 


=1.30x10 (m) =1.30(A) 


831 Æ H'O) = Boe 7 下 由 |9) 到 雪 态 的 跃迁 概率 
题 8.31 考虑 一 最 初 处 于 基态 |0) 的 任意 量子 力学 系统 . 在 ! = 0 时 刻 . 加 上 一 形式 为 
H'() = Hoe“" ”的 扰动 . 证 明 在 很 长 时 间 后 ， 系 统 处 于 态 | 的 概率 由 下 式 给 定 


OLANI 
(h/T)+(AƏ2 
AP, As 是 态 |0) 和 态 |) 间 的 能 级 差 . 指出 在 得 到 你 的 结论 过 程 中 应 用 了 什么 假设 . 


证 明 “应 用 仿 时 微 拓 九 迁 概率 公式 cot = farage 
1 r> ipt 一 
col) = J tense 7 人 ol0) 


1 


Ea) 


元 -iono 
— 1 = 
“Wp ras hl), AE = oh 
RH, As 是 态 |0) 和 态 | 间 的 能 级 差 , 所 以 系统 处 于 态 |) 的 概率 为 
_ _ o| H|) 


2 
Bo =l] = RIT? + (Ae) 


上 述 计算 中 假设 本 很 小 ， 从 而 可 作 微 扰 处 理 . 因为 所 用 的 跃迁 概率 公式 为 一 级 近 
似 解 . 


832 立方 鲍 中 的 带电 粒子 在 = Eoe ”作用 时 从 基态 到 第 一 激发 态 的 概率 


题 8.32 一 个 电荷 为 e 的 粒子 被 禁闭 在 各 边 为 25 的 立方 盒子 中 ， 给 定 一 个 电场 
0, 
E -| 1<0 a 为 正常 数 


E”, 1>0 
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0 垂直 于 盒子 的 某 一 面 . 4= 0 时 . 带电 粒子 处 于 基态 , 求 !+= 时 粒子 处 于 第 一 激发 态 的 概 
率 . 计算 到 思 的 最 低 阶 ( 可 将 结果 保留 在 无 量 纲 定 积分 的 形式 ). 


解 ” 取 势 如 下 
Ë. 0<x<2b, 0< y<2b, 0<z<2b 
V(x, y; z)= 
o, 其 他 


零 级 波 函 数 为 (在 盒子 内 ) 
[sa mny naz 
Vim Q y, 2)= sinsin sin 
基态 |111) ， 第 一 激发 态 |211),|121),|112) . 
W E = Eçe,, M) H'=-eExe % ， 于 是 
32b 


1 “25 f 
Gallx210= 二 上 xsin—=sin dx= -i 


(111x4121) =(111|x|112}=0 


所 以 
2 
p=- 《21 如 Mie [E Ja: 
242 
AE= 3n h 
8mb 


2 
p= 2 ] 
Ihn? 


2 
Í exp [z + AE J dt 
0 h 


(22e Saee K 
In? ] ah +AE? 


833 WT OR PHEA IH w O) £ F2]4, HRAT KA TE, 
概率 比 

题 8.33 一 个 “Al 核 被 束缚 在 自然 频率 为 中 的 一 维 谐振 子 势 阱 中 ， 记 各 态 为 
Wma = W (X), ， 其 中 yy,(X)(m=0, 1, 2, …) 是 谐振 子 势 场 中 的 本 征 态 ， 描 写 质心 运动 ; 
Mi ó, (e =0, 1,，2,…) 为 确定 核 的 内 部 状态 的 波 函 数 . 假定 核 一 开始 处 于 状态 A , 然 
后 衰变 到 基态 向 ， 同 时 在 x 方向 上 发 射 一 个 光子 . 假定 核 激 发 能 比 谐振 子 激发 能 大 得 
多 : 已 =(Esj -Eg0)> h0. (1) 发 射 光子 后 核 的 波 函 数 为 何 ? (2) 计算 相对 概率 Pi/Po， 
其 中 P, 是 核子 处 于 态 yo = w, Oh 的 概率 . (3) WE’ =840keV, ho =1keV, fit B/P 
的 数值 . 

解 (1) 注意 到 向 左 ( 负 x 方 向 ) 发 射 光子 后 ， 原子 核 以 一 定 的 速度 v= 二 -向 右 反 冲 . 
按 题 意 ， 核 应 处 于 随 核 一 起 运动 的 参考 系 中 内 襄 波 函数 的 基态 由 (z]. Ehr EMAR 
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中 的 坐标 x = x-vwt. 在 合 利 略 变换 下 ， 若 x =x-v, = ， 波 函数 按 下 列 方式 变换 


2 
mY , my ,| ，，， 
t) = 一 一 上 十 1 一 一 X,t 
W(x,t) ai zR i " J]. ) 


因此 ， 在 发 射 光子 后 ， 原 子 核实 际 上 处 于 态 
y(x,0) = e [i *] wo(x)éo, t=0, x= x 


(2) 
P = 


n 


(voly, OF 
(o exp ix ] 

2 
fs 


AP, heln). 利用 产生 和 消灭 算 符 ，x= ata), B 48 efe 
(A, B] 5 A. BF), 8 


(了 
| 


2 


at) 


ex i mea) 
h 


P= 


2 


) 


4o 


1 
B t, Bj 


m 2 I ~ n 
2\| > 2ho 2ho 2 2ho 
= _ my tymi _ MY I 
e| J m! p elea lo) | >J "ms 
即 
n 
1 1m? 1y? 
P, =—|2— | exp| -2 
n!) ho P 
所 以 
P *2 2 
BR_m Bo (840ke V) 1 A4102 


2ħ@o 2mcho 2x27x931.SMeVxlkeV 


. 564 . 量子 力学 


834 jk 4 原子 从 34 态 误 变 时 发 射 光子 的 波长 及 衰变 寿命 


题 8.34 考虑 一 个 4 子 被 铝 核 (Z = 13) 俘 获 的 情形 . 染 子 进 和 人“ 电子 云 "的 内 层 之 后 ， 
它 就 与 铝 核 形成 一 个 类 氨 上 原子， 4 子 的 质量 为 105.7 MeV. (1) 当 这 个 上 原子 从 3d BEF 
时 ,计算 所 发 射 光子 的 波长 (A). (2) 注意 到 3d 态 氨 原 子 寿 命 为 1.6x10*s 这 一 事实 ,计算 
3d 态 的 上 述 4 原子 的 寿命 . 

解 (1) 牙 迁 概率 最 大 的 是 34 2p. 在 非 相对 论 近 似 下 ， 我 们 求 出 光子 能 量 为 
105.7 1 1 


Ë 一 z) =66 690e V 
0.51 2 3 


去 -去 )-136x13x 
3 


4= 二 = 一 =- 全 -一 一 -186xl109cm 
v hv 66 690eV ' 


(2) 自发 辐射 系数 


Axo laf, z< A`! 


注意 到 |nw| = ， 则 我 们 得 出 3d 态 几 原子 寿命 为 


3 2 3 
n: a  = toz re am 
m, 
=en = LSL .16xl10-8s=772x10-18 


mn? 1057 


835 ERIP ka +y +) 中 运动 粒子 在 小 磁场 下 能 级 修正 及 微 扰 势 
Axcosot 下 的 跃迁 


题 8.35 一 个 质量 m, 电荷 e， 自 旋 为 零 的 粒子 在 吸引 势 上 x? + y2 + 22) 中 运动 , 略 去 
相对 论 效应 . (1) 求 三 个 最 低能 级 E, E, E,; 在 每 一 情况 下 说 明 简 并 度 . (2) 假设 粒子 受 
到 一 个 z 方 向 的 ， 小 的 常 磁场 B 的 微 扰 . 仅 考虑 未 微 扰 能 量 5, 对 应 的 态 ， 求 出 能 量 的 微 扰 
修正 . (3) 假设 小 微 扰 势 Axcosot 在 (1) 中 不 同 的 态 之 闻 引 起 跃迁 . 运用 比较 方便 的 简 并 态 
基 ， 详 细 确 定 允许 的 既 迁 . 略 去 正比 于 A? 的 效应 或 4 的 更 高 次 方 的 贡献 . (4) EOOH, E 
设 1=0 时 粒子 处 于 基态 . 求 在 1 时 刻 能 鲁 是 互 的 概率 .(5) 对 于 没 受 微 扰 时 的 Hamilton 量 ， 
哪些 是 运动 常数 ? 

解 (1) 在 直角 坐标 系 中 ， 运 动 方 程 为 
82 3? 


82 
Eear + y :| y,z)= Ew(x, y,z) 


WERZA RRT, REMEE 
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Ey =E +E, +E, =S ho+(+m+mho 
w= V2k/m N=l+m+n=0, L, 2,... 
3 
EDA E, = ho= S h2km ， 没 有 简 并 ; 


5 
E, =Tho=Sh02kIm , 简 并 度 为 3Wioo，Wolo，ywool ) ; 


7 7 
B= ho= 7hN2k/m ， 简 并 度 为 6(y200, Vow Vo Vuo Vior Won). 


在 球 坐标 系 下 解 得 
Wn (7,0,9) = R, 1(r) Yn (0,9) 


2442 (21 + 2n, +1) 


1⁄2 py 
la 2 _ 2 .2 
Van ONP | ”De Mtr 


| 


0, 2, =, N, NR 
l= 一 = 
N -2n, | a N, NÄ 
简 并 度 
fy SEN +DN+2) 
(2) 对 于 小 磁场 ， 有 
H -Br 
2mc “ 
选择 球 坐标 系 ， 有 
Enim = En -P mwh ` 
mc 


所 以 对 于 已 能 级 所 对 应 的 态 ， 能 景 的 修正 分 别 为 
E200 = Eso 


eB 
Em = Ey “ne” 


eB 
E = Ey 一 Fme h 
mc 
Em = Ey 
eB 
En = Ey + Img” 
mce 
eB 
En- =E +—h 
mc 


简 并 度 部 分 解除 四 条 能 级 发 生变 化 . 
(3) 此 时 五 = Axcosot. 取 直 角 坐标 系 中 三 维 谐振 子 的 表示 ， 册 考虑 到 4 的 一 阶 时 的 
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微 扰 贡献 为 
(mn |H'(x, Donn) = 6, 6, (TH Cx, p|) 
= ACOS tÔ mon (l |x]I) 


-somo 有 lina tfia l- Ja m'm Ón 


式 中 ，Q = mJ2kIm1h =(2mlh27t GX E m ERE). 得 到 跃迁 的 选择 定 则 
Am = An=0 
Al=+] 
(a) 显然 只 有 Woo 跃迁 到 如 o ， 所 以 


10 


2k , 
ae, o= fE, tater) 


t . 1 t : ; P 
[Í cos ore “di = 5 ñ (et +e™™ edt 
0 


2 
I . 
Í cos wte' 2! dt 


A2 
2k 


1 | étek 1 ©i( oo) _1 

Al O+ o-o | 

对 微观 世界 ， 通 常 w，w' 很 大 ， 则 只 有 当 w ~ wy 时 ， 上 式 才 有 显著 贡献 ， 所 以 
A sin fo 一 o)t/2] 

Bah? [Ko 一 0)/2 


Ro = 


当 上 充分 大 时 


Ant ==) Ant 
Po =——ó| —— |=—ó(@'— o 
10 Z [ 2 jan, ) 


(5) 能 量 ， 角 动量 ， 角 动量 第 三 分 量 ， 宇 称 征 运动 常数 


836 质子 系统 在 恒 磁 场 及 旋转 磁场 作用 下 ， 系 统 的 自 旋 波 函数 


题 8.36 一 个 质子 系统 处 于 一 稳定 的 沿 z 方向 的 均匀 磁场 吾 中 , 在 获 平 面 上 有 一 旋 _ 
转 磁场 B 
B'=B'coswte, — B'sin ote, 
(1) 证 明 系 统 的 Hamilton 量 为 
H =H +H” 
式 中 


1 
HO =- POLO, O, = yPB 


1 、 
HO = m7400 cosæt -o sinot),  @'=ypB' 


第 8 章 含 时 近似 方法 与 跃迁 - 567 . 


式 中 ，o,、o, 、a: 是 Pauli 自 旋 算 符 ，yp 为 回转 磁 率 . 


(2) 设 系统 的 自 旋 波 函数 为 
w(t)= C, exp(io,t/2)G@ + Cp exp(~i@t/2)p 
、 有 J 为 0, 的 本 征 态 ,证 明 Cs 和 "ç 满足 下 列 关系 
dC, 
dz 


ics - liw’ex (—iqt)C, = 四 一 
dt 2 POIGE) Ca? q OL 


(3) 车 :=0 时， 质子 系统 都 处 于 a 态 ， ar z 时 刻 
lof = o? 7 sin ‘(Vg +o 2442) 


(4) 3⁄4 FID3869|c, (OP 的 表达 式 与 一 阶 微 护 求 出 的 表达 式 相 比较 . 


R (1) 质子 的 磁 偶 极 矩 为 yp(h/2)o, ， 所 以 有 


HO =~yp Bo, = 00, 


HO = = Ë Bio, cost -osin ot) 


hh , : 
=——%@'(G, cosot— c, sinwt) 
2 y 


(2) BAHO 的 本 征 态 为 w 、B ， 相 应 的 本 征 值 为 


h h 
E.=-~@, Es== 
a za f 2 


系统 的 Schrödinger 方程 为 
Sw l yy- eg, rO 
PY miid PAGH +H y (1) 
设 其 解 为 
y=Coexpliw t / 2)G@ + Cpexp(-iwmt/2)p (2) 
因为 有 关系 式 


G,#@=B, csi, ca=a 
ob = a, oyp=-ia, c,B=-B 


Ha= -Žo orexp( i) £l 
Hp= -tia +@'exp(iot)z] 


将 式 (2) 代 入 式 (1)， 并 利用 式 (3)， 可 得 


G3) 
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C, expli@ t/2)G + Ép expl -iot DE 
= sie explion)C go + Fie'exp(-ior/ 2)C, 0 
由 上 式 ，w 、B 的 系数 分 别 相等 ， 可 得 
Ċ, = S ieexp(iqn)C 6 (4) 
co = Zie'exp(-ia)C, (5) 


WF, q=o- ok. 
(3) 在 式 (4)、 式 (5) 两 式 中 消去 Cx Ca 可 得 C, 的 微分 方程 


. 1, 
Cp +igCp + Ce =0 
其 两 个 特 解 为 
Ce = expli|-a+ vq +e) |2} 
通 解 是 
Cs =oxp-iqt/ 2| Aexp| ifa? + v1/2]+ Bexp| -io taz) (6) 
式 中 ， A, B 是 待定 系数 . 由 初始 条 件 ，r= 0 时 ，Cz =1，Cp =0 ，Cp = io 可 求 出 4、B 
分 别 为 


f 


w 


2q +o? 
Jë + ot 四 
2 


A=-B= @) 


将 式 (7) 代 入 式 (6)， 最 后 可 得 
Cg = 


: t 


一 - exp(-ig112) sin 
VJq +o 
co _ e 2 Va + wt (9) 


2 12 
q +O 2 
(4) 式 (5) 给 出 Ca 的 严格 方程 ， 严 格 求解 得 到 式 (8)， 在 一 阶 微 扰 理 论 中 式 (5) 中 的 C 设 
为 1， 得 出 的 解 为 


Rp 


Cp = -gg Pg -1] 
由 此 得 到 
> 12 . 
lcs] sorig -(10) 


比较 式 (9) 与 式 (10)， 我们 看 到 倘若 4 > w' ， 则 一 阶 微 扰 是 个 好 的 近似 . HA> o" 时 ， 
Ca<1, H.C; +C3=1 所 以 Cs =1. 
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837 处 于 到 加 态 的 谐振 子 在 激光 电磁 场 作用 下 的 跃迁 概率 
题 8.37 (l) 假定 某 一 角 频 率 为 o 的 谐振 子 的 态 由 波 函 数 


_1 al? 
y= NÈ o , G= ofie, N =e a 
给 出 . 计算 振子 在 该 态 中 的 平均 位 置 (x) ,并 证 明 (x) 的 时 间 依赖 关系 是 振幅 为 za 相 角 为 乡 
的 经 典 振子 . (2) 在 一 激光 电磁 场 中 一 维 谐振 子 Hamilton 量 为 
ep 1 l 2 2 


p? 
H =P ¿“P gz, sin æt ——eEoxcos@t + —m@)x 
2m 2mo 2 2 


其 中 wo，m 和 是 振子 的 角 频 率 ， 质量 和 电荷 ， 中 是 辐射 的 角 频 率 . 假定 激光 在 1=0 时 加 
在 处 于 基态 yo 中 的 振子 上 . 将 电磁 相互 作用 视 为 微 扰 ， 在 第 一 级 下 ， 求 任意 的 zt> 0 时 刻 ， 
振子 处 在 激发 态 vn, 上 的 概率 . 

有 用 的 公式 : 归 一 化 振子 波 函 数 y, 有 以 下 性 质 


Ee 
SET +D Wna 
ma 


解 (1) 易 知 多 是 归 一 的 . 同时 由 题 给 公式 可 得 


x|n) = | Wan- +a] 


O=) D> 


n=0 Vn!k=o vk! 


set -D+ Vk +1|k +1)) 


所 以 


oo h *n a D a" . 
=N2 [n+1 emi 十 . ntle” 
Sizal = (m +D! Jn! 


(qe taei) 
ma 


= Nell 


= xo Cos(ó — æt) 
这 正 是 振幅 为 为 ， 初 相 乡 的 经 典 振子 ， 
(2) 初 态 yd =0)=|0) 


x|n) = Ji/2ma (Vnln—l)+ Vntilat))) 
p|) =i e (VatilntD)- Jn|n-1) 


所 以 
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x|0) = /h/2may |l) 

p|o) =i /imay12||15 
P e ingt 
H = O PPA > #Eoxcos ol 


Eä nij, Hi =0. 于 是 


; ep ñ 1 
H i = (1—— E, sin øt — —eE,x cost 
10 (es, z0 


o) 
_ eE, | hh Ñ: Wo 


— ib sinor—eosan] 
2 V2mo \ @ 


1 2 
hBo=: 


Í ‘ebo | A (sn æt’ — cos or Jean 
0 2 V2moy N @ 


2p2 2 
-£ Eo 


 8mayh 


22 2 
R — + l cospor 
8mowoh| 20° (mp -0) 20 


中 ieor iory Lf iar iar) | iogan 
MEK e )-=(e +e jl dt 


4 eE? cosl@ + WN cos(wo — Q) 
Amoh) (oto? (a-o 


838 ”处 于 2s 5 2p m% 
题 8.38 BRFEDMIFRERH, MERT Zs 态 混 人 了 少量 的 p 波 
CAAA 


一 级 辐射 衰变 下 此 态 退 激 成 什么 态 ? 求 出 衰变 矩阵 元 , 54 2 > 0 时 怎样 ? 为 什么 ? 


# -SEBRAN TieBaiBñiR y [s =1, /~ | 态 ， 后 者 是 m = 二 & 
的 两 重 简 并 态 . 
辐射 矩阵 元 为 


-er 


, ,_1 
Hi -人 (oo 
1 

= =1, j=- 
cv 人 j z) 


184 3268588 raka 35 HdF3 6 33 3 Nais 


e) 
TE 


~er 
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于 是 ， 有 关 的 矩阵 元 为 


， 1. 1 
ae(y (n=1=m =) 


s-i} 


= acctio0lrl210) = ealioolel210)e, 


= 000|r|210)e, = An 


~er 


式 中 ，4=(100|"|200) ，e: 为 z 方 向 单位 矢量 . 

v, (r -4))=-/žeto0]211) 
= -eaoole +yye, |21 1) = -Eiee +ie,). 

Wp (n, = -二 = -te, —ie,). 


yo É j= z) = -eol 


—_ er 


1 1 
H! = =1,j7= 一 ， ,一 一 一 
12 sr 人 J 2 m; 5) 


, 1 
本 -et 人 -om 


1] 1 
H! =€ =1,j=—,m,;=—— 
12 人 J 2 mj 3 


可 以 看 到 ， 若 22s,? 态 宇 称 有 e 的 破坏 ， Peh a FAAEA DUAR AEA Tsy MBEE 
GEXO, BANENE < 22, 4e ont, stan ein (n= 2 j=Ż, 1= o) 


态 浊 泊 到 y=， j=Ł, =o], 因为 电 侦 极 辐射 扰动 有 ' ERRE, A A= 的 中 
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迁 的 矩阵 元 才 不 为 零 
839 ARF 1s Si 与 18 So 态 之 间 的 超 精细 分 裂 及 辐射 跃迁 矩阵 元 


题 8.39 (1) 描述 氨 原 子 中 电子 质子 间 超 精细 相互 作用 部 分 的 Hamilton 量 为 


， 8 
H = p63(r). 


RP, m =(68;12mic)S; 是 粒子 ;的 磁 矩 , HS; = Žo, 为 粒子 i 的 自 旋 (o E: Pauli 矩阵 ) 计算 
IEF IS 态 与 1s19 态 之 各 的 超 精 绍 分 裂 , 娜 个 态 能 量 较 低 ? 物理 上 的 解释 为 什么 . Q) 1s°S, 
态 和 1s'$0 态 之 间 路 迁 产 生 的 辐射 场 的 秋 势 当 r > 有 一 般 形式 


O, e We ~ 
A(r +i—ñx L) +i ñ x 
(= É i (z x) C 2m 2m, ( 


式 中 ,站 是 沿 辐射 传播 方向 的 单位 矢量 ，( ) 为 这 个 跃迁 的 矩阵 元 . 明确 地 证 明 上 式 中 三 个 


和 矩阵 元 是 否 不 为 零 . 既 迁 中 产生 的 辐射 特性 是 什么 ? 
解 设 1s 态 的 空间 波 函 数 是 yo(r). 自 旋 单 态 Z# KOO ° 自 旋 三 态 Xm M =0, +1). 


(1) 此 问题 是 简 并 微 扰 ， 微 扰 Hamilton EA 
mata EE g, S8 (7) 


= fles, + sy -$2 -52 |]630) 


_Afc2 3,21). 
-A(s Bt Je 


式 中 ， A RYTZ Ou 为 基 矢 ， 易 知 瓦 ' 在 此 基 中 是 对 角 矩 阵 . 


对 1s So 能 级 
AE, = (wozo |H Wozo) = -2 AR or = 0) 
对 1s 84 能 级 
AE, = (Potin |Ë '|vozue) = Lar mr=oj 
WN" ， Ivor =0)] -< 
超 精 细 分 裂 为 


AE=AE,- AE, =- LAN? 
na 


从 以 上 计算 结果 可 知 ， 单 态 (50) 能 量 低 . 
物理 意义 如 下 : 质子 与 电子 间 有 自 旋 磁 偶 极 矩 相互 作用 ， 因 磁 偶 极 矩 产生 的 磁场 随 距 
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离 变化 下 降 很 快 ， 所 以 只 考虑 电子 与 质子 靠 得 很 近 时 的 磁 作 用 . 当 =, 与 妨 同 向 时 . 电子 与 
质子 间 磁 作用 的 能 量 最 低 (注意 E= -u BR PITS. 能 量 最 高 ， 如 与 录 同 向 则 3. 与 S, 


反 向 ， 所 以 单 态 能 量 低 . 
(2) 三 态 向 单 态 让 迁 . 由 于 含 x 项 和 三 项 不 含 自 旋 算 符 ， 可 知 


(x}= (woxoo [xlyoxin ) = (vo yo (Zo lzm) =0 
(L) = (vozo [llanu ) =0 


(oa) = (Wozo [oelworim ) = (Zoo joel Zim) 


我 们 取 
11110 11 (0 
Zo = zilol li -lo j 
e P p e 
ollo 
ZA = 
0; 0 
ex p 
交加 世人 
£" + 
2 Ou) ju 
e P p e 
Wy 
Xi- = 
1) U 
e V 7p 
1 
(io 加)=- 万 @ L -上 
1 0 
(zoloet) = 76 Oo, | 去- 去 。 
1 0 
(zlzoj=5d oaf je vo. j>a 
所 以 


(0.) 0 
这 里 ex 、e, 、e, 分 别 为 x、y 、z 轴 方向 单位 矢量 . 
辐射 特性 : 注意 到 4 的 方向 是 nx(o。) ， 这 类 似 于 磁 偶 极 辐射 的 矢 势 ， 所 以 可 以 认为 
1s S1 到 1s'50 的 跃迁 辐射 是 磁 偶 极 辐射 
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8.40 在 磁场 B= Bocoswt,B, = Bosin ot, B, = 常数 (B, < B,) 作用 下 自 旋 态 的 
跃迁 


题 8.40 质子 磁 征 为 x ， 在 磁场 B= B.cosot, B, = B. sinar, B, = 常数 (B < B) HE 


动 . 在 :=0 时 ， 所 有 质子 都 在 z 方向 极 化 . (1) 为 何 值 时 发 生 共振 嘱 迁 ? (2) EHA t A 
子 自 旋 在 一 z 方 向 的 概率 有 多 大 ? 
解 (D H B'=Be,+Be BR, Ho=-4B0,, BREN +z 和 一 z 的 两 个 能 级 之 


差 为 24B8, ， 所 以 当 必 = 2 有 I bh EO HEIEEKEF. 
(2) Schrödinger 方程 为 (H = 一 4:B) 


rale lase a Ü 
otlp Be® -8B, JO 
RF, a 和 6 分 别 为 电子 处 于 自 旋 向 上 (+z) 和 自 旋 向 下 ( 沿 —z ) 状 态 中 的 概率 幅 . 设 


2 0 


一 ji 一 : 


a=e 2f, b=e 2 g 


得 到 了 和 g 满足 的 方程 
ROSA + uB, f + Bg =0 
i 68 _ o 一 = 
uB f + ih, hg HB.g=0 
考虑 到 初始 条 件 :=0 时 ，|f|=1，g =0, 得 


f = -a +B, inor ticos o 


sin (2t 


8 


2 
式 中 ， ore+ us,] + /PB2 .所 以 在 时 刻 t， 质 子 自 施 在 -z 方 向 的 概率 为 


BY 
P=]? = 人 -[ Pe) sin? Qt 


AN 


841 关于 核磁 共振 的 一 些 问 题 


题 8.41 一 片 石蜡 放 在 一 均匀 磁场 妃 " 中 . TA JR. 这 些 原 子 核 的 自 
旋 与 其 周围 环境 彼此 无 相互 作用 ， 并 且 在 一 级 近似 下 只 与 外 磁场 相互 作用 . (1) 在 温度 为 
了 时 ， 写 出 处 于 各 种 磁 亚 稳 态 中 质子 数目 的 表达 式 , Q) 为 了 能 够 观察 到 由 于 振荡 磁场 而 
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引起 的 共振 吸收 ， 引 人 一 电 频 线圈 . 振荡 磁场 相对 于 磁场 HH 应 沿 何方 向 ? 为 什么 ? (3) 频 
率 为 多 少时 才能 观察 到 共振 吸收 ? 在 你 的 表达 式 中 给 出 每 一 个 量 的 单位 使 得 频率 以 兆 周 为 
单位 . (4) 用 质子 自 旋 态 发 生路 迁 的 机 制 说 明 为 什么 在 初始 脉冲 之 后 从 磁场 中 吸收 能 量 的 
现象 仍然 不 消失 ， 而 实际 上 却 是 以 一 定 的 速率 在 连续 进行 着 ， 当 振荡 磁场 的 强度 增 到 很 强 
时 ， 吸 收 率 如 何 政变 ? 为 什么 ? 

解 (1) 每 个 氢 原 子 核 的 自 旋 与 外 磁场 作用 的 Hamilton 量 为 


H=-m. Ho=-g/nS.Ho = ~8 Hy Hos; 


所 以 有 两 个 状态 :|5。 -i)z S, =-1), 能 量 分 别 为 


] 1 
El = -5 8 Hy Ho, En =u Ho 


AF, gH P BJ Landau AF, uy EATE, Hy = eh/2M ,c. 
由 统计 平衡 条 件 ， 在 温度 为 了 时 处 于 各 态 的 概率 为 


exp (Sepw Bo/ KT J 
S: =i); I I 
ce gy Ho IxT jrexp( -3 2 Hy H, ixr) 
1 
exp- #wlly/ KT] 
1 2 
Es. = 


(3 Ely Ho LE 
这 也 是 数目 的 百分比 . 
(2) RARA H 的 方向 应 与 Ho 垂直 . 因为 这 时 的 Hamilton 量 (只 对 核 的 自 旋 态 而 言 ) 
为 
H=-uHo0s, -A(H’cos@ts, + H'sin ots) 


这 时 的 腾 迁 矩阵 元 (s: -ials. -二 R (s, =l 


2 2 
A JEST B9EKT.. 
(3) 振荡 频率 应 满足 如 下 关系 才 可 能 发 生 吸 收 


ħa; = E12 — B2 


H 


s, =>) 不 为 零 . 这 样 方才 可 能 发 生 


Rp 
a, = EPn Ho 
h 
ñ 


式 中 ，g =5.6， jiw -48x10 ”7xl7x10 x3x10", 
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(4) 由 于 质子 与 质子 之 间 自 旋 态 的 相互 作用 趋 于 保持 其 热平衡 分 布 . 这 样 即便 在 外 场 
消失 之 后 ， 每 个 质子 仍 受 其 周围 质子 产生 的 磁场 的 作用 ， 从 而 可 以 继续 产生 自 旋 态 的 跃迁. 
当场 很 强 时 ,吸收 率 达 到 一 饱和 值 . 


_8 
8.42 sa- TO >0 中 的 束缚 态 电子 对 平面 光波 的 吸收 茂 面 


co, x<0 


题 8.42 电子 被 下 面 的 势 束缚 在 基态 


v=- -£, X>0 
eo, x<0 
势 与 y, z 无 关 . RYK R, BEREE , 能 量 #o 平 面 光 波 的 吸收 截面 . 说 明 电子 的 末 态 . 设 
2 
FP «ho me? 
解 ”从 势 的 表达 可 式 知 ， 电 子 在 初 态 时 在 》、z 方向 是 自由 运动 的 ， 所 以 电子 初 态 为 
es za) 
-p= Ep, x>0 
e =0, x<0 
9 的 方程 与 氨 原 子 1=0 的 径 向 方程 相同 . 故 
2 
E, =-2E_L 
É 2R? n? 
于 是 x 方向 的 基态 (初始 ) 为 
2 
ple x>0 a 
1 2312 , mpB 


由 此 知 ， 题 设 的 条 件 可 改写 为 
Z hw < mc2 
即 光 量子 能 量 远 大 于 x 方向 的 平均 束缚 势能 , 可 释放 电子 ; 但 它 却 远 小 于 电子 的 静止 能 量 ， 
不 能 产生 电子 对 ， 是 非 相 对 论 的 . 
这 样 ， 电 子 的 初 态 为 


wiD= 人 从 = Cp(C9exp|ifkoy 十 ko2z]] 
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2 
RP, kP =p h, kP =p /是 原始 电子 在 y，z 方向 的 波 数 . c=) =+, EKD 
态 电 子 在 yz 面 的 平面 盒子 中 归 一 到 一 个 电子 (为 了 下 面 计算 截面 的 需要 )， 
电子 的 末 态 是 7 (观察 方向 ) 方 向 的 自由 电子 ， 可 写 为 


y (r) =(r|f) = 万 xp 7) 


此 处 了 = 己 ， 是 箱 归 一 化 的 . 以 上 是 第 一 步 . 
第 二 步 ， 给 出 微 扰 Hamilton 量 五 " 和 入 射 光 子 流 强 . 
微 扰 Hamilton Æ H' *⁄ 
d 


2 
H'=H -H9 [ár -£a) Cau a 
m c m mc 


这 里 ， 已 用 了 辐射 规范 Y.4 =0 并 略 去 了 含 4 的 项 . 下 面 书写 中 略 去 电子 电荷 e 的 绝对 值 
符号 ， 即 e >0. 于 是 ， 当 取 电 场 (se = {&,, 6, £) ÈE 的 单位 方向 矢量 ) 
E = Eesinlat -kP -r+ ôy) 
BF, MA 为 
A =Lacos(@t -kr +ó) 
@ 
而 


Ee {exp[i(or =k .r+ 60)]+ exp[ iC -A r+) Eev 


由 于 这 里 只 研究 光子 吸收 问题 ， Er > 为 ， 由 周期 微 拢 理论 知 只 有 此 处 第 二 项 才 有 贡献 (第 
一 项 是 光 辐 射 ). 
于 是 ,我 们 得 到 本 题 所 用 的 微 扰 Hamilton Et 


y'=" exp[ ior k) -r +ô) |Ez - V 
2mæ 


式 中 ， 寻 ”是 人 射 光 子 的 波 矢 ， 由 于 题目 中 未 规定 其 方向 . 我 们 虽 可 选 交 轴 使 之 稍为 简化 ， 
但 好 处 不 大 . 故 下 面 计算 中 仍 对 天 所 ， 直 >， 三 它 垂直 于 友 ? ) 的 方向 不 作 选 择 . 


HE=-- ， H=VxA, S= (E xH) S, 得 Poynting 矢量 S 为 
c = 


H'= 


S= Č pg) 
4ra ` 
对 时 间 平 均 得 
z- 
8r 
FTE, AETR ARI AA NAS kO EENAA LETON 
s cE? 


n = — z= 


ho Snho 
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下 面 求 吸 收 截 面 时 ， 将 以 此 去 归 一 . 
第 三 步 ， 给 出 光电 效应 的 微分 吸收 截面 


do opp 
o n 
RE, opo 是 单位 时 间 内 ,向 EAS SHE 2 usr ik SERERE, KEARE 


电子 数 . 根据 一 级 微 扰 论 的 黄金 规则 
wed = 28 PCEF)|wa a% 


i> f 


式 中 ， OT 单位 立体 角 内 末 态 电子 的 态 密度 ， 对 非 相 对 论 情 况 ， 


1 


Sann? 8n sir 
= he g-i Ñ dx j dydz — pof. r+ik®. r] 


. k Ha TER. 


Wa = u= (= .十 60)|Ee -V 
2meo 


(Ee.V)Co, weiet y+ Koz]] 


a [esas 1-1 sua siat) 
‘ovexp| -i r + iki -r Jexp[ ik yka] 
moD I siak P — k) 
-Eki -ek TENA HKO AKOSO + k) + kO) 


于 是 微分 吸收 截面 为 


{s(n -k®) 


do _ _ Snak,e° o (下 
dO, mec( +a 422 kw -ak | 


ERO AKO KINEKO +O KO) 
在 上 面 计算 中 ， 已 改写 记号 下 kO =V, kP, KO), KO SRO =P, KP, KO); 
并 且 注 意 到 
[ce 十 kt) -ED 


1 rL/2 i ; 
Tr n + ) +k® _ KP Jexpliyk® + kO- kP)jdy 


= G (e) ) 
-=o +O kP) 
同 理 
Ke - -Mf = ZEU sk- kD) 
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这 两 个 5 函数 代表 在 》，z 方向 的 动量 分 量 守恒 , )4= kU) -KG 
根据 过 程 的 能 量 守恒 ， 我 们 有 


Rk? AGUET RES +K? 
Ai pO tk ) Z Yana = g 2 + ) 
2m 2m 


由 于 kj 的 y, z 分 量 已 按 上 面 9 BRERA E, REEDER A, 的 x 分 量 也 是 确定 的 . 


在 此 微分 吸收 截面 中 ， 出 现 5 函数 是 由 于 在 ?，z 方 向 初始 电子 具有 确定 的 动量 ， 和 人 射 光 
子 ( 动 量 也 是 确定 的 ) 碰 撞 ， 按 能 量 、 动 量 守恒 ， 其 末 态 电子 的 散射 方向 是 确定 的 . 


最 后 一 步 ， 求 对 此 种 人 射 光 于 的 总 吸收 茬 .注意 到 6aa) = óG) ， 于 是 
| 


+æ 


EKP -kP KO) stofan br singy ~ 
f 


. (b (e) 
oo -< EE) 
f 


f 
总 吸收 截面 为 
; 2 
> -Ja S8nae°k, CANE E(k sin@, cosp; -k® — Sky” Ek) 
% a %5 k? 1+a° (k; sinb, cosg, — kD: 


k 十 天) KO 4KO 
-| sin@, sing, — p > |ë cos; —— n — lsin9,d@,do;, 
f f 


注意 到 对 0, 的 积分 可 写 为 dcosbr ， 即 可 消去 第 一 个 函数 . 故 


5 kP +O 1dGsinpy) 
2 .2 i LD) _ 0) ,eT singy 一 k 0 
_ Brae Ñ s,(k e sing; coso; -ky Esky -ek ) p sindy J cospy 


mevck r 70 l1+a2 (ky sin@, cosg, k”)? sind; 


， 2 
Brae? | £,(k f Sin@, cosg, 一 k®) ~ Ek? _ Ek 
mæck p l+a?(ky sin@, cospy -k®)? 


8.43 i| — Hamilton ET EBE P O= P, (t) 


题 8.43 设 只 -iD 为 一 个 傅 赖 时 间 变化 的 Hamilton Ë AOG) 引起 的 从 + = ORTAS k 
态 到 #=1 时 刻 的 j 态 的 牙 迁 概率 , 用 一 阶 含 时 微 扰 论 证 明 玉 ,j(D = P wx(D) ,这 里 Pj GQ) 
同一 Hamilton 量 引起 的 从 ?= 0 时 的 7 态 到 /=t 时 的 大 态 的 牙 迁 概率 . 
R 由 一 阶 含 时 微 扰 论 可 知 
n, 0) =|c, oF 


式 中 
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Cajt) = z IN JHO k)eria ptdr 


相反 的 跃迁 系数 由 与 上 式 类 似 的 积分 给 出 ， 


Cj (= fi jz] A)expliwyt ar () 
HF HGQ Æ Hermite 的 ， 所 以 有 
Clee) o 
还 有 
hoj = E, — E, = -hn (3) 


将 式 (2)、(3) 代 入 式 (1)， 发 现 
Cd =-[C O] 
即 导致 | 
POGO =n. O 
讨论 上 面 结果 虽然 是 用 一 阶 含 时 微 拓 论 导出 来 ， 但 它 适合 于 一 般 情 况 . 由 同一 个 外 
BBB HO (O 引起 的 两 个 态 之 间 的 相互 唉 迁 概 率 相同 ， 这 被 称 为 细致 平衡 原理 . 


8.44 ”一 恒温 盒 中 一 组 仅 有 两 个 非 简 并 态 的 全 辐 原子 


题 8.44 一 组 全 同 原子 ,它们 有 两 个 态 k 和 j, 分 别 有 不 简 并 的 能 级 E SI E (E, > E), 
当 它 们 处 于 一 个 壁 的 温度 不 随时 间 改 变 的 盒子 中 ， 通 过 考虑 原子 在 两 个 态 的 平衡 数量 证 
明 
A hay 
B nê 
RE AF B È Einstein 自发 辐射 系数 和 受 激 辐射 系数 ， 而 hos = E, — E. 
解 设 盒子 的 壁 的 温度 为 T， 在 和 j 态 的 原子 数 分 别 为 N, 和 N. 令 能 量度 度 函 数 
I(@y)=1. 
由 自发 辐射 系数 4 和 受 激 辐射 系数 p 的 定义 可 知 ，4 是 单位 时 间 内 由 j BJ Ë EK 
TKEK, B 是 由 kj 的 受 激 跃迁 速率 . 所 以 单位 时 间 内 由 大 -> ; 态 的 总 跃迁 原子 数 为 
mj = (A+ BDN; 
因为 只 有 受 激 跃迁 能 够 发 生 在 由 j— k 的 方向 ， 所 以 单位 时 间 内 由 ;— k 的 跃迁 原子 
数 为 


nj = BIN; 
这 里 8 等 于 吸收 系数 . 
注意 到 上 题 的 结果 (细致 平衡 原理 )， 在 平衡 时 
nkj = Bi yk 


Rp 
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1 (1) 


在 热平衡 时 满足 Boltzmann 分 布 ， 这 样 有 
k 


一 = 一 -二 “ _=exp(h@,, /kT) (2) 
N, expCE lkt) Ps /ks 


由 式 (1) 和 式 (2) 可 得 
Á 
— _ = ， | 
BIC) exp( 声 cx / ksT') 
最 后 ， 由 Planck 给 出 的 关于 黑体 辐射 的 Jow ) 公式 
hoi 1 
《一 expop /ksT) -1 
可 得 
A hog 
B ro 


845 氢 原 子 通过 电 偶 极 辐射 到 基态 ， 辐 射 的 相对 频率 宽度 数量 级 


2 
题 8.45 设 Binstein 自发 辐射 系数 AA -了 二 一 5 og suy, 证 明 : 一 个 原子 通过 
0 


电 偶 极 辐射 到 氢 原子 基态 ， 辐 射 的 相对 频率 宽度 具有 o° 的 数量 级 ， 这 里 a =e? /4xsoch 是 
精细 结构 常数 | 
解 在 电 侦 极 近似 中 ， 自 发 辐射 系数 4 给 出 单位 时 间 由 大 态 到 / 态 自 发 路 迁 概率 ， 即 


4 è 1 
4= 了 i 


这 里 wy = E, — E, (E,, EE 分 别 为 k、j 态 的 能 量 )，( 刘 |k) 是 位 置 矢量 算 符 的 矩阵 元 . 
对 于 和 氮 原 子 的 一 对 态 ,( jj|k) 的 大 小 具有 a (Bohr 半径 ) 的 数量 级 . 辐射 能 量 io 是 基 
态 能 量 正 值 的 数量 级 ， 即 


e 


Oy ~ 一 一 一 一 
和 4nhaneo 


2 2 2 2 3 
e 1 I e ES 2 e 1 3 
A~ Ts —  —-T. 0500 = 一 一 一 -一 Qy = @ Orj 
TE0 hc? | h Aney ao 47E0 hc 


对 于 到 基态 的 唉 迁 ， 频 率 展 宽 来 自 激发 态 能 量 的 展 宽 . 由 题 8.20 中 的 r ERRE 
时 正好 等 于 4， 所 以 在 用 迁 时 辐射 的 角 频 率 宽度 为 A. 而 平均 角 频 率 是 wu ， 相 对 圆 频率 宽 


度 为 


所 以 
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A w 
Oyj . 
El 0.007, RIPRESERO. 
讨论 BARRE 4 称 为 谱 线 的 自然 宽度 . 然而 另 有 两 个 效应 使 谱 线 的 宽度 进一步 展 
宽 , 即 由 于 原子 运动 引起 的 Doppler 效应 ， 和 由 于 原子 碰撞 引起 的 原子 寿命 减少 . 在 室温 下 
和 一 个 大 气压 的 环境 中 ， 这 两 种 效应 引起 的 频率 展 宽 远 大 于 自然 线 宽 . 通常 这 两 种 效应 引 


起 的 展 宽 可 以 通过 降低 温度 和 减 小 气压 来 减少 . 


846 超 导 Josephson 结 的 隧道 电流 与 加 稳定 电压 后 的 隧道 电流 


Æ 8.46 超 导 Josephson 结 由 两 个 相同 的 超导体 1 和 2 构成 ， 
i 2 中 间 被 一 块 很 薄 的 绝缘 体 隔 开 ( 题 图 8.46). 设 两 边 超 导体 内 的 
Cooper 电子 对 都 处 于 相同 的 量子 态 (相位 不 同 ) 令 ni 表示 1 中 的 电 


V 子 对 密度 ， 它 们 的 波 函 数 可 表示 为 
Wi = ni 2 exp(i0,) 
RE RHR . ; 
BEI 8.46 这 里 马 是 共同 的 相 角 . 类 做 有 " 


| yo =n, expo) 
AF, vi, m, 0 (i=1,2) 都 依赖 于 时 间 . v 和 ws 随时 间 的 变化 分 别 满足 关系 式 


Ow 
ôt 


8 1 
= E + Fyi) 


RH, 到， 本 为 1 区 与 2 区 的 超 导 电 子 的 能 量 ，Fya(F 为 实 常 数 ) 表 示 从 2 通过 送 道 效应 
进入 1 的 超 导 电 子 对 . (1) 证 明 : 2 =20Onsin(0, -6 , Hp OQ= F/h, namam. (2) H 
此 证 明 ， 如 果 一 个 稳定 电压 V 加 在 超 导 结 上 上， 则 赵 导 电流 以 频率 y = 2eV /有 振荡 . 

R O 对 yi =n" expo) 取 时 间 导 数 


1 
= pEr + Fyz) 


29, 
at 


6 1 H ， ， 
s. expli0) EL + in? expGi@,) (1) 


ôt 7 2ni? 


1 : ， ; 。 
T + Fy)= -ion 2 exp) — iQ)! 2 exp(i6,) (2) 


其 中 由 =E/h, Q=F/h, SRO, Q835485F, RRA expo), W 


1 ôn . 30 。 
z = +in, r: = -i@n ~if (nn, y ? expli(6, -0)] (3) 


利用 式 (3) 中 实 部 相等 ， 同 时 用 到 必 坟 ~n ， 可 得 到 结果 


Za s 2 Qnsin(@, -0) ` (4) 
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D 考虑 到 式 (3) 两 边 虚 部 相等 ， 两 边 理 除 以 m ， 利 用 = 


80, 
> -0 — (2 cos(0, — 0,) 


~n, 可 


给 出 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


对 于 2 区 类 似 式 (5) 有 
2a = -0 — N cosh — B,) 
式 (5)、(6) 相 减 ， 可 得 
2e, -8) =a- = E aB. xy 
式 (7) 最 后 一 个 等 式 是 因为 当 电 压 V 加 在 超 导 结 上 则 两 边 的 超 导 电 子 对 的 能 量 相差 2eV. 对 
式 (7) 积 分 ， 有 
把- 和 -td 


因为 两 个 超导体 之 间 的 电子 对 电流 正比 于 -2 ， 将 式 (8) 代 人 式 (4)， 可 知 超 导 电 子 对 电流 的 


圆 频率 为 


y= 2eV 1 
h sinGscospy 


式 中 
kË 4KO 
ky 


Ú; Á (k +k. 


ky 


cos O; = 


sin O; = 


ki sin? 0; — (K) + KY 


COSO; = - 
f k; sin O; 

G) (e) 

k tky 

k; sin O; 


于 是 最 后 
_ 8nae? . ] 
MOC kf (RP +k) (kD L EY 


a 


E, É (KP +O (kO kO -£0|-s, kOe kO 
一 一 一 一 一 一 一 
1+a il j GO FOPO +k — "Ji 
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8.47 两 个 具有 弹性 力 与 自 旋 相互 作用 的 自 旋 为 2 的 可 分 辨 粒子 在 
vít)= k +y, l zero, .下 作用 下 的 跃迁 概率 幅 


题 8.47 ”由 两 个 可 分 辨 ， 自 旋 1⁄2 的 粒子 构成 的 系统 Hamilton E: 


2 2 


(1) 此 系统 的 能 级 如 何 ? 给 出 最 低 两 个 能 级 的 波 函 数 (不 必 归 一 化 ) Q) 上 一 -时 系统 处 于 
基态 ， 一 个 含 时 外 场 Y(D) 施 于 系统 上 


2, — 22 


VO= k +V, ze) Jon 


AF, n=(sin0cosé, sin@siné, cos0). |> on f O0. #SH— RIER C. (D Br 
满足 的 耦合 方程 
C(t) = (| (2) 


AF, n 是 思 的 本 征 态 ，w(t) 是 合 时 波 函 数 
G) 对 下 列 情形 


0<f<7 


710- 1<0 或 1>r 


计算 C, (eo) . 假定 号 T <1 H Vii. 计算 到 友 的 一 级 并 标明 量子 数 . 
解 令 
r=n,-r, 


p- hh + mr, 
m +m, 


S =S +S, = (0; +0) 


则 Hamilton 量化 为 


R 2 Ro 
Ha =-— V} -一 V2+ 2 -2 
0 PM YR P Sar? + e[s +D ?| 


， 力 是 总 自 旋 . 则 系统 的 能 级 为 


AP, M=m+m, g#= 
mam’ 
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PÈ 3 | 
=- = 2g| SCS+D- 二 
E,s a [+ 2)to+ e| (S+) > 


3 
基态 : Eo -本 po-38 ，yo =|}. 


BWES: Eo =Žro+g s y1 =|0)ao, stl» 式 中 |0) 是 谐振 子 基 态 波 函 数 , 而 Asu 


则 是 耦合 自 旋 波 函数 ， 
D |w(0) => C,G)exp(-—iE,t/h)|n) , H|) = E,|n). 而 


[Ho + VW) = n 


从 而 可 得 
ihC,() => (n|V(0|m)exp[-i(E, - Et /h|C,,() 


这 就 是 所 求 的 磷 合 方程 
(3) PIEH |0000). 设 末 态 为 |nimaswy) ， 并 由 . 


Gr :n =sin cos po, +sinOsin po, + Cos O01, 


G) ' Goo = 万 (sin gei? a; -sin beio 1 + V2cos Oa0) 


(nimasy ja:|ao0000) 


4x ån 4x 
— —Y,,G,_, — .|—Y,_ G, + | 一 六 wx 
y3 uma - 5 fi-aQa j 3 omo 


1 
一 aa (GuoSwo 一 oOM_i 一 oaOwr I-1 ) =0 


= (nma SM 


oo) 


(HA n = 0BF, L22829 0). 因此 ， 在 一 级 近似 下 ，VD 中 的 第 一 项 Vf(Do, . 对 跃迁 无 贡献 
(nlmasy, |r cos boix|aoo000) 
o) 


An An i 1167 1 
=( mos |r| — 1 — Ya 一 一 了 十 二 F UY. ma + 
( SM | Ii 211-1 V5 2-1Q11 34 s 2070 +70 


2 1 1 1 
= N01 2Ós,1 Ea 06m,0— mu 一 J dm J + 342106, om 0 


sh, A= r RaRorar = Ë RoRor dr. 3-TSZMBBEEET n=l1+2n =2(+n), HA nA 
须 是 偶数 . 
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> 一- 一 ~ -一 


CCo)- L 六 ev (nlmas | Q)|o00a6o)a: 


k +V, Zon 


1 rr in 
=> J: “ar [nimass ooa) 


= — (e"® —1) (nimas 


V, 
Ë recos, ) 


oo ) 
C;,-i (eo) = 0 
1 i2kor pn V2 | 2 1 1 J 
Caco) = L (etr _ 12 hsa] 6, 6, =ë, ór 1- e616 
2 (0) ziho ) A sa| 3 JS 020 Em Ml fs lM 
A, k=l, 2, 3 .1=2 


4 =f T RonzRodr 
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91 两 个 无 相互 作用 的 可 区 分 粒子 分 别 受 力 -Kx RI, RAER RYKE 
题 9.1 在 维 空间 ， 一 个 质量 为 m 的 粒子 被 线性 力 -Kx 吸 向 原点 . 其 Schródinger J 


程 具有 如 下 本 征 函 数 
1/4 
nO=a O|- ), c-(=5) x 


sh, H, Æ n pr Hermite 多 项 式 . KERN E, (a+) ,Tio=(K/m"?. 考虑 两 个 没 
有 相互 作用 的 可 区 分 粒子 (i=1,2)， 每 个 质量 为 m ， 分 别 被 力 -Kx; 豚 向 原点 . 用 下 列 每 种 
坐标 系 ， 写 下 两 粒子 体系 本 征 函 数 的 表达 式 、 本 征 值 及 其 简 并 度 ; (1) ARTER Ma. 
Q) MAR m RDR A, 
# (1) FAHER, x BF, 体系 的 Hamilton 量 为 
H EDO É S 1.22 + Lm S H +H 
2m x? mo 2 12 2 ! 2 
能 量 本 征 函 数 可 取 为 {HI， 右 ,} KARRERA 
YA =A ) 
E= E, + E, 


根据 题 设 条 件 即 知 
Ym , x.) = Hp (RH m (Gx;, Jom| -3 + ] 


EW =(n+m+Dħo=(N + Dho 


mK 1⁄4 K 1/2 
Q=| 一 -| à @=| 一 
(35) 回 


能 级 EC? 的 简 并 度 等 于 满足 条 件 2+ 严 = N 的 非 负 整数 对 (m, m) 数 
FI =Nr+i 


(2) 采用 坐标 z= x, — x, #tl X - 1 y, 体系 的 Hamilton 量 为 


o a 


2 a2 ao ~2 
H=- 2-A Hi MX? + pax : 


1⁄2 
式 中 ，M = 2m ，Hp= 了 mt o-(%) l 
2 m 


- 588- # + J 


类 做 (D) 容 易 得 到 
Ynm(X, x)= H,(eX)H;, (perp| -3 (ex + pp 


EQ) =(n+m+D)Dh@ = (N +Dho 


f) = N+l 
1/2 1/2 
RH, a= Es ,8-[ 生 | . 


92 W E] EE 2383 EJ 9 H = exx 下 的 精确 能 级 


题 9.2 考虑 两 个 全 同 的 线性 振子 , MERZA K, 相互 作用 势 为 五 = sx, , HH xA 
x, 为 振动 坐标 . (1) 求 出 精确 的 能 级 . (2) Bug e < ， 淮 确 到 a/K 的 一 阶 ， 给 出 能 级 ， 
解 D 
H=- 站 .3 和 9 1mo? xi 2 yl mo? 十 
2m ox? 2m Oxi 2 20 2 t ERN 


RH, o = 下. 作 自 变量 代 换 为 =- 二 (y+ 为) ,二 =- 凸 (% = y), TEHE. ERR 
m V2 V2 


2 a2 2 a2 
有 = +E)y +> L qma? -e)yż 
2m 3y? 2m 9y2 


上 式 可 看 成 是 y 和 y, 两 个 独立 谐振 动 . 总 能 量 为 


En (mw + o? -二 
2 m 2 m 


RF, m, n=0, 1, 2, 
(2) < 娘 天 情况 下 ， 精 确 到 2/ 天 的 一 阶 项 ， 能 级 为 


1 1 
Emn -m3 joh} (ario ? 
2 K 2 K 


E 
z(m+n+Dho+(m-nho— 
( ) (m-n) 2K 


93 一 维 谐振 子 势 阱 中 两 个 全 同 粒 子 的 基态 波 函 数 


题 9.3 (1) 写 出 一 维 谐振 子 的 Hamilton 量 及 Schrdinger 方 程 . 2) 车 xe-”* 是 一 个 解 ， 
求 v 并 给 出 能 量 E MARE), (2), (P), (px). O 证 明 处 在 单一 的 一 维 谐振 子 的 
阱 中 的 两 个 相同 粒子 基态 ， 既 可 写 为 各 (m,4) 向 (m, 坟 ) ， 又 可 写 为 
| 
RP, pon 是 质量 为 mm 的 单个 粒子 基态 解 . 
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解 (D Hamilton 最 为 


=Ë L mox? 
2m 
EA Schrödinger 方程 为 
K 1 292 
Erro x“ jy(x)= Ey(x) 
d2 -vx? 2 -vx 
(2) ye )=-2v(3-2vx")xe 


v k? 2 I 2 2 -vx 
H(xe ~ )= -z C 2) 2vx +m x“ [xe 
m 


= E (xe "” ) 
所 以 
1 2 2h22 _ 
2 m 
2 
E -了 下 
m 
从 而 得 
v= 
2h 
E -2ħo 
2 
由 对 称 性 可 知 
(x)=0 


由 Virial 定理 得 


所 以 
3 3 h 
(P )=mha, (= 
为 求 (px)=(1|px|1) ， 注 意 按 对 易 子 运算 规则 可 得 
-过 x, xH1= 这 
[x, Hx]= TPS [x xH] T 


将 两 式 相 加 ， 得 
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La + xp)= -Hx + xH 
m 


由 于 
(| -xH |i} =0 
所 以 
(px) = (p) 
x 
[x, pl =i 
所 以 


注意 此 结论 对 谐振 子 的 任意 态 均 成 立 . 
(3) Schrödinger 方程 为 


2 
-o + V2) +m? a? + Dhe x,)= Eyan) 
Sya x.) =p), MH 


EAE x :jwo- Eg)  i=1,2 


E= E, + E, 

这 是 两 者 之 间 无 耦合 的 两 个 相同 的 谐振 子 ， 对 基态 有 

Wo (x, X2) = d (m, xah (m, x) 
另 一 方面 可 引入 Jacobi 坐标 

Ltn )=R, x- =r 

2 
Ae, Schrödinger 方程 化 为 

加 1 2 2) 1 afnap 12 = 
É +20? ]+ imo Ë t+>r J w (R, r)= Ew(R,. r) 

也 可 化 为 两 个 彼此 独立 的 谐振 子 方程 ， 分 别 代表 质心 运动 和 相对 运动 


R 
-Ev + mat |a = ErD(R) 


[Ev -mor :jeo- ED(r) 
m 4 
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BUkan2suk B X TT ER 
Woli 22) = H (2m, R| Z, r]=A(2m, ata a(z, x - >J 


94 ”两 个 相互 之 间 以 弹性 力 联系 的 谐振 子 
题 9.4 考虑 两 个 质量 mm = m, 的 粒子 通过 下 述 Hamilton 量 相互 作用 


P PP l 22 1 »2,1 2 
一 一 十 一 一 十 二 110 x + 二 NO x 十 一 发 (和 一 
2m, 2m z” 1 2 2 2 + G D>) 


(1) 求 出 准确 解 . (2) 在 弱 耦 合 极限 入 < uo’ F, MHEN, KE u 是 约 化 质量 . 
解 (1) < R = (mx; + mx) Hm +m), r% X—2, 由 此 给 出 


d? m - d2 m d? d? 
7+2 . +— 
dR m +m, drdR dr 


dxi m +m 
(m Y m Ë d 
dax? (mim) daR? m +m, dRdr dr? 
及 
2 
xX =R +2 ma Rr m 5 2 
m +m (m +m) 
2 
x = R2-2 m Rr+— 
m +m, (m. +m) 
所 以 
2 2 2 
H=- dtm) oR 1. mm oige 
Xm +m) dR 2 mm dr 2 2 m+ 2 
令 
M =m, +m, , =m 
mtm 
则 运动 方程 变 为 
H Ë lya d a 1+-Æ lor yR r)=Ey(R, r) 
2M dR? 2 2u da? 2 uo PUS TIS EWN 
化 为 两 个 独立 的 谐振 子 方程 ， 能 量 与 波 函 数 分 别 为 
E=Bn =E +E, -Ltt jot (m3 jho u- 
2 2 uo? 
1 
Wi (R, r) = WARY mr) = NIN m op -zar ]ncaeo[ abu, an 


式 中 
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a- Mo N -( a ) 
INVA t (Vazi! 
o K 1/2 
& = = — Nn = 2 
h m Vr2™m! 


O) 当天 < uont, ER E ~1 则 有 
no 


Em l+m+ Dho = (N +)ñ@ , N =[I+m = 0, 1, 2，… 
即 对 第 N 能 级 有 (N +) EAH 
N- 
N=3 l=3, m=0; l=2, m=]; l=1, m=], 1=0, m=3 
N=2 I=2, m=0; I=1, m=1; I=0, m=2 
N=] 1=i, m=0; 1=0, m=1 
N=0 l=m=0 


FR psl, 则 在 上 面 的 能 级 图 中 ，m 相同 的 能 级 均 向 上 移动 


(二 wa 
20 


95 用 一 高 势 爹 隔 开 的 无 限 深 方 势 阱 中 的 两 全 同 Bose + 


题 9.5 势 的 形式 如 题 图 9.5(a) 所 示 , 其 中 了 是 一 个 很 大 但 有 限 的 势 . (0 如 果 一 个 粒子 
原来 处 于 一 个 阱 中 ， 给 出 一 个 关于 粒子 穿 透 到 另 一 阱 中 的 延 穿 
率 的 量 级 公式 . (2) 画 出 最 低 两 个 态 的 波 函 数 . (3) 如 果 有 两 个 


y 具有 小 的 排斥 力 的 全 同 Bose 子 位 于 阱 中 , 分 别 就 粒子 间 力 很 小 
j| 和 很 大 两 种 情况 写 出 最 低 的 两 个 态 的 近似 波 函 数 . 
z T 解 (1) EESAN, 第 一 激发 态 为 y,, My ATAI 
MESO 称 轴 是 对 称 的 ，y 是 反对 称 的 . RATTIA NOSE 
子 初始 位 于 左 半 阶 中 ) 


(x, = 万 +o) 
参阅 (2) 中 所 给 出 的 图 像 ， 则 可 知 这 是 一 个 好 近似 ， 于 是 


-ià —iEyt/h ) 


yn)= ye +e 
⁄ p” 2 


e IE 1 
一 一 时 ， 则 


væn = -wa), ld =1 
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这 时 粒子 便 在 另 一 阱 中 了 (概率 大 ). 这 时 
h _ nh 
"E-E k AE 
h? 
由 于 了 很 大 ，AE = B -E = -1)= 2 . E, EER LARRI D05325 41025 -— 
激发 态 的 能 级 . 透射 率 (单位 时 间 内 穿 透 的 振幅 ) 的 量 级 为 


(2) 最 低 两 个 态 的 波 函数 图 形 如 题 图 9.5(b) 所 示 . 
y(x) 
Hx) 


x) 
题 图 9.5(b) 
G) 当 排 斥 势 远 小 于 V 时 ， 两 个 最 低能 态 的 波 函 数 近似 为 
1 =y Dy) 


yn = plr OD + ya Cw (2)] 
当 排斥 势 远 大 于 V 时 ， 中 间 热 爸 的 穿 透 将 会 很 小 ， 所 求 波 函数 近似 为 


vi in-nol] 


Wi = r (D +w Dy (2)—¥» @)] 


96 ”以 弹性 力 相 联系 的 两 粒子 体系 的 对 称 性 及 基态 波 浮 数 
题 9.6 考虑 一 体系 ， 由 以 下 Schrödinger 方程 定义 
Fu: -nP VO n) = Ey(n, n) 
Im! 2+5 D’ 72 yn, D, 
(1) 列 出 这 个 Schrödinger 方程 的 所 有 的 对 称 性 . (2) 指出 所 有 的 运动 常数 . (3) 指出 基 
态 波 函 数 的 形式 . 你 可 以 假设 一 维 谐振 子 的 基态 波 函 数 是 Gauss 型 的 函数 . 


解 (1) 这 个 Schrödinger 方程 具有 下 列 对 称 性 ; 时 间 平 移 ， 空间 反 演 , 体系 整体 平移 ， 
ni e> r, 3⁄8, Galileo 变换 对 称 性 
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r=7 r, 

f R=l(n +r) 

T3 1 2 


2 2 
Ev: -Ż y tr je r)= Ey(R,r) 


De 


则 原 方程 变 为 


方程 化 为 质量 为 2m 的 质心 运动 和 质量 为 m/2 的 相对 的 简 谐 振动 . 质心 部 分 是 自由 运动 ,所 
PR, Pr, B, B, Es, B, Ly, L, L 是 运动 常数 ， 相 对 运动 部 分 E, , B, L, 
是 运动 常数 ; 宇 称 是 运动 常数 ， 

O 由 (2) 中 分 解 方程 可 知 ， 基 态 波 函数 形式 为 


- la 


y ~ EPR 
97 ”处 于 谐振 子 势 中 的 两 全 同 Bose Fit Vp x;) = ae Y 相互 作用 


题 9.7 两 个 全 同 Bose F, GAREA m, -RRTV = 了 ma2 达 中 运动 . 它们 
Va (x 22) = ge Paay 

相互 作用 ， 这 里 是 个 正 参 数 . 计算 体系 的 基态 能 量 . 近似 到 相互 作用 强度 参数 a 的 第 
—Br. 

E ”由 于 是 Bose 子 ， 两 个 粒子 可 以 同时 处 于 基态 ， 所 以 体系 的 基态 波 函 数 为 

Wor, X2) = Yo Yo(X2) -名 exp| -ct + 动 | % = je 
基态 能 量 为 
(Wa) = |. woa, X2) Viat xX2 )Wo (xi, x2 )dx dx, 


2 QD 
=E ff exp[ -a00 + zb - Bn -my Jinde 
_ a 
` (aa +20? 
98 由 两 个 全 同 粒子 组 成 的 系统 中 ， 对 称 态 与 反对 称 态 的 数目 比 


题 9.8 (D) 证 明 对 于 一 个 由 两 个 全 同 粒 子 组 成 的 系统 ,每 个 粒子 可 以 处 于 n 个 量子 态 
中 的 一 个 态 ， 则 系统 有 了 nn+D 个 交换 对 称 态 和 了 nln -~ 全 个 交换 反对 称 态 ; (2) 证 明 著 粒 
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子 的 自 旋 为 1， 则 对 称 自 旋 态 与 反对 称 自 旋 态 的 比率 为 (7+ 1): 1 
证 明 (1) WRA n 个 单 粒子 态 ， 则 系统 存在 n 个 这 样 的 对 称 态 ， 两 个 粒子 都 处 于 同 
样 的 单 态 . 而 系统 处 于 另 一 种 交换 对 称 态 的 数目 (这 种 态 中 两 个 粒子 处 于 不 同 的 单 态 ) 等 于 


从 nn 个 不 同 的 物体 中 任 选 两 个 的 不 同 组 合 的 数目 ， 即 inin -D. 所 以 对 称 态 的 总 数 为 
zt -D=Żn(n+1) 


交换 反对 称 的 态 的 个 数 为 了 an- , 因为 两 个 粒子 都 处 于 同一 单 态 的 系统 量子 态 不 可 能 组 


成 反对 称 态 . 
2) 如 果 粒 子 具 有 自 旋 I， 则 有 27 +1 个 单 粒子 自 旋 态 (相应 于 21+1 个 不 同 的 m 值 , 这 
以 值 给 出 自 旋 角 动量 在 空间 任意 方向 的 分 量 ). 由 (1) 可 知 ， 这 时 系统 的 对 称 态 数 目 为 
n, =([ +I +1) 


和 反对 称 态 的 数目 为 
n. =IQI +1) 


两 者 之 比 为 (I+D/1. 


99 无限 深 势 阱 中 的 两 个 无 相互 作用 粒子 


8 9.9 ”两 个 无 相互 作用 的 粒子 ， 质 量 相 同 为 m， 处 于 一 维 无 限 深 执 阱 中 ， 势 阱 宽 为 
2a, 在 阱 中 势 为 零 ， 阱 外 势 无 限 大 . (1) 求 系统 四 个 最 低能 级 的 值 是 多 少 ? (2) 求 这 些 能 级 


的 简 并 度 ， 如 果 这 两 个 粒子 0 是 全 同 粒子 ， 自 施 为 了; GD) 不 是 全 同 粒子 ， 自 施 都 为 2; 


Gü) 爹 同 粒子 ， 自 旋 为 1. 
解 (1) 在 这 样 的 一 维 势 中 ， 单 粒子 空间 波 函 数 为 


1 . (nax 
V,a) = g” (=) 
AP, n 为 正 整数 ， 相 应 的 能 量 为 nE 这 里 
rh? 
8ma? 
两 个 粒子 分 别处 于 nl 和 np 态 时 ， 系 统 的 双 粒 子 态 可 表示 为 


Wan) = Lein Se aÓ [22293 
a 2a 


Eg = 


此 态 具有 能 量 
E=(n +n2)E, 
因此 ， 最 低 的 四 个 能 级 为 
(m,m) E/E 
(1, 1) 2 
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(2, 1) 5 


(2, 2) 8 
(3, 1) 10 
(2) G) 系统 态 函 数 可 以 表示 成 空间 波 函 数 和 自 旋 波 函数 的 乘积 因为 粒子 是 全 同 


Femi 子 ， 态 必须 是 反对 称 的 ， 这 时 若 空间 波 函 数 是 对 称 的 ， O BEUREN, 
否则 空间 波 函 数 是 反对 称 的 , 自 旋 波 函 数 是 对 称 的 , 因为 粒子 自 旋 I = 了 , 由 上 题 结果 可 知 ， 
有 3 个 对 称 自 旋 态 和 一 个 反对 称 自 旋 态 (3 个 对 称 态 的 总 自 旋 为 1， =m, 反对 称 态 总 
自 旋 为 0， 称 单 态 . ) 

因为 空间 态 (1, 1) 是 对 称 的 ， 所 以 整个 波 函 数 是 空间 态 (1, DREIES = 0 的 单 态 . H 
此 ， 能 级 简 并 度 为 1 归 一 化 的 波 函 数 为 


y= a 8 t Jein P Ja Jap 一 局 oo) 
这 里 x 或 8 表示 自 旋 朝 上 或 朝 下 的 自 旋 态 ， 下 标 1，2 表示 不 同 的 粒子 . 
空间 态 (2, 1) 可 以 是 对 称 的 也 可 能 是 反对 称 的 ， 前 者 须 乘 反对 称 的 3 = 0 的 自 旋 态 ， 而 
后 者 应 乘 三 重 态 S= 1. 所 以 第 二 个 能 量 的 简 并 度 为 4， 它 们 之 中 的 两 个 为 


en 28 2 en ( 52) sn (5) (2) fasg, - ~ ña.) 


y= 万 zhee) -可 [到 ja 2 ja 
一 般 来 说 相应 于 空间 态 m, n; 的 简 并 度 当 n = 加 时 为 1; n m BE 4. 
Gü 如 果 粒 子 是 非 全 同 粒子 ， 则 系统 的 波 函 数 没 有 对 称 性 或 反对 称 性 的 约束 ， 这 时 车 


m % 四则 有 两 个 空间 态 具 有 相同 的 能 量 ， 它 们 是 sin a [288 ein P: 2] 和 上 


sinf T )sin (222), A BJEBS8ra[ URETA REEK, ab, Ba, BB 


中 的 一 个 ， 故 总 的 简 并 度 为 8. WR =n, 则 简 并 度 为 4. 

Gi) 具有 整数 自 旋 的 全 同 粒子 波 函 数 是 对 称 的 ， 所 以 对 称 的 空间 波 函 数 需 乘 上 对 称 的 
自 旋 波 函数 ， 反 之 亦 然 . 由 上 题 可 知 自 旋 为 1 的 两 个 全 同 粒子 有 6 个 对 称 的 3 个 反对 称 的 
自 旋 态 . 于 是 空间 态 (1, 0 是 对 称 的 必须 乘 上 6 个 对 称 自 旋 态 之 一 . 空间 态 (2, 1) 有 对 称 态 和 
反对 称 态 ， 需 分 别 乘 上 反对 称 与 对 称 自 旋 态 ， 导 致 总 的 简 并 度 为 9 类 似 可 计算 出 空间 态 
(2, 2) 和 (3, DD) 的 简 并 度 分 别 为 6 与 9. 结果 可 归纳 在 下 表 中 


能 级 简 并 度 

E/Eo G) Gü) Gii) 
2 1 4 6 
5 4 8 9 
8 1 4 6 
10 4 8 9 
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9.10 各 向 同性 谐振 子 势 中 的 两 个 无 相互 作用 粒子 
题 9.10 两 个 无 相互 作用 的 全 同 粒子 处 于 一 个 各 向 同性 的 游 振子 势 中 ， 试 证 明 三 个 
最 低能 级 的 简 并 度 是 1) 1，12，39， 如 果 粒 子 自 施 为 ; (2) 6，27，99， 如 果 粒 子 自 施 


I. . 
证 明 “在 各 向 同性 庶 振 势 中 单 粒子 态 可 由 3 MEARE, Ma, m, m; 相应 的 能 量 
为 [n+ jh ， 这 里 ma 由 + 四 + 力 : 三 个 最 低 的 能 量 相应 于 


` — ° > 
Sooo 


= M — o,s 
= ° ° > ,š 


上 面 每 一 组 (除了 第 一 组 ) 都 可 以 重新 排列 给 出 另外 的 态 . 对 两 个 无 相互 作用 粒子 ， 总 的 
MBSA WF bP, 能 量 是 单 粒子 能 量 之 和 ， 


(D) 对 于 自 旋 全 同 粒子 ， 总 波 函 数 反对 称 . 其 空间 波 函 数 表 示 为 (0，0，0) (0， 0, ô, 


表明 两 个 粒子 都 处 于 nl = =n, =0 的 单 粒 子 态 上 . 空间 波 函 数 是 对 称 的 乘 上 自 旋 单 态 , 故 
基态 是 不 简 并 的 . 第 二 个 能 级 的 空间 波 函 数 可 用 (1，0，0)(0，0，0) 表 示 ， 表 明 第 一 个 粒子 
处 于 (1，0，0) 态 而 第 二 个 粒子 处 于 00，0，0) 态 . (1，0，0)00，0，0) 态 可 构成 对 称 或 反对 称 
的 空间 波 函 数 ， 再 与 反对 称 与 对 称 自 旋 波 函数 相 乘 后 由 上 题 (2) (可知 可 得 到 4 个 波 函数 ， 
另外 空间 波 函 数 里 的 整数 1 也 可 以 放 在 第 二 或 第 三 个 位 置 上 (得 到 相同 的 能 量 )， 故 第 二 能 
量 的 简 并 度 为 3x4=12. 

第 三 个 能 级 可 以 由 下 列 组 合 的 空间 态 得 到 

(2, 0, 0X0, 0, © 

(1, 1, 0X0, 0, 0) 

(0, 1, 0X0, 0, DAA 1 在 不 同位 置 ) 

(1, 0, OXL, 0, OHA 1 在 相同 位 置 ) : 

前 三 个 组 合 是 两 个 粒子 处 于 不 同 的 空间 态 ， 每 一 个 导致 12 个 态 (同上 )， 第 四 种 组 合 是 
对 称 空间 波 函 数 只 能 乘 反 对 称 自 旋 波 函数 ,但 是 整数 1 可 以 有 3 种 位 置 , 故 可 产生 3 个 态 . 
这 一 能 级 的 总 简 并 度 为 (3x12)+3=39. 

(2) 对 于 自 旋 为 1 的 两 个 全 同 粒子 有 6 个 对 称 3 个 反对 称 自 旋 波 函 数 ， 总 的 波 函 数 

应 是 对 称 的 . 对 于 基态 只 有 一 个 对 称 空间 波 函 数 ， 它 与 6 个 对 称 自 旋 态 结合 ， 纵 出 6 个 

简 并 态 . . 
对 于 第 二 个 能 级 态 (4，0，0)(0; 0, 0) 它 可 以 构成 对 称 或 反对 称 空间 波 卫 数 与 9 个 自 旋 
波 函 数 之 一 相 乘 ， 再 考虑 到 整数 ] 有 三 个 可 能 位 置 ， 故 总 的 简 并 度 为 3x9= 27. 对 于 第 三 
个 能 级 ，(1) 中 的 前 三 种 组 合 各 给 出 27 个 简 并 态 ， 最 后 一 种 组 合 给 出 6 个 简 并 态 ， 再 全 部 
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RE, 此 能 级 的 总 简 并 度 为 (3x27)+3x6=99. 


9.11 Pn +t HARARET T REN 


题 9.11 pr? 介子 有 自 旋 1, 2 介子 自 旋 为 零 . 证 明 衰 减 过 程 p? n +n ERRER. 

ERA ”因为 p? 介 子 自 旋 为 1， 而 介子 自 旋 为 0， 如 果 衰 变 过 程 发 生 ， 为 了 保持 角 动 
RFE, HAt 介子 处 于 角 动 量 量子 数 乙 = 1 的 轨道 态 , 然而 = 1 的 态 具 有 奇 字 称 , CE 
空间 反对 称 态 ，( 对 于 一 个 两 粒子 系统 ， 字 称 和 空间 波 函数 的 交换 对 称 性 是 一 致 的 ， 因 为 通 
过 原点 反射 空间 波 函 数 即 交换 了 两 个 粒子 ， 而 通过 原点 反射 自 旋 它 并 不 改变 . 所 以 自 旋 波 
函数 的 宇 称 部 是 正 的 . ) 因 为 x9 介子 自 旋 为 零 , 它们 的 自 旋 波 函数 是 对 称 的 , MARA n° + 
子 的 总 的 波 函 数 是 反对 称 的 . 但 是 mo 介子 是 Bose 子 , 双 Bose 子 系统 应 具有 对 称 的 波 函 数 ， 
所 以 此 衰变 过 程 是 不 可 能 的 . 


9.12 x 介子 与 氛 核 作用 形成 的 两 个 中 子 的 状态 和 字 称 


题 9.12 x 介子 和 一 个 气 核 作用 (开始 时 人 气 核 处 于 S 轨道 态 ) 形 成 两 个 中 子 . 

(D) 证 明 中 子 处 于 态 工 = 1, S= 1, J=1; (2) 由 此 推论 x 的 内 部 宇 称 . (x 具有 自 旋 0, 
气 核 自 旋 为 1.) 

证 明 (1) 上 述 反 应 过 程 是 

T +d—n+n . 

因为 自 旋 为 0， 氛 核 自 旋 为 1， 所 以 左边 总 自 旋 $ = 1. 由 于 反应 前 的 两 个 粒子 处 于 
5 轨道 ， 即 =0， 所 以 反应 前 左边 的 总 角 动 量 量子 数 人 = 1. 由 和 负 动 晤 守恒 这 也 是 反应 后 右 
边 的 总 角 到 重量 了 数 


PFARA ， 所 以 右边 的 总 自 旋 是 1 或 0. 我 们 可 以 断定 S= 0 不 可 能 ， 因 为 这 是 反 


对 称 的 自 旋 态 要 求 配 上 对 称 的 空间 波 函 数 ， 即 工 为 偶数 ， 而 这 将 导致 偶数 7 值 ， 总 角 动 量 
将 会 不 守恒 . S= 1 的 自 旋 态 是 对 称 的 要 求 反对 称 的 空间 波 函 数 即 了 为 奇数 , 当 9=1, J=1 
时 ， 唯 一 可 能 的 奇数 值 是 过 = 1. 

(2) AF L = 0 态 的 质子 和 中 子 构成 的 氛 核 具有 正 宇 称 ， 所 以 气 核 具有 正字 称 (质子 与 
中 子 的 内 豪 宇 称 都 是 正 的 . ) 因 为 x 和气 核反应 前 处 于 工 = 0 态 ， 所 以 左边 的 总 宇 称 与 六 的 
内 柬 宇 称 相同 . 右边 两 个 中 子 处 于 L= 1 态 ， 它 的 宇 称 是 负 的 . 反应 是 在 强 核 力作 用 下 发 生 
的 ， 强 相互 作用 下 字 称 守恒 ， 所 以 x- HARER 


913 ”无限 深 方 势 阱 中 几 个 电子 的 平均 能 量 


题 9.13 一 维 无 限 深 方 执 阱 中 含有 3 个 电子 . 在 温度 T=0K , 而 电子 间 Coulomb 能 可 
忽略 的 近似 下 ，3 个 电子 的 平均 能 量 E= 12.4eV. 问 在 同样 温度 和 近似 下 ,在 阱 中 的 4 个 电 
子 的 平均 能 量 是 多 少 ? | 

解 ERE, =m h. 由 Pauli 不 相 容 原理 和 能 量 最 低 原 理 .对 阶 中 的 3 个 电子 ， 能 级 
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E, FS 2 883, ER E, F 1 个 电子 . 所 以 
12.4x3=2E +4E,, E,=62eV. 


X14486, E #E,E# 8 2 个 电子 . 故 4 个 电子 的 平均 能 量 为 
E= OB, +26) =2E; =15.5eV 


914 ”两 个 在 有 心 势 阱 中 运动 的 电子 


题 9.14 考虑 两 个 在 有 心 势 阱 中 运动 的 电子 , 阱 中 只 存在 三 个 单 粒子 态 W ，y 和 凤 . 
(1) 写 出 这 两 个 电子 系统 所 有 可 能 的 波 函 数 . (2) 现 设 两 电子 间 存 在 如 下 相互 作用 : 
SH =V m,n) =V! (,n) ， 证 明 下 列 和 矩阵 元 的 表达 式 是 正确 的 . 


(wis [SHIy) = (ws) (n) A nue) 
- (namda rd yane) 
解 (1) Femi 子 系统 波 项 数 应 为 交换 反对 称 的 ， 故 此 系统 所 有 可 能 的 波 函 数 为 
Piz = 方 [mobDwa) AGI AGE) 


1 
¥13 = gA) LATAG 


1 . 
Yz = gW) wa ()ws@)] 


(2) 
1 
(wis | 


AAO AA T(G) G) )|óH|vs Gu (n) 
在 第 一 项 和 第 三 项 中 交换 1 和 7r, ， 再 与 第 二 、 四 项 合并 ， 即 得 证 . 


9.15 ”两 个 全 同 Fermi 子 处 于 一 维 无 限 深 势 阱 中 时 的 三 个 最 低能 量 


题 9.15 两 个 质量 为 m 自 施 为 的 全 同 非 相对 论 Femi 子 处 于 一 个 一 维 方 执 放 中 . B 
的 宽度 为 ,在 上 外 V 是 无 穷 大 排斥 的 . Femi 子 间 有 着 相互 作用 势 了 (a - z) ,这 可 作为 微 
Ë. 用 单 粒 子 态 和 自 施 态 给 出 三 个 最 低能 态 . 以 一 阶 微 抗 论 计算 第 一 、 三 个 最 低能 态 的 能 量 
将 你 的 结果 保留 在 积分 式 ， 忽略 自 施 相关 力 . 

解 势能 可 写成 


_ | 0， xef0, L] 
V Gx)= [o 其 他 
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立即 可 写 出 体系 的 单 粒子 空间 波 函 数 为 


Birz, xelo, L] 
L L 
0, 其 他 


w, (x)= 


单 粒子 自 旋 波 函数 为 8 . 


由 于 不 考虑 自 旋 相关 力 ， 两 粒子 波 函 数 可 分 解 成 空间 部 分 和 自 旋 部 分 的 乘积 . 
自 旋 波 函数 取 为 S2 = (S, +S,) M S, = Si + 9 的 本 征 态 
tM)= Xm 
Sm =J(J +D 
S Zm =M Xm I 
7 了 =0 为 自 旋 单 态 ， 对 粒子 交换 反对 称 . J =1 为 自 旋 三 重 态 ， 对 粒子 交换 对 称 . 
空间 波 函 数 也 可 进行 对 称 化 和 反 称 化 


1 
W, x.) = gra )w,,Qo)— w, (x2)w,,Ga)] 


fi 
v G, 2) = 1 2 
w, (x)w, (x, n=m 


[w,G)w, C12) — Wa Wn) nem 


所 以 总 体 波 函数 可 以 写成 
Wim (A Ha) Yi 
Wam A 12) XM 
它们 所 对 应 的 能 量 为 
E= ha (n? +m), n, m=], 2, --- 
2ml? ; ' 


G) 基态 . n=m=1. 
空间 波 函 数 对 称 ， 自 旋 必 是 单 态 

Vo = Wi) (Xi, Xa) Xoo 
GD 第 一 激发 态 . n=l, m=2. 


a a > =0t+l 

wia (4, wa) Xoo | 

四 重 简 并 . l 
(H) 第 二 激发 态 . n=2, m=2. 
空间 波 函 数 对 称 ， 自 旋 必 是 单 态 


y= AEN X) žo 
非 简 并 . 
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由 于 微 扰 Hamilton 量 与 自 旋 无 关 ， 因 此 ， 第 一 激发 态 的 微 扰 计算 可 视 为 非 简 并 情况 . 
AEf = | adry yC, a| VG — x) 
$ s 2 
AEi = Í dmd l, 12> 2 )| Y(xi =a) 


AE2 = f dx,dx, bb, | V(x X2) 


9.16 一 维 盒子 中 相互 作用 瘤 为 46(% — x,) 的 两 个 无 自 族 粒 子 


题 9.16 宽 为 过 的 一 维 盒子 内 有 两 个 质量 均 为 着 的 无 自 旋 粒子 ， 其 相互 作用 势能 为 
VG, 22) = aó(xi —x,) . 计算 基态 能 量 精确 到 a 的 一 次 项 . 
B 若 不 考虑 5 位 势 


0, <x, x <L 
vonoi 其 他 2 
PË PË 


三 一 -——+V 
ocima ma OP 


应 用 无 限 深 势 阱 的 结果 
2. ， I 
ANA 


Rr 2 2 
E n° +l’), n,[=1, 2,... 
"Zar ) 


对 基态 ，n=1=1 
hn? 
Ei= -F 
AME H'=aó( — x.) ， 基 态 能 量 的 微 扰 修正 为 
I =(u|H|in 
Tx 2 
-六 六 aaaaos- oa 人 aja za] 2) 
=a [2 int Ex |] 32 
- 2) Ñ dx sin (如 j= 六 
基态 能 量 为 
Ea =E +H'=— x 


9.17 HEWAN H = A(S.: S, -3S,, S, ) 的 两 个 固定 电子 


题 9.17 固定 在 z 轴 上 的 两 个 电子 间 存 在 一 个 磁 侦 极 - 偶 极 相互 作用 能 
H = A(S1 S, -39.52,) 
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S; =O; , 0 为 Pauli AGERE, A IRRE A=. 
(1) 用 总 自 旋 算 子 8 = Si; +S RR H/A. (2) 求 豆 /4 的 本 征 值 和 简 并 度 (统计 权重 )， 
解 (1) S$? =(S1 +82) = 了 +231 .32 
S? = (Si +S,,)° -+29i9z 
1 
Z Si S, —38S,,S>, => (S° -352) 
O 对 于 5? 、5, 的 共同 本 征 态 |5,M) 
H I 
~ s,M)= [s +D)-3M? ||s,u) 
这 就 是 本 征 值 方程 . 同时 可 看 出 对 于 mz0 的 态 ， 能 级 是 二 重 简 并 的 ， 简 并 度 为 2. 
|[S,M) E/A D(E!A) 
lo, 0) 0 1 
| + 一 二 2 


|1 0) 1 1 
这 里 五 /4 为 豆 /4 的 本 征 值 ，D(E/14) 为 能 级 的 简 并 度 . 


9.18 两 全 同 Fermi 子 形成 的 系统 


题 9.18 (1) 两 Femi 子 形成 的 系统 有 一 波 函 数 y (1,2). 车 它们 是 全 同 的 ，y (1,2) 必 
须 满足 什么 条 件 ? (2) 这 怎样 意味 着 Pauli 不 相 容 原理 (在 一 原子 中 无 两 个 电子 有 全 同 的 量子 
数 ) 的 基本 陈述 . (3) Mg 的 第 一 激发 态 的 价 电子 组 态 为 (3s, 3p) . ELS 硝 合 的 极限 下 ， 什 么 
样 的 工 和 3 值 是 可 能 的 ? 它们 的 波 函 数 空间 部 分 的 形式 是 什么 ( 当 单 粒子 波 函 数 分 别 为 
é (r) fü ó, (r) BJ) ? 哪 一 个 具有 最 低能 量 ? 为 什么 ? 

解 (1) y(1,2) 必 须 满足 对 粒子 交换 反对 称 

w(2,1)=—w (1,2) 

(2) 在 一 原子 中 ， 若 有 两 电子 具有 完全 相同 的 芥子 数 ， 则 必 有 y(1,2)=w(2,1), FÆ 

H(1⁄8 
w (1,2)=0 

也 就 是 说 这 样 的 态 是 不 存在 的 . 

G) 电子 组 态 (3s, 3p) BH 


所 以 
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v£(,2)=ér(,2)z£G, 2) 
式 中 
A2) =T AMATD HAAN) = 万 0 + Bo) (n)é, (n) 


Za, 2) = Rh) 


最 低能 量 态 是 态 yi(2) ， 即 $=1 的 态 ， 因为 $=1 的 态 空 间 部 分 对 交换 1<>2 是 反 
对 称 的 ， 所 以 两 电子 靠近 的 概率 较 小 ， 两 电子 间 的 Coulomb 排斥 能 较 小 ， 从 而 总 能 量 
较 低 . 


9.19 ”两 个 粒子 在 同一 谐振 子 势 中 以 弹性 力 相互 作用 


题 9.19 ”两 个 质量 均 为 m 的 粒子 束缚 于 一 个 _ 维 谐振 子 势 V Li 中 ， 并 且 通 过 一 


个 简 谐 吸 引力 Fo =-K —x;) 相互 作用 (假如 需要 ,可取 玉 是 小 量 ). G) 该 系统 三 个 最 低能 
量 态 的 能 量 是 多 少 ? (2) 车 粒子 是 全 同 无 自 旋 的 ，(D) 中 嘟 些 态 是 被 介 许 的 ? (3) 车 粒子 是 全 
EK, BARA 12，(D 中 每 个 态 总 自 旋 是 什么 ? 
解 ” 系 统 的 Hamilton 量 为 
H AET 82 5) 2 
= 一 一 | —+— |+> kai t) C- xX) 
ar? ax 


Hes +x) 9 = P — x) : 则 


2 
nE] Legan? )+ Ky? 


2m\ aE an? 
_ lasa 
= ije +3% +25) 
故 系统 能 量 本 征 态 为 
Emn -fns ha + (mr ne 
sh. a= Es =E, n,m=0, 2 —-. . 对 应 于 本 征 态 


[nm) = v,,, = PP EEO) 
RP, pO EO P3RPEDESKOS KIERTRHE n 42425. 
(1) 系统 的 三 个 最 低能 量 态 的 能 量 分 别 为 
Ew = TMa, ta) 


1 
Eo = 了 入 +an)+ hO, 
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Eor =O +0) + ħa 


假定 天 相对 大 来 说 较 小 ， 否 则 应 是 E- 

(2) 若 粒 子 是 全 同 无 自 旋 的 故 为 Bose T, 由 波 函 数 对 两 粒子 交换 对 称 性 得 到 (1) 中 的 态 
100) ，|10) 被 容许 的 ， 而 态 |01) 不 容许 . 

(3) FATE EWE 12 的 全 同 粒 子 ,由 总 波 钞 数 对 两 粒子 交换 反对 称 得 到 总 自 旋 5 在 (1) 
中 各 态 值 如 下 


920 两 粒 子 体系 的 最 低 总 能 量 、 能 级 简 并 度 和 相应 的 波 函 数 


题 9.20 茶 个 特殊 的 一 维 势 阱 具有 下 列 束缚 态 单 粒子 能 量 本 征 阔 数 ，w,(x) ， 迪 (0 ， 
Q), ,其 中 E, < E, < E.…. 两 个 没有 相互 作用 的 粒子 置 于 该 势 阱 中 . 对 下 列 (1), (2)， 


(3) 各 种 情形 写 下 : 两 粒子 体系 可 能 达到 的 两 个 最 低 总 能 量 值 ; 上 述 两 个 能 级 各 自 的 简 并 度 ; 
与 上 述 能 级 相应 的 所 有 可 能 的 两 粒子 波 函 数 ( 用 wy 表示 空间 部 分 ，|S, M) 表示 自 旋 部 分 ，$ 


是 总 自 旋 . ) (1) 两 个 自 旋 为 2 的 可 区 分 粒子 . Q) 两 个 自 旋 为 2 的 全 同 粒子 . (3) 两 个 自 


旋 为 0 的 全 同 粒子 . 
解 ” 两 个 粒子 之 间 没 有 相互 作用 时 ， 其 空间 波 函 数 满足 的 Schródinger 方程 分 别 为 
K 
EA yi) = Ey) 
K a _ 
É Im px? Spivey- E Q>), i, j=a, b, c, = 
以 上 二 式 合 起 来 ， 可 得 
KP Kg 
“amog 2mo VHV piaj (x, )= (E, +E Way) 


利用 这 一 性 质 以 及 粒子 的 统计 性 质 等 ， 可 得 
(1) 对 于 两 个 自 旋 为 1⁄2 的 可 区 分 粒子 


总 能 量 E, + E, 
HHE 4 
波 函 数 


V (xi), (x,)|00) 
PanMan |in},  m=0, +1 
式 中 ，|00) 与 |1m) 分 别 为 自 旋 单 态 与 自 旋 三 重 态 . 
总 能 量 E, +E, 
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简 并 度 8 
波 函 数 
上 上 
W. Wa (x2)|Im) ya (xi), (zo )|1m) 


(2) 对 于 两 个 自 旋 为 12 的 全 同 粒子 


总 能 量 E, +E, 

简 并 度 1 

波 函 数 yx wa (x2)|00) 
总 能 量 E; +E, 

简 并 度 4 

波 函 数 


A REA A 
£ [ye Ge Yo Cx) Yona) lm) 


(3) 对 于 两 个 自 旋 为 0 的 全 同 粒子 


总 能 量  E,+tE, 

简 并 度 1 

空间 波 函 数 ya) (x) 
总 能 量 E. +E, 

简 并 度 I 


< Ñ 1 
空间 波 函 数 Ves (o) to (a)w (o)] 


921 两 个 在 中 心 场 中 运动 的 电子 


题 9.21 两 个 在 中 心 


Fis, 2s% 


Mpa“ 
E 


:十 s 

示 ). (2) 对 于 () 中 的 态 讨 论 两 粒子 波 函数 的 对 称 性 . (3) 假设 在 1=0 
ij, 一 个 电子 处 于 1s 非 微 扰 态 自 旋 向 上 ， 另 一 电子 在 2s 非 微 扰 态 自 2s 1 x 十 
=0 = 


旋 向 下 . 在 什么 时 候 态 的 占据 翻转 ( 题 图 9.21)? i=? 
E (1) 两 个 电子 的 零 级 波 函 数 有 如 下 两 种 形式 题 图 9.21 


ó, (n, ) 00 (Sie 522) 
Eiin) Zim, Siz $2z) 


式 中 
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é, = glara HEU (2), D], e= 


分 别 表示 归 一 化 的 对 称 与 反对 称 波 函 数 ，Xo 和 多分 别 表 示 自 旋 单 态 与 三 重 态 . Hin E 
R1, v, 态 记 为 2、 办 态 记 为 


|)= 万 由 2)+2|21) 
由 于 微 扰 Hamilton 与 自 旋 无 关 ， z 可 不 考虑 ， 
AE, = [a° nd ný. —— m n] ó; 


((,2|+=(2,1) 


2 
e 
=, ((,2]+ (2.1) " 


-n| 
=H 2A], 2)+(2,1|A|2, D+ell,2|4|2, 1+e(2.14 2)] 


式 中 


e? 
i -r| 
AE, = K + ëJ 


A= 


式 中 
K =(1, 2| 4 人 2)=(2,14|2, 了 1 为 直接 积分 
J =(1,2|4|2, 1} =(2, 1|A]L 2) 为 交换 积分 
(2) 各 单 态 对 自 旋 交 换 反 对 称 ; 三 重 态 对 自 旋 交 换 对 称 ， 如 对 ， ZRI é 
对 i， 三 交换 反对 称 . 所 以 总 波 函 数 是 对 交换 电子 反对 称 
(3) 系统 的 初 态 为 
y(t=0)= (l2) |+) -|2s1s) Kẹ) 


zgled) DUNA- 2-12 D) (T+ + 人 | 


Lyza +W- Zio) 
从 而 ， 在 时 刻 1 的 波 函 数 为 
v= 万 (oo +y Me 
式 中 ，E, ，E_ 分 别 是 y, v 相应 的 能 量 . 
ele/h IE ih =-—1 时 ， 波 函 数 将 为 


-iEt /h 


Ean) 


vlin) =e FVZ —¥-_Xi0) 
sea (2 N) 2) 


自 旋 翻转 了 ， 于 是 
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h C+D n=0, 1, 2, = 


L = (Qn + Dr —— 
"n+ Dr 27 


922 和 氢 分 子 的 转动 能 级 

题 9.22 (1) 证 明 宇 称 算 符 与 轨道 角 动 量 算 符 对 易 . EAR Yn. p) 的 宇 称 量子 

2 

效 是 多 少 ? O) 对 于 在 以 = n+ 省 jho 态 的 一 维 江 报 于 证 明 ，(Ar), (Ap?) (2+3) W. 
(3) 考虑 氨 分 子 H, 的 转动 . 它 的 转动 能 级 是 什么 ? 两 个 核子 的 全 同 如 何 改变 能 溢 ? 在 这 些 
能 级 中 能 发 生 什么 类 型 的 辐射 由 迁 ? 记 住 质子 是 Fermi F. (4) WH a-o =1, P n Æ 
任意 方向 单位 矢量 ，o 是 Pali 自 旋 和 矩阵 . 

解 (1) 轨道 角 动 量 算 符 为 

L=rx P 


故而 对 任意 波 函 数 f (r) 有 
PLS (r) = PE x P)f@)=(Cr)x (CP) f Cr) 


=r x Pf -r)= LPf(r) 
式 中 ，P 为 字 称 算 符 . 于 是 P Ej L 对 易 . 
由 于 
Y,,(0,ó) =CD'Y, l-0, R+) 
FELA Yim (0, ó) 的 宇 称 量子 数 为 (-1) . 
(2) 对 于 一 维 谐振 子 


| h 
x= mal +a), p= Eat- a) 


利用 
aln)=Valn-D), at|a)= a+i|n+B 
可 得 | 
(ln) =o, (nlpln)=0 
(n?n) = nt), (nl|p*|n )== O n+ 
所 以 


(ee 人 (ee 
(3) 由 于 转动 Hamilton EX H = J2 /21, ， 所 以 氨 分 子 转动 能 级 为 


k 
E, = KK +1) 
2m 
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式 中 , 10 = MR? 是 分 子 绕 垂直 于 两 核 联 线 的 轴 的 转动 惯量 . 玉 是 角 动 量 量子 数 , K = 0, L … 
相应 的 本 征 态 为 球 谐 函数 po (0, Ó) . 


由 于 质子 自 施 是 了 ， 于 是 波 函数 对 两 个 质子 的 交换 反 称 ， 而 在 两 个 质子 交换 下 ， 质 心 
运动 波 函数 及 振动 波 函 数 不 变 ， 而 转动 波 函 数 改变 如 下 
Yeu, (OD -> Yru, (1-8, 0+6) =(-D)" Yru, (0, ó) 
K HIRRET, CD“ Yem, (0, 9) =Yeu, (90, 办 . 自 旋 波 函数 必须 反对 称 态 ， 加 自 旋 单 态 ; 而 当 
K 为 奇数 时 ，(-D Yeu, (0, $) =-Yeu, (0, 办. 于 是 ， 自 旋 波 函数 必须 对 称 ， 为 ARE 


S MERAPI, BEARNES. 
由 于 正 氧 和 仲 氢 之 间 不 能 相互 转化 ， 所 以 转动 能 级 的 既 迁 有 AK =2, 4,6, …. 可 能 发 


E E iR ERIE. 
2 
(4) -oy = (Tne =n) => nn {0.0)} = Dunn =1 
i ij ij 


923 ”一 长 方 盒子 中 相互 作用 势 为 了 V= Aó(n —r,) 的 两 个 粒子 
题 9.23 两 个 质量 为 m 的 粒子 处 于 一 个 边 长 为 a>5>c 的 长 方 体 盒子 中 ,体系 处 于 
与 下 列 条 件 相 容 的 能 量 最 低 态 . 粒子 间 的 相互 作用 势 为 V = 46(n —r,). 在 下 列 条 件 中 用 
一 阶 微 扰 论 计算 体系 能 量 . (1) BETA). (2) 零 自 旋 全 同 粒子 , G) 自 旋 平行 的 aw 
全 同 粒子 . 
E (1) 非 微 扰 体系 可 视 为 两 个 单 粒子 体系 的 直 积 . 
w(n,r,) =w(n)y(r,) 


最 低能 态 为 
0<x<a 
— sin L sin 22 sin Pi sin 22. sin Ki sint, O<y,<b i=l,2 
Wo(n,r)=; abc a a b c . 
0<z; <c 
0, 其 他 情形 


Eo = u (z+) 
m a b° c 
一 阶 微 扰 论 给 出 
AE = f dhd nyol r ASC —n)yo(n, r) 


2 
= [drao = za 


所 以 f 
2 2 

pss, aa) 2, 
m va b c Babe 
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(2) 此 时 ， 要 求 体系 波 函 数 对 粒子 交换 对 称 . 所 以 ， 最 低能 态 为 
Ws(n,n)=Wo(n,r,) 
与 (D 中 的 波 函 数 完全 一 样 ， 一 阶 修正 后 的 能 量 为 
El = 1 l. l 127 4 
i Pr eh cz 8abc 
G) 自 旋 平 行 ， 自 旋 波 函数 对 称 ， 要 求 空间 波 函 数 反 称 . 由 于 a>b>c ， 于 是 


三 <5 < 最 低能 态 为 


Walni, ty)= lvant) -Yan (rn )] 
式 中 ， Piu) ya) 分 别 是 单 粒子 基态 和 第 一 激发 态 


hb2( 5 1 1 
一 阶 微 扰 论 给 出 
AE = [dnd ryh in, r JAS =r Wal» r) =0 


E! ii) 
4 2a? b ¿2 


所 以 


m 


924 ”中 啉 环 分 子 


题 9.24 趾 啉 环 是 叶绿素 、 血 红 蛋 白 及 其 他 重要 化 合 物 中 出 现 的 一 种 分 子 . 该 分 子 性 
质 的 某 些 物理 概念 可 通过 将 分 子 视 为 一 个 18 个 电子 在 上 面 运动 的 一 维 环 来 解释 ，( 环 半径 
"=4A) (1) 写 下 归 一 化 的 单 粒子 能 量 本 征 函数 , 假设 电子 间 无 相互 作用 . (2) 分 子 处 于 基态 
时 , 每 个 能 级 上 各 有 多 少 电子 ? G) 分 子 的 最 低 电 子 激发 能 是 多 少 ?对 应 的 分 子 吸 收 辐射 的 
波长 是 多 少 ? 

解 (1) 电子 角 坐 标 为 2 ， 环 半径 为 r 


2 2 
-r Eav O= EvO) 
解 得 
y(0)= = itg 
Tç 
2 
式 中 ， 妇 = 2 E 
周期 性 条 件 为 

w(0)=w(0 +27) 

所 以 


k =0, +, +2, --. 
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Ë a 
E= k 
2mr2 
(2) 以 0，1，2，… 分 别 标志 能 级 Eo Ep … 则 体系 基态 的 电子 组 态 为 
0214243444 
(3) 第 一 激发 态 的 电子 组 态 为 
021424344351 


2 


AE=E;- E, =9- 


=} 791 À 
AE 


这 就 是 对 应 的 吸收 波长 . 


925 一 维 谐振 子 阱 中 ， 以 排斥 的 5 函数 势 相 联系 的 六 个 全 同 Fermi F 


题 9.25 一 维 谐振 子 阶 中 及 个 (N 是 个 大 数 ) 无 自 旋 Fermi 子 ,两 两 之 间 有 一 排斥 的 5 
KRA 


y kx, A 
= +2 S-a) k, A>0 
2 2 i 
(1) ARER TARRA v, 0) RA N AREER H —Akbk B 3308838. 
这 些 能 级 的 简 并 度 是 多 少 ? (2) 对 这 些 态 的 每 一 个 计算 立 达 的 期 待 值 
i=1 


# (1) 将 6 函数 势 当 作 微 扰 . 零 级 体系 波 函 数 可 用 Slater 波 函数 写 出 
Wa), ) wa (xu) 


l Vna Wna (x) .. Walay) 


Warnan QQ Aa) = JNi 


Van Wan Oa) Wan (Xn) 
= JZ P| wa Go: W.N (xs)] 
H T0SESSKUP x, x; (G 让 的 反 称 性 ， 可 算出 5 函数 势 的 矩阵 元 丝 为 零 . 对 零 级 体系 无 影响 . 
能 级 为 
Eni) = (nw |B|m ny ) = oY :| 


i=1 
式 中 ，@w= Vk/m, n ny 两 两 丝 不 相等 . 
0 基态 . 
Ry Ry 按 顺 序 排列 为 0,1,…,N —1 
Eo, r-n, ho + 


N NWN- 2|- _ho y2 


2 2 2 
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波 函 数 为 
I 
Vols il) = 2 OPP |[wvo()-yy-iG)]. 


G) 第 一 激发 态 ， 
nny 的 顺序 排列 为 0.1.…,N — 2, N 


1 
EA... N-2,N = zel? +2) 
波 函 数 为 


1 
Wo, 1,- N-2, N (KM, XN ) = RPP woa) n-an- yn Gy))] 
EP 


(ii) 第 二 激发 态 . 

7 Hy 的 排列 顺序 有 两 种 
0 1 和 N-2N+l 
0,L.....N—3, N-1, N 


能 级 为 
he 
Eo,1,--,N-2, N41 = Eo N-3 N-LN = > w 244) 
ARARA 


1 
Wo, 1n N-2, NAN) = Ti PP [yo yy- ew Wua) 


I 
Wo, N-3, Nl NO OXN) = JWi225PP|Wo(0)--Wu-a(zy-2)Wn- (aya Wy (xy )] 


同时 ， 我 们 立刻 可 看 出 基态 ， 第 一 激发 态 是 非 简 并 的 . 而 第 二 激发 态 为 二 重 简 并 的 . 
(2) 对 于 定 态 ， 有 


2(T) = (Fro ) 


而 
À ! 
(Esa Eee a) =0 
k isj 2 
S 260 x) =0 
isj 2 
所 以 可 得 以 下 两 个 等 式 


N 2 2 
(Ss ate.) 


2 
i=1 0 


“612 ， 量子 力学 
R(T) =V (y) 
于 是 ， 我 们 可 以 得 到 


N 
>x 


i=1 


>) =Ë (N? + 4) 
2m@ 


N 
> 


i=l 


aet 


AF, 0, |D, DAD 分 别 为 基态 ， 第 一 激发 态 和 两 个 第 二 激发 态 . 


926 HD 分 子 的 两 个 最 低 转 动能 级 差 


题 9.26 HD 分 子 的 两 个 最 低 转 动能 级 差 是 多 少 电 子 伏特 ? HO 是 一 个 气 核 距离 是 
0.75À. 
解 ” 转 动能 级 为 


hR 
E, 三 一 一 了 1 
1537 (Q+) 


h h° 
AE = 一 JAD ——JG +) = 二 
10=77 (J +1) 77 (J +1) 


J=1 J=0 


H-TUEBREt mp 近似 为 氮 核 的 由 的 两 倍 ， 故 


于 是 


-3 (9710 MeV .cm 、 1 
2 938MeV (0.75x10 Šcm)2 


=1.101x10 ?ev 


927 和 氮 分 子 的 相 邻 的 转动 能 谱 强度 之 比 
题 9.27 考虑 共 核 分 子 N? ,利用 氨 核 自 旋 7= 1 这 个 事实 推导 出 以 下 结果 : 在 氮 分 子 
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谱 中 相 邻 的 转动 谱 线 强 度 之 比 为 2:1. 
证 明 在 绝热 近似 下 N, 的 波 函 数 可 表示 成 电子 波 函 数 yw。、 SEEREN Vs 、 、 振动 


波 函 数 w。， 转 动 波 函数 yj 的 乘积 ， 即 
W EWW 
对 于 分 子 的 转动 谱 , 其 涉及 的 能 级 的 波 函 数 中 w。 ， wo 是 相同 的 , 差别 只 在 yw, 与 wy; 上 
且 对 于 氮 核 之 间 的 交换 ，w。wo 有 确定 的 符号 变化 ( 即 yyo — wowo 或 者 -eyo ) 由 于 N 核 的 
核 自 旋 为 1， 是 Bose 子 ， 故 总 核 自 旋 5 可 为 0，1，2. 


对 于 N 核 之 间 交 换算 符 P 
_ Ysg» S =0, 2 
Pys = ys, ç=1 
[vn AMA 
Pv -| yr 1 为 奇数 


由 Bose-Einstein 统计 知 当 两 氮 核 交换 时 ， 总 波 浮 数 应 当 不 变 ， 综 上 所 述 可知 相 邻 的 转 
动能 级 (A=) 必 有 一 为 5=0 或 2， 另 一 为 $=1. 它们 的 简 并 度 之 比 为 
(2x2+1+2x0+1):(2x1+1)=2:1. 又 对 于 分 子 转动 谱 ， 其 著 迁 选择 定 则 为 A/ =2 ， 故 相 
邻 两 转动 谱 线 必 是 由 了 = 偶数 一 偶数 及 7 = 奇数 忆 奇 数 的 跃迁 形成 的 . 由 于 分 子 转动 能 级 
间距 差别 与 室温 下 AT 相 比 很 小 , 可 以 忽略 热 布 居 的 影响 ， 其 相 邻 谱 线 强度 之 比 为 7 为 偶数 
的 转动 能 级 简 并 度 与 相 邻 的 7 为 奇数 的 转动 能 级 简 并 度 之 比 ， 故 为 2:1. 
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题 9.28 (1) 假设 H; ATHPAATRAE, 间距 是 106Å, mH 
电子 沿 质 子 连 线 方向 的 势能 图. (2) 画 出 HU 两 最 低能 态 的 波 沙 数 ， 粗 
略 说 明 它们 与 氨 原 子 波 函 数 的 关系 ， 哪 个 波 沙 数 对 应 基态 ?为 什么 ? 
(3) 当 两 氧 原子 分 离 无 穷 远 时 ， 丙 最低 态 的 能 级 有 什么 变化 ? 


# (1) 如 题 图 9.28(a) 所 示 ，R= 1.06A 电子 势能 为 题 图 9.28(a) 
y- Ë ` 
ñ h 
在 两 质子 连 线 上 
_ 2 e 
P| Jal 


(ukukupas 9.28(b) 所 示 . 


A 


题 图 9.28(b) 题 图 9.28(c) 
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D #ESjBNJ8 2), MJHIBDSCK8E2S 00 TRES 
| | y, = C, [emye] 
EF, yr) 类 似 于 类 氨 原 子 的 基态 被 沙 数 


l ari 


42312 a 
gd(r) = F: 。 pae = Violaa 


Vo 为 氢 原 子 基 态 波 函数 . 两 波 函 数 的 图 如 题 图 9.28(c) 所 示 . 从 图 中 可 以 看 出 ， 波 函数 为 
v, 时 电子 在 两 核 附近 的 概率 较 大 ， 因 此 ， 基 态 波 函 数 为 多. 


2 
BS, H E, = (yaly) 的 计算 也 可 知 忆 (及 Gk E p = 元 +V). 在 此 计算 中 注意 


r =r,r,=r-R, 对 r 积 分 
(é@m)|H|é@m)) = (6G(3|H|é0)) 


(AEA) =(ó()|H|é(n)) 


(IDEID) > (PDEA) 均 小 于 零 (束缚 态 ) 

” “(3) 当 两 氢 原 子 分 离 无 穷 远 时 ，4%n) MAn) 两 个 束缚 态 的 波 包 相互 重 亚 得 越 来 越 少 ， 
Ek (A(n DIELA) (AELA) 一 0. 两 个 最 低能 级 将 重合 并 等 于 

PR y 4 相 ; 


7 — -e 
R» 一 pma al ma 


(apla løn) 


929 SHART Schrödinger FEA H(A Qs) i FAA 构成 的 单 态 和 三 重 
态 之 间 的 能 级 分 列 


929 (1) SKRAT Schrödinger 方程 ,将 核 处 理 为 无 限 重点 电荷 . (2) He 原子 激 
发 态 的 电子 组 态 是 (ls)(2s) ， 它 有 单 态 和 三 态 . 哪个 态 能 量 低 ? 解 
全 R | RZ. MARTRA VC), var) 写 出 单 态 和 三 态 之 间 能 量 分 
裂 的 表达 式 . 
+2e # (1) 因为 核 视 为 无 限 重 ， 所 以 不 考虑 核 的 运动 ， 核 为 点 电 
题 图 9.29 W, 所 以 不 考虑 核 内 各 核子 之 间 的 相互 作用 以 及 核电 荷 分 布 . 如 是 
图 ， 9.29 所 示 ， Schrödinger 方程 为 
2 2 2 

式 中 ， 左边 前 两 需 为 电子 动能 ; =. 四 项 对 应 EFRR TIRIS 最 后 一 项 为 两 个 电 

子 的 排斥 势 . RI、R, 分 别 是 两 个 电子 以 核 为 原点 的 位 置 失 量 . f 
(2) 三 态 能 量 低 . 电子 是 Femi 子 ， 波 函数 对 于 交换 两 电子 总 是 反对 称 的. 自 旋 三 态 
对 于 两 电子 交换 对 称 ， 则 空间 波 函 数 对 于 两 电子 交换 反对 称 ， 说 明 两 电子 靠近 的 概率 比 
Buh, 电子 之 间 的 排斥 能 小 . 而 对 于 自 旋 单 态 , 结论 正 相 反 . 空间 波 函 数 对 于 交换 两 电子 
是 对 称 的 , 即 电子 相互 靠近 的 概率 大 , 电子 之 间 的 静电 排斥 能 大 . 所 以 三 态 能 量 低 . 这 时 ， 
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2 
é 
H'=—, no =n -nl 
Hz 


单 态 y = Wisp) + Vu (wa leo 
z=% Sy = sls Wa (n) -Vi Wa Iim m=1, 0, -1 
gp=('v|a hy) (yl w) 
注意 到 yi (r) = w, ， 则 可 得 


aE =2f [yan)y (r) Ce) (ea) Jeanen 


9.30 ”各 种 电子 组 态 的 ”71L 值 和 简 并 度 


题 9.30 ”计算 下 列 每 一 种 电子 组 态 的 +L 值 . (1) 2s2p , (2) 2p3p, (3) Cp, (4) 
BGA, (6) GA. 对 每 一 种 电子 组 态 , 证 明 每 个 L 组 合 的 态 的 总 数 等 于 组 态 的 简 并 度 . 


解 G) 一 个 2s 电 子 具有 n=2, 1=0， 5 了 了 ， 具有 两 个 态 相 应 于 mu =+. 一 个 2p 


电子 n=2, 1=1, s= 了 有 6 个 态 它们 的 四 =1, 0, -1， m, =+ Q SERTER). 每 


一 个 2s 态 可 能 和 一 个 p 态 结合 成 一 个 反对 称 态 ， 所 以 电子 组 态 的 简 并 度 为 2x6=12， 
为 了 获得 工 ，8， 7 值 ， 首 先 将 轨道 角 动 量 与 自 旋 角 动量 分 别 相 加 ， 由 题 意 知 


i=0, L=l, s= =s=> 
所 以 
L=], 83=1 或 0 
由 于 L=1 有 3 个 空间 态 , 相应 于 Mi =1, 0, -1. 它们 中 的 每 一 个 与 2 个 不 同 的 单 粒子 态 相 
关 , 其 中 一 个 电子 m=0, 另 一 个 mm =1 0, -1. 对 于 每 一 对 单 粒 子 态 我 们 可 以 构造 对 称 与 
反对 称 的 空间 波 函 数 . 前 者 同 反对 称 的 自 旋 波 函数 (S = 0) ， 后 者 同 对 称 的 三 重 态 (8 = 38 
乘 ， 所 以 我 们 有 
L=1, 3=l1 和 7Z=l1，39=0 
一 旦 我 们 确定 了 反对 称 的 工 ，$ 组 合 ， 则 对 了 没有 对 称 性 的 限制 ， 由 和 角 动 量 理论 我 们 有 
L=1, S=1, J=2,1,0 
L=1, S =0, J=1 
用 标准 符号 可 记 为 
pz， PPr Po; Pi 
每 一 个 了 值 有 27 + 1 A, 相应 于 Mj = J, J-1, …- J. 所 以 总 态 数 为 S+3+14+3= 
12， 这 也 正 是 电子 组 态 (1) 的 简 并 度 . 
讨论 对 每 个 了 的 27 + 1 值 相 加 的 总 数 总 是 等 于 电子 组 态 的 简 并 度 ， 这 是 因为 每 一 个 
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L, S, J, M; 态 ( 称 耦 合 表象 ) 都 是 具有 mm， 四 , m, m, 的 单 粒子 态 (无 而 合 表象 ) 的 线 
性 组 合 , 反之 亦 然 . 所 以 这 两 类 态 具 有 相同 的 数目 , 这 种 情况 是 两 个 角 动 量 相 加 的 推广 这 
一 结果 对 于 检查 是 否 所 有 的 7 值 都 考虑 到 否 是 很 有 用 的 . 

(2) 对 于 组 态 2p3p， 每 个 电子 都 可 以 处 于 6 个 态 之 一 , 2p 的 6 个 态 中 每 一 个 都 可 以 和 
3p 的 6 个 态 之 一 组 成 反对 称 态 ， 故 简 并 度 为 6x6 = 36 . 虽然 有 些 组 合 两 个 电子 具有 相同 的 
m, Ej m, ,但 电子 仍 不 是 处 于 相同 的 态 ， 因 为 值 不 同 . 

因为 4 = =1 ,所 以 L=2, 1, 0. 另外 处 于 不 同 壳 层 的 两 个 电子 的 单 粒子 态 总 可 以 构成 
对 称 与 反对 称 的 空间 波 函 数 , 所 以 任何 工 值 可 以 和 所 有 的 S 值 结合 构成 总 的 反对 称 波 函 数 . 
可 能 的 工 与 S 的 结合 构成 的 了 值 列 在 下 表 中 


L 27+1 2J+ 1 的 总 和 


° 一 t = = N S F 
— w r w O (e 


S 
2 1 
1 1 
0 1 
2 0 
1 0 
0 0 


这 些 态 是 
3d3， Idz, K 3p， 3 3po, 38;， ig,, Ipi, so 
G) 一 个 p 电子 有 6 个 态 ， 但 两 个 电子 必须 处 于 不 同 态 ， 所 以 只 有 6x5 种 直 积 态 . 再 
由 它们 构成 反对 称 的 波 函数 ,所 以 由 两 个 处 于 则 这 的 了 电子 的 组 态 的 简 并 度 为 了 x6x5=15， 


同 (2)， 可 能 的 工 值 是 2，1，0. 但 两 个 电子 处 于 同一 壳 层 ， 对 于 给 定 的 虐 不 能 构成 任 
意 对 称 性 的 空间 波 函 数 , 空间 态 的 对 称 性 由 工 确定 ,同样 自 旋 波 函数 的 对 称 性 由 5 确定 . 为 
了 总 波 函 数 是 反对 称 的 工 与 § 的 组 合 见 下 表 


L s 
2 0 2 5 5 
1 1 
0 0 


这 些 态 是 ,dp °p Opo so. 

(4) d AHAT L = 2, 8 54" mË, 3 E 2 个 自 旋 态 ， 共 有 10 个 态 . 这 样 (gD 表示 
一 个 满 壳 层 ， 它 是 非 简 并 态 ， 态 只 能 是 'so. 这 是 一 个 一 般 的 结论 ， 这 是 因为 每 一 个 电子 必 
须 有 不 同 的 一 对 m ，m, 值 , 在 满 壳 层 所 有 的 zu 值 (从 ! 到 -1) 都 出 现 两 次 (相应 两 个 m, 值 )， 
所 以 它们 的 和 为 零 . 类 似 所 有 电子 的 m, 之 和 也 为 零 . 这 样 结果 态 的 量子 数 Mi, MBAS, 


第 9 章 少 体 问 题 617: 


导致 
L=S=0 

因而 /= 0. 

讨论 满 这 层 的 电子 态 L=5=J=0, 这 是 一 个 很 有 用 的 结果 , 这 意味 着 为 了 计算 一 个 
电子 组 态 的 工 、S、 了 值 ， 我 们 可 以 不 去 考虑 所 有 填 满 的 壳 层 中 的 电子 ， 尽 管 它们 可 能 是 电 
子 组 态 中 的 大 多 数 , 我 们 只 需要 考虑 那些 未 填 满 的 壳 层 上 的 少数 电子 即 可 . 

(5) 这 是 一 个 满 壳 层 中 少 一 个 电子 的 电子 组 态 . 因为 满 壳 层 电 子 组 态 的 轨道 角 动量 和 
自 旋 角 动 量 都 为 零 ， 所 以 当 一 个 电子 从 满 壳 层 中 去 掉 后 ， 翻 下 电子 的 角 动 量 的 各 分 量 等 于 
去 掉 的 电子 的 角 动 量 分 量 的 负 值 ， 也 就 是 剩余 电子 的 工 ，8，y7 值 与 过 上 只 有 一 个 电子 时 相 
同 . 所 以 (3d)? 简 并 度 为 10， 它 的 亏 、8、J 了 值 分 别 为 


相应 的 态 是 ds, d. 


931 氮 原 子 基态 的 电子 组 态 


题 9.31 氮 原 子 基态 的 电子 组 态 是 (1s)?(2s)*(2p》 ,试问 : 
(1) 此 电子 组 态 的 简 并 度 ; 
D 列 出 所 允许 的 2p 壳 上 的 电子 的 单 电子 态 的 乘积 态 ( 按 M, 减少 的 顺序 ); 
G) 此 电子 组 态 可 能 的 2+17， 值 是 什么 ? 
(4) 哪 一 个 具有 最 低能 量 ? 
解 G) is, 2s 层 已 满 可 以 不 考虑 . 对 2p 壳 层 的 3 个 电子 有 6 个 单 粒子 态 ， 每 个 电子 
必须 处 于 不 同 的 态 ， 所 以 简 并 度 等 于 从 6 个 态 中 任意 选 出 3 个 的 方法 的 数目 ， 即 
6! 
3 7 


(2) 20 个 乘积 态 列 在 下 表 中 ， 乘 积 中 的 数字 是 my 值 (I 表示 -1)，a ，p 表 示 =L, 


mm, = -例如 ， 第 一 行 中 的 |z0a| 表示 三 个 单 粒子 态 


PATEKAR 


leoclp 
lpoplc 
[zorog faïa] g 
|6opow |6iple 


|zoaic 
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|eouip |eizop ouielp 

josiz jipoe opipla Ñ y Ñ 
2312 y 
ixoe06 eja y y 

1000 ip|piz y 4 

jzoajip v 


10px 


1 1 
m, = 1, m, =>; m =0, m = m =l, m =— 


对 每 一 个 乘积 态 ML 是 3 个 my 的 和 ,同样 Ms 是 3 个 ms 之 和 . 

O) 同样 存在 着 20 个 态 ,它们 由 不 同 的 量子 数 L、5、 用 、Ms 标 志 . 它们 是 20 个 乘积 
态 的 线性 组 合 ， 并 且 对 于 任 一 对 电子 交换 具有 交换 反对 称 性 . 对 于 同一 壳 层 只 有 两 个 电子 
的 情况 ( 题 (3)) 下 ， 反 对称 性 要 求 的 满足 可 通过 对 称 性 的 空间 波 函 数 与 反对 称 性 的 自 旋 波 函 
数 相 乘 或 者 反对 称 空 间 波 函 数 和 对 称 自 旋 空 间 波 函 煞 相 乘 来 达到 . 但 是 当 价 壳 中 的 电子 超 
过 两 个 ， 问 题 就 要 复杂 些 ， 因 为 并 非 一 定 能 将 反对 称 态 写成 空间 波 函 数 与 自 旋 波 函 数 的 乘 
积 , 为 此 我 们 首先 用 单 粒子 态 乘 积 态 构成 三 粒子 反对 称 的 态 . 方法 是 车 很 积 态 
w0,2,3) =u, (Du, Qu (3) , 表示 1 粒子 处 于 单 粒子 态 因 ,2 粒子 处 于 4 ,3 粒子 处 于 二 态 ， 
则 三 粒子 反对 称 态 可 由 此 乘积 态 构成 ， 为 


Val 23) = {fy 2 3)+ 2,3, D+ 3, DD] [yb D+ 3 D+, 2 DP 0) 
NET 


如 此 构成 的 态 与 wd 2,3) 具 有 相同 的 M. 与 Ms 值 . 然后 再 用 上 表 中 同一 行 中 的 每 一 个 乘 
积 态 分 别 构成 的 反对 称 三 粒子 态 再 进行 线性 组 合成 为 具有 确定 的 S, Mi, M, HNP 
态 . 组 合 关系 确定 了 L. S 的 可 能 值 . 上 玫 中 的 符号 “Y” 表示 相应 的 二 与 8 值 (每 一 列 ) 是 
由 “号 同行 的 乘积 态 线性 组 合 而 成 的 , 例如 ,第 三 行 有 两 个 肝 积 态 ,|x0a08 和 [|pia|p 


由 式 () 可 构成 两 个 三 粒子 反对 称 态 ， 由 于 相应 的 ML = 1, Ms = 二， 所 以 用 这 两 个 三 粒子 


反对 称 态 经 过 不 同 的 线性 组 合 又 可 以 构成 工 = 2, 5= 和 工 =1, S-I RNE, WRH” 
号 所 表示 . 

每 一 对 L、5 值 导致 7 值 (从 工 +3，-- 世 -3 引 )， 在 下 表 中 列 出 了 所 有 的 工 、8、Jj 值 ， 相 
应 的 态 为 


2 2 2 2 4 
dsns ‘dap, “Paz? Dio “S32 


L 5 J 27+1 27+ 工 的 和 
1 5 3 
2 2 Ta 6, 4 10 
1 3 1 
I 2 PI 4,2 6 
3 3 4 4 
0 2 2 
总 和 20 


(4) 最 低能 量 的 态 由 Hund 定 则 决定 ， 第 一 条 定 则 给 出 5 -3 ， 所 以 基态 是 teo, 

MS Hund 定 则 是 用 来 确定 LS RATAS L, S, JAH: 在 基态 中 5 值 具有 最 
大 值 ; @ 工 值 具有 最 大 值 ; @ 当 某 壳 层 电子 数 少 于 半 满 时 ， 了 =|L- 5|; 当 电 子 数 大 于 半 
WJ = 工 + 9 ， 当 电子 数 正好 是 满 壳 层 电子 数 一 半 时 , 工 =0，J = 了 


932 服从 六 看 合 的 铅 原 子 在 6p 这 中 的 两 个 电子 可 能 的 所 jo J 


题 9.32 4ñBCFHRA 386. 铅 原子 基态 在 6p 过 中 有 两 个 电子 . 对 铅 原子 的 这 一 电子 
组 态 ， 给 出 可 能 的 jo jo J 值 ( 磁 相 互 作用 大 于 静电 相互 作用 ). 

解 ” 因 为 铅 原子 服从 j REAN i =L + 5 为 第 一 个 电子 的 总 角 动 量 ， 训 = 二 +5 为 
第 二 个 电子 的 总 角 动 量 在 原子 中 是 守恒 的 ) 单 电子 的 j = 工 +3 为 好 量子 数 ， 对 于 一 个 P 壳 


的 电子 ， j= 入， IHF h = p = BL, 两 个 电子 的 了 = 3, 2, 1, 0. BE J= 3 和 1 
的 波 函 数 是 交换 对 称 的 故 被 排除 . 类 似 对 于 万 = 户 =E, J=1, 0, 而 7=1 Wik ak 
是 对 称 的 ， 故 舍 去 . 对 于 用 = ， h=}, J=2, L 的 情况 ， 因 为 广 # j ， 所 以 我 们 可 以 


2 
对 所 有 的 / 值 构成 反对 称 波 函 数 ， 因 而 都 是 介 许 的 . 在 下 表 中 列 出 可 能 的 广 、 户 、J 值 . 


j h J 27+1 274+ 守 的 和 
3 3 ， 

5 > 0 5, 1 6 

3 1 

5 5 2, 1 5,3 8 
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讨论 ”对 (xp) 电子 组 态 ， 上 题 结果 给 出 在 LS RAS FB L, S, J 值 ， 本 题 给 出 了 在 少 
耦合 下 的 广 ， 户 ，7 值 . 在 下 面 题 图 9.31 中 显示 了 (np》 电子 组 态 的 能 量 如 何 随 着 P/Y'( 原 


子 中 电子 受到 的 磁力 和 剩余 的 电力 之 比 ) 的 变化 而 变化 . 


Ge Sn 
(4p) (Sp 
l 


题 图 9.31 


当 已 女 风 时， 图 中 以 错 为 例子 说 明 ; P~V' 的 时 候 以 锡 为 例子 ， 这 时 的 态 一 般 来 说 处 
于 不 同 的 S. L 的 态 的 混合 ,或 者 不 同 的 ji， 刁 的 态 的 混合 ， 当 P 了 >V' 时 ( 方 耦合 )， 这 时 
EMRE S HAES, 但 趋向 于 具有 确定 的 广 ， 户 值 , 其 中 铝 就 是 一 例 . 值得 注意 的 是 
在 所 有 情况 下 ，J 都 是 好 量子 数 . 


9.33 在 热平衡 混合 物 中 的 氨 分 子 


题 9.33 EAA TH ortho form 中 两 个 核 的 自 旋 波 函数 是 对 称 的 ; 在 para form 中 是 反 
对 称 的 . 分 子 内 部 运动 可 以 表示 为 刚性 转子 的 运动 ， 本 征 波 函 数 是 球 谐 函 数 ， 相 应 的 本 征 
能 景 是 + 有 /121 , 这 里 1 是 分 子 关于 通过 它们 的 质心 而 且 垂直 于 两 核 连 线 的 转动 轴 的 转 
ZIRE. (D 证 明 当 温 度 为 了 时 ， 轻 氢 的 热平衡 混合 物 中 para 分 子 数 四 与 ortho 2-8 n, 
之 比 是 
E Ql + De 


"lB O 
n, 3 > (21 + pe D 
I=% 
其 中 
R 1 
X = 一 一 一 一 
27 koT 


ks Æ Boltzmann 常量 . (2) 在 温度 20.0K 时 ， 轻 所 中 含有 99.83% 的 para form. 计算 分 子 中 
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两 核 的 距离 . (3) 假设 在 轻 氢 与 重 氢 分 子 中 两 核 距 离 是 相同 的 ， 计 算 在 同样 漫 度 下 重 氢 的 平 
衡 混 合 物 中 ortho 分 子 占 的 百分比 . 


解 d) 轻 所 分 子 的 核 是 质子 ( 自 族 )， 所 以 两 个 核 的 总 体 波 函数 是 交换 反对 称 的 . 因 


为 两 核 的 旋转 本 征 态 是 球 谐 函 数 Yim, 所 以 当 ! 为 奇数 时 函数 反对 称 而 ! 为 偶数 时 函数 对 称 . 
而 两 核 的 总 自 旋 态 当 S = 1 时 (ortho 分 子 ) 是 对 称 的 ,而 当 $=0 时 (para 分 子 ) 是 反对 称 的 . 由 
于 两 核 的 总 波 函 数 须 反对 称 ， 所 以 para 分 子 的 转动 态 ! 为 偶数 ， 而 ortho 分 子 1 为 奇数 . 

在 热平衡 态 中 , 每 一 种 态 的 分 子 数目 正比 于 Boltzmann 因子 e- 呈 /7 ， 这 里 转动 态 的 能 
量 是 


R 
E, =—I(I+1 
1 了 7 (I+D) 


AARRE RR, 每 个 转动 能 级 有 (21+D 重 空间 简 并 度 加 上 自 旋 态 简 并 度 ($ = 1 
时 3 ERF, S =0 时 一 重 简 并 ). 从 这 些 考虑 我 们 可 以 得 到 在 热平衡 时 , para 分 子 数 与 ortho 
分 子 数 的 比例 为 

> (21+De Dx 


EË — () 


n _1 
3 >》 (21+De (tz 
l=% 


no 
这 里 
F. 2 
D 如 果 RERAER, mERTRE, WANTRIREI H 

1-2m ($) -1 R G) 


因为 Boltzmann 因子 使 得 式 (1) 中 的 求 和 的 各 项 的 大 小 随 着 ! 的 增 大 而 迅速 减 小 ， 而 且 对 Ro 
的 粗略 估计 也 显示 了 在 了 = 20K FF, 1>1 的 项 都 可 以 略 去 不 计 . 这 一 点 容易 理解 , 因为 我 们 
可 以 想像 Ro 应 当 介 于 a = 53pm (ao 为 Bohr 半径 ) 与 2ao 之 间 . & R =100pm , T=20K, 代 
人 式 (2) 可 得 x=2.41， 所 以 对 于 1=2 有 
(21+ De Hx _ sex -2.6x105 

由 于 数值 很 小 显然 可 以 略 去 . 

仅仅 保留 1=0,1 的 项 ， 由 式 (1) 可 得 

n 1 99.83 


n 9e™2* 017 
由 上 式 可 求 出 x=4.286 ， 再 由 式 (2) 和 式 (3) 两 式 可 求 出 
Ro =75pm 
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(3) 重 氢 核 是 气 核 , 自 旋 为 1， 所 以 对 称 自 旋 态 (ortho) 数 与 反对 称 自 旋 态 (para) 数 比例 为 
2:1( 题 9.27) 人气 核 是 Bose 子 ， 所 以 两 核 的 总 体 波 函 数 是 对 称 的， 所 以 ortho 态 的 ! 为 偶数 ， 
para 态 的 ! 为 奇数 . ortho 分 子 与 para 分 子 数 的 比例 为 

a 22 Q+ De™ 
o _ [= 偶 


Ñ 
这 里 
-1 
ma RekpT 2 
(ma 是 泉 核 的 质量 近似 等 于 zm, ) 类 似 上 面 所 述 将 1>1 的 项 略 去 . 所 以 有 


n 2 _ 3 e4286 _ 48.5 


Xa 


np 3e™ 
这 相当 于 热平衡 时 98.0% 的 是 ortho 分 子 . 
讨论 除了 和 氢 分 子 的 旋转 运动 ， 还 有 两 个 氨 原 子 之 间 的 距离 能 够 变动 导致 振动 态 . 但 
是 这 些 振动 态 的 能 级 之 间 的 距离 远大 于 旋转 态 ， 在 温度 为 20K 时 ， 所 有 的 分 子 都 处 于 最 低 
的 振动 态 . 电子 激发 的 能 级 也 比较 高 . 对 于 两 核 的 交换 振动 基态 和 电子 基态 都 是 对 称 的 , 所 
以 在 本 问题 中 只 考虑 核 的 转动 态 和 自 旋 态 是 正确 的 . 


934 氨 - 氛 分 子 两 个 最 低 的 转动 能 级 的 简 并 度 


题 9.34 HD( 氨 - 氛 分 子 ) 的 两 个 最 低 的 转动 能 级 的 简 并 度 是 多 少 ? 
解 HD 的 两 个 最 低 转 动态 ! 值 分 别 为 0 和 1， 简 并 度 为 1 和 3( 如 同上 题 一 样 )， 两 个 
核 的 自 旋 分 别 是 


1 
S = 和 S =1 
153 和 2 


这 样 共 有 2x3=6 个 自 旋 态 . 因为 两 个 粒子 是 不 全 同 粒子 ， 态 函数 无 需 对 称 化 . 任何 自 旋 态 
可 以 和 任何 空间 态 相 结合 ， 构 成 总 的 波 函数 . 所 以 1=0 和 1= 1 的 能 量 值 的 简 并 度 分 别 是 6 
和 18. 


935 ”三重 电离 的 错 离子 


题 9.35 三 重 电离 的 错 离 子 在 4f 壳 层 有 两 个 电子 . (1) 用 Hund 定 则 计算 离子 基态 的 二 
S, JIB, 并 找 出 Lande g 因子 值 . (2) 证 明 当 磁感应 强度 为 B = 1T 的 磁场 加 在 错 盐 上 , 在 温 
BE T= 300K 时 ， 镁 离子 沿 磁 场 方向 的 磁 和 矩 分 量 的 热 平 均值 近似 为 
” -lek JQ +DB 
3 KB 了 
这 里 /为 Bohr F. G) 估算 在 上 述 瑟 与 了 值 下 , 一 克 分 子 错 盐 的 磁化 率 (提示 ; 利用 离子 
具有 Mr 的 概率 正比 于 Boltzmann 因子 e 76D ,这 里 EE 是 处 于 Mr 值 时 的 磁 能 . 假定 本 题 的 
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温度 下 KaT H, LS 能 级 系列 的 间隔 小 的 多 ). 
解 (D 镜 离 子 基态 的 ZL、5、7 值 可 由 Hund 定 则 给 出 . 对 于 在 44 壳 上 两 个 电子 , 定 则 
给 出 
S=], L=5, J=4 


离子 8 因子 为 
JJ+D+S(S+D-L(L+D 4 
g = 1 + —— ° O -— =— 
2J(J +1) 5 
(2) 在 磁场 B 存在 时 ， 离 子 沿 召 方向 的 磁 偶 极 子 分 量 为 
A= gM HB (D 
它 的 磁 能 是 
E=-gM ,upB . (2) 


这 里 MON -J, -J+1:: J. 
因为 离子 具有 M/ 值 的 概率 己 正 比 于 e O, MUA 


l M gue B 
p=—exp| 一 此 二 8 一 3 
| k T J O 
式 中 
M ,=7 
= £ exp 288 人 
M,=-J ks T 


注意 如 果 保 持 J 为 常数 ， 则 所 有 放 ) 的 概率 之 和 为 这 是 基于 这 样 的 假定 ， 在 本 题 的 
温度 下 ， 离 子 处 于 由 相同 的 工 、8 导致 的 较 大 的 了 值 的 态 的 概率 可 以 忽略 ， 因为 那些 态 的 能 
BART, M kT 比 起 它们 之 间 的 能 级 差 太 小 了 . 

AA-AAA, TAH Waaa 


M gue B 
-z >, M gp perp "EME k T J 
7 
gHp 2, Mjexp(M,x) 
=— = 
> exp(M jx) 
M;=-J f 
_ EHpB 
式 中 ， X= kT . 
在 本 题 条 件 下 有 
HB _0.0022 
bT 
所 以 , 在 8 和 MM 的 数量 级 为 1 ARTEM <l, RFA 
eM a IL Mx 
因而 有 
2 
g= gup Ht MD) tz 


> G(+xM;) 
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求 和 是 对 所 有 的 有 My 值 (从 -J 到了)， 所 以 MM 的 奇数 喻 的 和 为 零 ， 上 式 变 为 
五 = sman- 3 2 x. (5) 


上 面 用 到 | 
TM? - Zg +DQJ+D 
>'I=27+1 
(3) 死 分 子 磁化 率 由 下 式 定 义 
_LONAZ 


这 里 Ns 是 Avogadro 常数 ， RAOIR 
xai =3 40Na H ? m (6) 
将 g、J、 了 和 原子 常数 代入 式 (6) 可 得 


Xaa = 6.7 x10 $m? mol! 

讨论 (D HROTE, 倘若 KpB << kpT，, 则 磁化 率 独 立 于 B 而 反比 于 温度 工 后 者 变 
化 正如 Curie 定律 . 因为 xpB 之 kpT 在 很 大 的 实验 条 件 下 被 满足 ， 所 以 此 定律 有 广泛 的 适 
用 性 . 

(2) 如 果 不 同 的 7 了 值 态 的 能 量 间隔 比 ksT 大 ， 这 里 了 为 室温 ， 则 我 们 说 Ls 系列 远离 ， 
这 正 是 像 错 这 样 的 稀土 元 素 的 情况 . 如 果 Curie 定律 的 条 件 满足 , 稀土 元 素 磁化 率 的 实验 值 
与 式 (6) 的 理论 值 符合 的 很 好 . 

当 离 子 群 具有 狭义 的 SL 系列 ， 即 不 同 了 值 态 的 能 级 间隔 小 于 室温 下 的 如 7 值 . 一 
的 SL 系列 意味 着 原子 中 自 旋 -轨道 作用 力 相对 较 弱 ， 我 们 可 以 忽略 自 旋 角 动量 与 轨道 角 动 
量 的 耦合 而 认为 原子 有 独立 的 自 旋 磁 矩 与 轨道 磁 矩 ， 它 们 各 自 对 磁化 率 有 所 贡献 ， 而 g 因 
子 值 分 别 为 2 和 1. RPT AMKA SL 系列 ， 式 (6) 变 成 
2 LL+D)+4S(S+D) 

kaT 

然而 ， 式 (7) 的 计算 值 与 实验 并 不 符合 . 原因 是 离子 族 盐 晶体 中 原子 之 间 的 静电 力 使 等 效 
为 等 ， 这 一 现象 被 称 为 棠 灭 . 将 工 =0 代 人 式 (7) 后 所 得 的 值 与 实验 相符 很 好 . 


Xmol F 3 LNAp AŽ (7) 


936 He 离子 和 He 原子 的 电子 波 函 数 


题 9.36 (1) 假定 你 已 经 解 出 了 一 次 电离 的 He 原子 的 Schrödinger 方程 ， 得 到 一 组 本 
ERRA. G) Gn 和 氨 原 子 波 函 数 相 比 ， 有 何不 同 ? Gi) 如 果 加 上 自 旋 部 分 ，er (gQ o") 
表示 自 旋 向 上 (或 向 下 )， 怎 样 将 乡 种 结合 起 来 ， 得 到 具有 确定 自 旋 的 本 征 函 数 ? (2) 现 
在 考虑 到 He 原子 有 两 个 电子 ， 但 忽略 它们 之 间 的 电磁 相互 作用 . 0 用 # 和 og 写 出 一 个 
具有 确定 自 旋 的 典型 的 两 电子 波 函 数 (不 要 选择 基态 ). (ii) 在 你 的 例子 中 , 总 自 旋 是 多 少 ? 
Gü) 说 明 你 的 例子 不 违反 Pauli 不 相 容 原理 . Gv) 说 明 你 的 例子 对 于 交换 电子 反对 称 . 

解 (1) 出 现在 类 氨 离 子 波 函 数 中 的 唯一 的 表征 位 势 强度 的 量 是 Bohr 半径 
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4 是 系统 的 折合 质量 , Z 是 原子 核 核电 荷 数 . 因此 gy 与 氢 原 子 波 函 数 相 比 , RE Bohr 半径 


N 


AMB], aome) = wm 
Gi) gy jot 属于 不 同 的 空间 , 为 得 到 具有 确定 自 旋 值 的 本 征 函 数 , 只 要 将 h Ao E 


乘 即 可 . 
(2) G). GD 


l + (Do ot 
06 Q)|o*()o"Q)- o" (Do* Q] 


总 自 旋 为 0 
IMOD -fr (pm O)]o* Wor 2 


总 自 旋 为 1. 
(iii)、(iv) 是 很 显然 的 . 


937 求 氮 原 子 中 二 个 电子 分 别处 于 基态 与 第 一 激发 态 时 ， 存 在 的 8 个 轨道 波 
路 数 的 性 质 
题 9.37 忽略 电子 自 旋 ， 将 氮 原 子 中 两 个 电子 相对 于 核 的 位 置 记 为 (i=1, 2), Ei 


的 Hamilton 量 可 以 写成 
21 p2 2e e? 
Sy a lay, v=—— 
xE 河上 后 
(D 证 明 一 个 电子 在 类 氢 原 子 基态 ， 另 一 个 在 第 一 激发 态 时 ， 存 在 8 —E H) = H -V 的 本 
征 函 数 的 轨道 波 函数 , (2) 用 对 称 性 的 考虑 , 证 明 在 这 8 个 态 中 的 所 有 矩阵 元 可 以 用 它们 
中 的 四 个 来 表示 . (提示 MEEF. H’ | 91 REER REE etika Bl 


的 ) (3) 证 明 如 果 用 Ho 的 8 个 本 征 函数 的 线性 组 合作 为 试探 函数 ， 变 分 原理 会 给 出 决定 8 
个 激发 态 能 级 的 行列 式 方程 . 用 VY 的 四 个 独立 的 矩阵 元 表示 出 能 级 分 裂 . (4) 讨论 由 于 Pauli 
不 相 容 原理 ， 能 级 的 简 并 情况 . 
解 ”类 氢 原 子 的 本 征 函数 记 为 
|z, l, m) 
则 8 个 Ho FERREA =0, L m=- ---, D 
|im +) = U (100), (21m),) +|(21), (100), )] 


其 中 ， 下 标 !，2 分 别 标记 两 个 电子 . 这 态 相应 的 能 量 为 


222 1 Suet 
Bat (141) =- S6 
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是 核电 荷 为 2 的 类 和 氨 原 子 基态 和 第 一 激发 态 的 能 量 之 和 . 
现 把 电子 间 的 相互 作用 


2 
” |n-5| 
当 作 微 扰 项 . 则 需要 计算 的 矩阵 元 为 
(I'm +|V,.|lm +) 

考虑 到 V 具有 转动 不 变性 并 且 对 两 个 电子 是 对 称 的 ， 而 |zm+) 又 是 空间 转动 的 本 征 态 , 于 
是 有 下 列 矩 阵 元 

(000), Qm, w.|000) 21), ) =(Q1Im',G00),w.|Q1Im)00),) = BG A, 

(00), (21m"), .|Q1m) 300), ) = ((2m,00),|v,,|000),(21,) = ó, B, 


这 样 可 以 算出 
(m +|v,|Im +) = ó, ó, (A + B.) 


Im'+|W,|Im—) = 0 


( -= 
(I'm _ V, |im+) = 0 
(r m' ~ |Via|im -) = ró, (A, — B,) 

由 于 我 们 一 开始 是 按 关 于 电子 的 交换 对 称 性 组 合 波 函 数 的 ， 所 以 ,我们 看 到 微 扰 矩阵 
是 对 角 的 . 于 是 ， 我 们 得 到 四 条 分 裂 的 能 级 . 第 一 条 能 级 的 能 量 是 E, + A + B. ;该 能 级 对 
应 的 态 是 |lm+). 

第 二 条 能 级 的 能 量 是 4- B. + Es ;该 能 级 对 应 的 态 是 |lm 一). 

第 三 条 能 级 的 能 量 是 Ep + A+ By; 该 能 级 对 应 的 态 是 |00+). 

第 四 条 能 级 的 能 量 是 Bs + A -Bo ; 该 能 级 对 应 的 态 是 |00 -). 

其 中 ，|lm+) 和 |lm-) (m=, 0) 各 是 三 重 简 并 的 . 
考虑 到 Pauli 原理 ， 则 要 加 上 自 旋 波 函数 . 不管 轨道 - 自 旋 耦 合 ， 则 总 自 旋 波 函 数 为 
n, NI ZES. 
由 于 电子 总 的 波 函 数 必 须 是 对 电子 的 交换 是 反对 称 的 ， 我 们 必须 作 如 下 组 合 
[im +} Zoo 
|m -} tis, 
于 是 得 各 能 级 的 简 并 度 如 下 
Es + Ao — Bo 3 
Ep + Ao + Bo 1 
Es +4 -B, 9 
Es +A +B, 3 
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938 由 氮 原 子 的 最 低 P 态 的 近似 波 函 数组 成 12 个 反对 称 态 ， 并 研究 其 性 质 


题 9.38 从 下 列 已 知 的 核电 荷 为 Z 的 类 氢 波 函数 出 发 ， 描 述 中 性 氨 原 子 的 最 低 p 态 
(L= 1 的 近似 波 函 数 和 能 级 


Wi = a eri, a= 


N |° 


Wap, _0= (3270 a -5/2 re`"? cosd 


等 . (1) 你 应 该 按 Russell-Saonders 耦合 图 像 将 这 总 共 12 个 态 (2 自 旋 分 量 x2 自 旋 分 量 x3 
轨道 分 量 ) 分 类 ， 注 意 各 个 态 应 该 是 反对 称 的 . (2) 对 这 两 个 轨道 波 函 数 各 给 出 一 个 “2Z” 

的 估计 (最 相近 的 整数 )， 这 导致 比 基 态 高 多 少 的 能 量 ? 可 以 用 什么 数学 过 程 去 计算 最 佳 Z 
值 ? (3) 写 出 一 个 积分 ， 它 给 出 由 于 电子 间 的 排斥 作用 而 引起 的 这 12 个 态 中 两 个 子 集 的 分 
R. 哪些 态 的 能 量 较 低 ? (4) 其 中 的 哪些 p 态 能 通过 单 光子 发 射 衰变 到 原子 的 基态 ( 电 偶 极 
RE (5) 通过 电 偶 极 作用 , 存在 其 他 ZL= 1 的 激发 态 能 辐射 一 个 光子 而 衰变 为 上 面 所 讨论 
HRA PAU? 如 果 有 ， 则 用 通常 的 光谱 符号 给 出 一 个 例子 . 

E (1) 为 方便 起 见 ， 用 Dia 符号 表示 态 . 下 面 先 将 空间 波 函 数 对 称 化 、 反 对 称 化 


|) =- (Is)|2ə,m =) +|2p,m = DIS)) 
|) = ()|2p,m =!) -|2p,m = 1)|13)) 
[wa)= (s), m, = 0) +|2p, m; = 0)|1s)) 
lv.) = st mi = 0) —|2p, m = 0)|1s)) 


|ws)= = (s)l2p, m, =-1)+|2p, m =—D|1s)) 


- |= 


lwe) =- (l1s)]2p. m =—1)—|2p, m =—1)|1s)) 


式 中 ,对 称 的 空间 波 函 数 |y) ，|ws) ，|ws) 与 自 旋 单 态 的 乘积 |wi) xoo ，(i=1,，3, 5348883 
个 单 态 ， 而 反对 称 的 空间 波 函 数 |y,) |w), |w) 与 自 旋 三 重 态 的 乘积 | za Gi = 
2, 4, 6. m=0, 上 D) 构成 9 个 三 重 态 . 如 果 要 在 焕 合 表象 中 表示 出 这 12 个 态 ， 还 必须 对 上 
述 已 经 反对 称 化 的 波 函 数 进行 组 合 . 
3 个 单 态 的 波 函 数 为 | 
"p, |m =1) =|vi) Zo 


|m; =0)=|vs) too 


|m =-1) =|vs) zo 
9 个 三 态 的 波 函 数 为 
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°p, [my =D =|va) Z 


|m; =)=) z0 +w) 


1 
|m; =0)= LOL + la) + 人 EA 


Im =-= lva) tlve) to) 
|m, =—2) ys, 


| °p |m; -= E ()zo -|w.)2u) 
jm; =0)=-=(va)za -jwa zu) 
|m; =-1) -万 (yz 一 |we) We】 


po, |m, 9- 万 人 oz)2 -lye) zo +lye) zi) 
(2) 由 于 2p 罗 道上 的 电子 云 主要 在 ls 轨道 上 的 电子 云 的 外 部 ,所 以 |1s) 波 函数 的 Z=2， 
而 |2p) 波 函数 的 Z= 1. 这 种 理解 导致 出 能 量 高 于 基态 
Mp-B -B= [2.1 E]-Q2 xp 


= E= xC 13.6)eV = 51eV 
为 了 计算 最 佳 的 Z 值 ， 可 以 用 给 出 的 波 函 数 去 计算 屏 项 效应 ， 从 而 拟 合 出 Z 值 . 
O) 所 需求 的 积分 是 来 自 对 称 波 函数 与 反对 称 波 函 数 , 我 们 可 以 将 这 两 种 波 函 数 表 示 


成 一 个 带 参 量 的 函数 
lws)= -p (l1s)12p) + 2[2p)]1s)); ed 
电子 间 的 排斥 作用 为 


2 
e 


hal 


它 引 起 两 套 波 函数 的 能 级 分 裂 
(vela ys) =3((1sl(2pl+ s(2pl(1sl) H(is)|2p) + ol2p)]is)) 
= (is2p| H'|1s2p) + z (1s2p| B'|2p1s) 
第 二 项 “交换 积分 ”对 能 级 分 裂 有 贡献 . 它 用 积分 表示 为 


2 

+ + e 
J = | ardran — 
In -| 
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并 且 容 易 看 出 上 > 0 , 所 以 三 重 态 (= -D 的 能 量 较 低 (因为 空间 波 函 数 反 称 , 两 电子 相互 “ 回 
38”). 

(4) 电 侦 极 辐射 的 唉 迁 选择 法 则 

AL=0, +1, AS =0, AJ =0, +1 (0< 0) 宇 称 改 变 . 给 出 能 肥 迁 到 基态 's0 的 态 为 1p; 25. 

(5) 存在 所 要 求 的 激发 态 ， 如 2p3p 电子 组 态 中 的 ?pi 态 就 可 以 电 偶 极 跃迁 至 上 述 的 
3p2 10 态 中 任意 一 个 . 


9.39 在 两 个 基态 氨 原 子 系统 中 ， 有 三 个 排斥 态 与 一 个 用 引 态 


题 9.39 尽 可 能 好 地 证 明 下 列 陈述 是 有 道理 的 :“ 在 两 个 基态 氧 原子 系 统 中 ， 有 三 个 
排斥 态 和 一 个 吸引 态 (束缚 态 )”. 

证 明 根据 绝热 近似 ， 在 讨论 两 电子 的 运动 时 ， 核 之 间 上 距离 看 成 是 不 变 的 . 考虑 两 电 
子 运动 的 波 函 数 。 当 总 自 旋 S =1 时 , 自 旋 部 分 波 函 数 对 两 个 电子 交换 是 对 称 的 ， 故 空间 部 


分 波 函 数 对 两 个 电子 交换 是 反对 称 的 ， 即 两 电子 在 空间 靠近 的 概率 较 小 ， 故 是 排斥 态 ， 而 
这 样 的 态 有 三 个 . 当 S, = 0 时, 空间 部 分 波 函 数 对 两 电子 交换 是 对 称 的 , 即 两 电子 在 空间 靠 
近 的 概率 较 大 ， 故 是 吸引 态 ， 这 样 的 态 有 一 个 . 


940 氛 核 的 简化 模型 : V =v,(D+V,OS,-S, 
题 9.40 在 气 核 的 简化 模型 中 ， 势 能 形式 为 
V =V) +V,(r)S, Sp 
KE S, AS, SmART 粒子 的 自 旋 算 子 ， 上 AV, 是 粒子 间距 r 的 函数 . 将 两 粒子 的 质量 
记 为 m 和 mp. (1) 能量 本 征 值 问题 可 化 为 以 "为 变量 的 一 维 问题 , 写 出 此 一 维 方程 . 2) # V, 
和 多 都 不 大 于 0， 说 明基 态 是 单 态 还 是 三 态 . 
解 (1) 取 单 位 使 产 =1 ， 对 于 单 态 
.S -l 2 lo lo __3 
Sa S, =S, +S,) 2 n zP = 
势能 可 以 写成 
Va =V, (r) -2v 


toa Lz 3 
V2-—— V2 V -2 
2m, " 2m, ” a(n) 4 pC) 


H=- 


相对 运动 的 Hamilton 量 为 
1 3 
H, = -vr +V,()— T) 


V2 为 相对 位 置 坐标 所 对 应 的 Laplace Z, m= 一 .为 两 粒子 的 折合 质量 
n Mp 
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将 角 变量 9 、w 从 Schr5dinger 方程 中 分 离 出 去 后 , 能量 本 征 值 可 从 径 向 波 函 数 R(r) 18 


足 的 一 维 方程 
UTU 


2mr dr? 


中 得 到 . 仿 此 ， 对 于 三 重 态 


I+D 


+V,(r)— inoj- E(rR) 


V= 到 (号 


相应 的 一 维 方程 为 
1 


1l ë +1) 
= e m+ +V,()+— Jojem- E(Rr) 


(2) 我 们 先 引 和 人 一 条 引 理 ， 在 一 维 能 量 本 征 值 问题 中 ， 在 其 他 条 件 相同 的 情况 下 ， 两 


个 不 同 的 势能 之 间 ， 车 
V'(x)>2V(x) , — < x < co 


则 相应 能 级 瑟 > En. 
显然 在 本 题 中 对 于 基态 有 1=0 ， 由 于 <0, Vg >V. 所 以 基态 为 三 重 态 . 


9.41 比较 氢 原 子 单 态 ， 三 重 态 能 量 高 低 ， 及 氨 分 子 核 自 旋 态 单 态 与 三 重 态 能 
量 高 低 


题 9.41 (1) 由 于 超 精 细作 用 和 氨 原 子 的 基态 发 生 辟 裂 标 出 它 的 能 级 图 ， 并 从 基本 原理 
出 发 指出 哪 一 个 态 能 量 较 高 . (2) 氢 分 子 的 基态 璧 裂 成 核 自 旋 单 态 和 核 自 旋 三 重 态 ， 从 基本 
原理 出 发 指出 哪 一 个 态 的 能 量 较 高 . 

解 (D) H, =- 生 :有 ， 其 中 必 为 质子 内 京 磁 矩 ， 肪 是 电子 内 襄 磁 矩 所 产生 的 磁场 . 


在 基态 情况 下 ， 电 子 的 概率 密度 是 球 对 称 的 ， 由 对 称 性 考虑 B, 应 与 J, 同方 向 ，j, 为 电子 
WARRE, X 

eg, 
2mpc . 
Br B, 5 SRE, (mB) 5 (SeS) 同 号 . 此 时 劈 裂 成 的 两 个 态 是 (S, +S.) 和 
(S, +S), 的 本 征 态 ， 它 们 是 总 自 旋 单 态 和 总 自 旋 三 重 态 . 


Š, gp>0 


S, M=- p 


1 2 o2 e2 

(Se: Sp) =3(82+ 8p? -82 - ss) 
-让 se +A? -3g -| 

2 4 4 


-1[2SGS + 了 一 3] 让 


0， 单 态 


HEF, 质子 ， 自 旋 丝 为 /2 ， 可 知 -| L ZE% 
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32 <0, S=0 单 态 


(S, Sp) -], 
r >0， S=l =ÉEZ 
所 以 由 于 超 精细 作用 引起 的 劈 裂 造成 毛 原 子 的 基态 分 成 9=0 与 3= 1( 即 总 自 旋 单 态 与 三 重 
态 )， 其 中 三 重 态 的 能 量 较 高 . 能 级 图 如 题 图 9.41 所 示 . 一 一 sl 

从 物理 上 考虑 由 于 和 氢 原 子 基 态 的 超 精 细 臂 裂 是 由 质子 与 Bos Z 
H FWBWOBIE HEF 58), HFEF, Tü) PEQH 5 ~ 


N 


KBBI, HFEF, CARRE SK ANRH. 对 于 ' 
自 旋 三 态 ， 电 子 与 质子 自 旋 同 向 ， 它 们 的 内 豪 磁 矩 反 向 , 对 ey pra so 
于 自 旋 单 态 ， 电 子 与 质子 自 旋 反 向 ,它们 的 内 襄 磁 旋 同 向 ， "En ERES 


在 空间 波 函 数 相 同情 况 下 ,前 者 之 间 Coulomb 能 大 于 后 者 之 
间 Coulomb 能 . 故 三 重 态 能 量 较 高 . 

(2) 对 于 Ho 分 子 ， 由 于 质子 是 Femi 子 ， 总 波 函 数 必须 对 两 质子 交换 反 称 ， 故 对 于 
核 自 旋 单 态 ， 核 的 转动 量子 数 工 可 为 0,2,… 其 中 以 工 = 0 能量 最 低 ， 对 于 核 自 旋 三 重 态 ， 
转动 量子 数 可 以 是 工 =13.5… 其 中 以 工 = 1 能 量 最 低 ， 又 由 于 工 不 同 引 起 的 能 量 差 大 于 
由 核 自 旋 不 同 引起 的 能 量 差 ， 所 以 上 = 1( 核 自 旋 $= 1) 态 的 能 量 高 于 工 = 0( 核 自 旋 3 = 0) 
态 . 所 以 氢 分 子 的 基态 臂 裂 中 ， 核 自 旋 三 重 态 能 量 较 高 . 

H L = 1 态 与 0 态 的 空间 波 函 数 分 别 是 反对 称 与 对 称 的 ， 后 者 的 质子 与 质子 接近 机 
会 大 于 前 者 ,其 Coulomb 能 也 较 前 者 为 高 . (在 主 量子 数 n 相同 时 ). 但 由 于 转动 能 级 中 也 = 0 
j L = 1 的 能 量 差 比 Coulomb 能 差 大 ， 故 氢 原 子 基态 劈 裂 中 ， 核 自 旋 三 态 能 量 较 高 . 


题 图 9.41 


942 两 氧 原子 系统 的 波 函 数 和 势能 曲线 


题 9.42 ”用 氧 原子 波 函 数 可 近似 描述 两 氨 原 子 系统 的 波 函数 
(1) 分 别 给 出 单 态 和 三 态 最 低 态 的 完全 波 函 数 ， 画 出 波 函 数 沿 两 原 
子 连 线 上 的 题 图 9.42(a). (2) 在 上 述 两 种 情况 下 , 作出 两 氧 原子 系统 
的 势能 曲线 (势能 与 两 原子 核 之 间距 离 的 曲线 ,忽略 系统 的 旋转 ) M 
释 曲 线形 状 的 物理 原因 和 两 曲线 不 同 之 处 的 原因 . 
FEE 9.420) 8 H=Hy+Ha. MERRI V = wa ó 


_ (Gp) I=, ta 
a R, (r)Ym (0,9)X(， IA, EA 
乡 为 氧 原子 电子 波 函数 ，v 代表 振动 ,7 代表 转动 . 
(1) 设 类 氢 原 子 空间 基态 波 函 数 为 
1 


12 a 
ogi] ° 
4=1 时 ，p(7) 为 氨 原 子 基 态 波 函数 . 
则 毛 分 子 的 最 低 电子 单 态 波 函数 为 
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ba = load) +OP] koaz 
最 低 三 态 波 函数 为 
a= LODA) -r]es 
取 ab 连 线 为 x 轴 ，a 选 为 原点 ， 则 空间 部 分 
Po ble™ oe-o) | e-k g-tik- ) 
办 = be =e Rl _ e Ese el) 


国定 其 中 的 一 个 变量 (如 加 ) 画 图 ( 香 则 要 作曲 面 图 ), 结果 如 题 图 9.42(b) 所 示 . 从 图 中 可 以 看 
出 ， 若 一 个 电子 靠近 一 原子 核 ， 则 另 一 电子 在 另外 一 原子 核 附近 出 现 的 概率 大 . 


题 图 9.42(b) 


(2) 忽略 核子 的 振动 与 转动 能 量 ， 则 氮 分 子 势能 由 电子 波 函 数 和 及 确定 


1 1 1 1 e e 
arama. e2+— + +V, 
m la2 h a n2 R 


有 效 势 为 = (|v|é) ,势能 曲线 如 题 图 9.42(c) 所 示 , 以 中 性 原子 相隔 无 穷 远 时 的 势能 为 零 


因此 ，R 一 o 时 , 了 一 0. 当 R 一 0 时 , 两 氨 核 之 间 的 势能 变 成 无 穷 大 ,而 电子 与 核 之 间 的 
势 类 似 He 原子 中 电子 势 ,是 有 限 的 . 因此 RR 一 0，V >+. R Ekt, 核 之 闻 排 
斥 势 增 大 ， 然 而 核 与 电子 之 间 的 引力 势 也 增 大 ， 两 者 相互 竞争 . 对 单 态 而 言 ， 两 电子 在 两 
核 之 间 概率 较 大 ， 这 样 ， 因 为 两 电子 对 两 核 的 吸引 ， 使 得 势 出 现 一 个 极 小 值 ， 而 三 态 ， 两 
电子 在 两 核 之 间 概 率 较 小 ,从 而 核 与 电子 引力 势 (<0) 减 小 不 多 ， 核 之 间 排 斥 势 (> 0) 占 主要 
地 位 ， 从 而 Y>0 ， 没 有 极 小 值 出 现 . 


R(A) 


题 图 9.42(c) 
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题 9.43 (1) 利用 氢 原 子 基 态 波 函数 (包括 电子 自 旋 ) 写 出 满足 
Pauli 不 相 容 原理 的 所 分 子 波 函 数 , 忽略 两 个 电子 在 同一 氧 原子 核 
上 的 项 . 用 总 自 旋 对 波 函 数 分 类 . (2) 假设 Hamilton 量 中 的 势能 项 
来 自 Coulomb 力 , 定性 讨论 (D) 中 态 的 能 量 G) 分 子 中 原子 核 之 间 
间距 处 于 正常 距离 ; Gi) 原子 核 间 距 非 常 大 时 . (3) “交换 力 ”的 含 
意 是 什么 ? 

解 (1) 如题 图 9.43 所 示 , 氢 原子 基态 波 函数 为 |100) . 氨 分 子 的 


单 态 波 函 数 为 


1 
Wi = 万 [po )@(n)+ Gras2 P751) | Zoo 

三 态 波 函数 为 
y= pawa) -WTW Pa) Zim 


2 
D MARTEEZME-2x13.6=-272V, He 的 基态 能 量 是 -272x| 2 总 - 


—77.5eV. 

O 单 态 ， 两 电子 靠近 的 概率 较 大 , 斥 力 交换 势能 增加 ; 但 同时 两 电子 在 两 核 附近 的 概 
率 也 较 大 , 吸力 交换 势能 更 低 . 总 的 交换 作用 结果 使 势能 降低 . 容易 看 出 , 单 态 能 量 范围 是 
-77.5eV<E<-27.2eV ; 三 态 正好 相反 ， 自 旋 平 行 ， 空 间 波 函数 反 称 ， 总 的 交换 作用 使 势 
能 增加 ， 不 易 形成 束缚 态 ，Es > -27.2eV. 

GD 核 间 虐 一 oo 时 ， 了 于 变 成 两 个 氨 原 子 ， 所 以 能 量 一 -27.2eV . 

(3) 由 于 波 函 数 的 对 称 化 或 反 称 化 所 带 来 的 势能 平均 值 的 移动 


AV = Jota AGS WPT) )dz,d Tz 


这 就 是 由 所 谓 “ 交 换 力 ”所 造成 的 . 


944 氢 分 子 由 两 最 低 激发 态 到 基态 的 跃迁 特性 


题 944 ”描述 氢 分 子 较 低 的 儿 个 能 态 ， 给 出 激发 态 的 粗略 能 量 值 . 两 最 低 激发 套路 迁 
到 基态 ， 其 特性 是 什么 ( 题 图 9.44)? 

解 o0- 直 (Ej AF a 为 Bobr 半径 ，4 为 待定 常 

T \ ao 

数 . 所 分 子 基态 的 电子 波 函 数 自 旋 部 分 是 反 称 的 (9 = 0), 而 空间 部 分 则 
是 对 称 的 . 因此 ， 两 个 电子 在 空间 中 能 够 彼此 靠近 ， 即 在 两 原子 核 之 
间 的 空间 区 域 中 “电子 云 ”的 密度 较 大 ， 而 在 此 区 域 中 ， 两 个 电子 同 
两 个 原子 核 都 有 较 强 的 吸引 力 ， 从 而 形成 束缚 态 . 波 函 数 为 
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1 
y= pCa )e(n)+ P(ra2 (151)] Z0 


若 电子 的 自 旋 平 行 ， 则 空间 部 分 波 函 数 必 反 称 ， 两 电子 彼此 靠近 概率 小 ， 实 际 情况 是 ， 不 
电子 能 级 、 核 振动 能 级 、 转 动能 级 三 者 相 比 , 转动 能 级 差 最 小 . 因此 ， 本 题 只 考虑 电子 处 
于 基态 ， 核 之 间 无 振动 ， 仅 有 转动 的 情况 . 无 妨 设 氢 分 子 无 转动 时 的 能 量 为 0， 转动 能 级 为 


R? . 
E=—J(J+1 
27 (J +) 


J 为 核 转动 轨道 角 量子 数 . 

J 为 偶数 时 , 核 空 间 波 函数 交换 对 称 ， 故 自 旋 波 函数 交换 反对 称 . H, 中 两 质子 的 总 自 旋 
为 0， 即 形成 自 旋 单 态 ( 仲 氢 ). 

J 为 奇数 时 ， 核 空间 波 函 数 交 换 反对 称 ， 核 自 旋 波 函数 对 称 ， 所 以 H 中 两 质子 的 总 自 
旋 为 1， 即 形成 自 旋 三 态 ( 正 氢 )， 

假设 两 质子 间距 为 2x0.53=1.06 Å. 则 较 低 几 个 激发 态 的 能 量 为 


WE: eV), 0.89(eV), 2.96(eV) 
J.: 0 2 4 
ES: 0.30(eV), 1.78(eV)， 4.46(eV) 
J: 1 3 5 


两 原子 之 间 的 作用 力 可 认为 与 核 自 旋 无 关 ， 因 此 在 光路 迁 过 程 中 ， 正 毛 和 仲 所 之 间 不 
能 相互 转化 . 则 Ar 为 偶数 . 在 自然 界 中 正 毛 与 仲 毛 分 子 数目 之 比 为 3:1 因此 ， 
J=2— J =0 0368862 r J =3— J = 1 的 光谱 线 弱 . 


945 一群 自 族 为 了 的 原子 


题 9.45 一群 自 旋 为 / 的 原子 ， 及 密度 矩阵 为 P. 如 果 这 些 自 旋 受 随机 涨 落 的 磁场 的 
影响 ， 那 么 发 现 密度 矩阵 随时 间 的 张弛 由 下 式 给 出 


ð _1 
xP SFP +Jyp1y +J pl, -I +Dp| 


证 明 上 述 关 系 式 意味 着 下 述 式 子 成 立 
TAWKA = 1 
(1) AA raa = Fa 
0),2 _9 _ 3 J(J +1) 
证 明 ”由 定义 (J,)=Tr(pJ,), 利用 
Tr(ABC)=Tr(BCA) = Tr(CAB) 


可 以 证 明 下 列 各 式 . 
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8 ə 
(1) TOREA 


= “ORAR +PJ JJ + pI -I +P] 

= reff} +III, +U, -I+ Dy 
1 1 

= 元 Try)= -元 (7z) 


(2 Z-n os) 


` 


= ET pII, + PTT, +pJ$-J(J + DPJ] 


. : 4 2 
My tI yi 14, +I) IT Dp] 


SET [PUII +J, J Jd 


1 . | 
= sTo Ia +J +J J Jail dAd, 


+U -S +III- DI} 


(D D 


946 等 边 三 角形 的 顶点 上 三 个 相同 原子 组 成 的 分 子 
题 9.46 一 个 分 子 由 处 于 等 边 三 角形 的 顶点 的 三 个 相同 的 原子 组 成 ( 题 图 9.46). 把 其 


离子 考虑 为 在 各 个 顶点 上 以 一 定 的 概率 幅 加 和 一 个 电子 ,假定 电子 在 两 个 
相 邻 的 顶点 间 的 Hamilton 量 矩 阵 元 为 (让 如 | 访 = -aGs 方 . (1) 计算 能 级 分 | Po 
R. (2) 假定 在 z 方向 加 上 一 个 电场 ， 上 面 的 电子 的 势能 降低 了 b, HB z 2 3 
思科 四 ， 求 能 级 . (3) 设 电子 处 于 基态 ， 突 然 电场 方向 转 了 120 而 指向 题 图 9.46 


位 置 2， 计 算 电子 仍 处 于 基态 的 概率 . 
解 (1) 取 态 基 矢 为 |),|2),|3)， 则 


Eo -a -a 
=| -4 E -a 
-a -a Ey 
解 出 其 本 征 值 ， 得 能 级 为 E. =E +a (二 重 简 并 )， E; = Eo-2a. 


(2) H= -=a Eo ~a 
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解 出 本 征 值得 能 级 
=E +a 


b+ (a-b)? +8a2 
E, = E, -2t (a-b) a 


2 


a+b- JGa- b + 8a? 
E =p -1 


2 
对 应 的 能 级 为 基态 


1 
Yo = n] (E, — E -a)|l)+a|2)+ al3 
+ 


(3) 电场 方向 改变 后 新 基态 为 


1 
VB - E, _ a)? +2a? 
所 以 电场 方向 改变 后 电子 仍 处 于 基态 的 概率 为 


2 
,1 Ë _ | 2a(Bo —- E, —a)+ a? 
(AA | | _ E, a i 


[a| + (Eo _ E, -a)|2)+a|3) | 


947 三 粒子 系统 中 的 谐振 子 力 相互 作用 
题 9.47 考 虚 三 个 质量 为 m 的 粒子 的 一 维 运动 ， 粒 子 之 间 的 力 是 谐振 子 力 ， 即 势 为 
v= [m-n] 
(1) 写 出 系统 的 Schródinger 方程. (2) 将 方程 变换 到 质心 坐标 系 中 ， 显 然 在 该 坐标 系 中 波 函 
数 和 能 量 本 征 值 能 精确 地 求 出 . (3) 利用 (2) 求 出 粒子 为 全 同 Bose 子 时 的 基态 能 量 . (4) 车 三 
个 粒子 为 B 的 Fermi 子 ， 则 基态 能 量 是 多 少 ? 
m9 


2 


Oy 3? °. o 
RaT “iz. aZ a) a Ten- 2) + (a - 8) + Q= x° |w 


(2) 用 Jacobi 坐标 
Ji = 1 — > 


+ 
y = 172 


XI + X, + 
为 = 
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则 可 得 


于 是 


bioti Bataat) 


— 一 -一 十 一 :一 一 
mim 2ml3 05 O 2 o 

定 态 方程 为 
Ë y Rf È 3 22 i 2 j 

=-——-—-=—I2—+—-— w+—|—y2+2 

WB m) y 2 AE ICU +12 d 

显然 ， 可 分 离 变量 ， 令 

w =Y (yA y>) 
则 


í o 3 kf3 
-Epa orifi ea =z 


其 中 .为 质心 运动 能 量 ，Er =E+,. 于 是 


Y= 1 ei Vem, yth 
V27 


é=ó(y)é (y) 
其 中 由， 内 为 谐振 子 解 ， 满 足下 列 方程 
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ORTA = ， Ban. hn DAKA, p Hn ERS m ERRER. WA, A H 
基态 波 函 数 分 别 为 


2 AU14 1 ，， 
#0)=[ Z Jao -30 s) 


Hoo) = (i) aop] -0 G 天 + 二 并 ) 
3r 47173 
3y2 + 4y2 =3(x, — x)? + (x + X> — 235)” 
=4(2 + H — XX, — X2X3 — X421) 
因此 空间 波 函 数 关于 粒子 交换 对 称 ， 则 三 个 Bos 子 的 基态 能 量 为 (质心 的 平 动能 量 未 计 入 ) 


min fE in fE n fE 
. 2 Vm 2 Vm m 
(4) 三 个 自 旋 为 1/2 的 Fermi +. 由 于 Hamilton 量 中 无 自 旋 项 , 因此 本 征 态 的 波 函 数 可 


分 成 自 旋 波 函数 与 空间 波 函 数 的 乘积 . 
注意 (2) 中 的 坐标 变换 . 我 们 还 可 用 下 列 坐标 变换 


显然 ， 结 果 与 (2) 相 同 . 本 征 波 画 数 (空间 部 分 ) 及 能 量 分 别 为 
WOY Yas Y3) = À, Ot)6yi(y2)Y(ys) 


NE 
m 


B, Ho Oho O= AOO), K, ERARA ERTETTEM 
三 个 自 旋 1⁄2 的 Fermi F, 却 不 能 构成 关于 粒子 交换 反 称 的 自 旋 波 函数 ,由 此 可 知 ,三 个 自 
旋 1/2 的 Fermi 子 不 能 形成 此 态 . 
注意 到 谐振 子 波 函 数 的 特点 ， 可 以 知道 ， Éin (670271629) 的 指数 部 分 与 o (六 o2) 相 
同 ， 是 对 称 的 ， 令 
D= ó (yi )ósÁ(y>) = CH —x,) 
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D= ó (yi)éoo(y2) = C(x, — xs) 
C 关于 粒子 交换 对 称 . 构造 波 函数 (全 + B= C(x — x,)) 


AOON 


容易 验证 ，@ 关于 粒子 交换 反对 称 . 所 以 ， ZMA Í Fermi 子 的 基态 能 量 为 ( 仍 未 计 质心 
平 动能 量 ) 
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10.1 RERAMA 


题 10.1 设 体系 处 于 态 |w)= ai+cago,|ol +e =1. Y, 是 球 谐 函数 . 利用 测量 公 
式 考虑 : 当 对 此 态 进行 角 动 量 的 测量 时 ，(1) 482 L. 的 可 能 值 、 相 应 概率 ， 以 及 平均 值 分 
别 是 多 少 ? (2) 得 到 二 的 可 能 值 、 相 应 概率 分 别 是 多 少 ? (3) EA L 和 工 ,的 可 能 值 ， 以 及 
平均 值 分 别 是 多 少 ? 

E 一 个 算 符 4 在 态 w 中 可 能 的 测量 值 ， 即 为 将 y 用 4 的 本 征 态 展开 时 ， 各 本 征 态 相 
应 的 本 征 值 . 相应 的 概率 即 展开 式 中 本 征 态 前 面 系 数 的 模 平方 ,是 L、 忆 的 共同 本 征 态 

LV, = MAY m 
Poa 

(1) L, 的 可 能 测量 值 为 十 和 0， 相 应 的 概率 分 别 为 |o| 和 |c, , PEA aR. 

D 已 的 可 能 测量 值 尼 为 22 ， 相 应 的 概率 为 ja| +|e, =1. 

(3) 角 动 量 量子 数 ! 不 变 的 Hilbert 空间 ,可 以 由 三 组 各 自 独立 完备 的 基 矢 Ym Ym 、 Ym 
构成 . 这 三 组 基 分 别 为 (2,L) (PL). (PL) 的 共同 本 征 态 . /确定 后 ，m, mm" 只 能 
取 -l-1tL…,1-41, 所 以 本 题 路 L, ATENE OA; 平均 值 分 别 为 


h * * h * * 
Zü C2 +o) N (< C2 -acG) - 
提示 求 (w|L|w),《w|Z,|w) 时 可 用 二 将 ,了 工 表 示 出 来 ,便于 计算 . 


10.2 测量 自 旋 


题 10.2 求 在 5, 为 +1 的 本 征 态 下 ，(1) 沿 n(9,9) 方 向 测 自 旋 ， 可 能 得 到 的 数值 分 别 
是 多 少 ? (2) 测 得 自 旋 沿 n(9,9) 方 向 的 概率 是 多 少 ? G) 测 得 自 旋 沿 -n(9,9) 方 向 的 概率 
又 是 多 少 ? 

E (1) 将 on 用 Pauli 和 矩阵 表示 ， 得 到 如 下 表示 
| cos@ singe™ 


=g -n= , 
sinĝe? —cos@ 


| , n = (sin @cos@,sin sin @,cos@) 


其 本 征 值 为 + ， 对 应 的 本 征 矢 为 


cos —sin fie 
2 2 
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电子 处 于 态 ze, =D=[ 上 ， 故 o .2 的 可 能 测量 信和 有 两 个 : 1. 


1 
@ 不 妨 令 |a) = fnr = 了 = B ， 则 有 
Pra = (a|. +c, )le) =+ +cosĝ)= cos? ;0 
即 为 测 得 自 旋 沿 n(9,9) 方 向 的 概率 . 
O 同 理 可 求 ， 测 得 自 施 沿 -n(6,9) 方 向 的 概率 为 sin?20. 


10.33 Stern-Gerlach 装置 对 电子 自 旋 态 的 区 分 


题 10.3 若 人 射电 子 状态 不 知 为 下 面 两 者 中 名 个 
p=3(1+a)(ral+l-o)(-a); |+x)= gph =) 


问 如 何 用 Stern-Gerlach 装置 对 它们 作 区 分 ? 
解 将 Stern-Gerlach 磁场 转向 沿 +x 向 . 这 时 ， 对 前 者 有 两 束 ， 对 后 者 则 只 有 向 +x 方 


向 偏转 的 一 东 . 
104 惠 搂 的 Stem-Gerlach 装置 对 了 自 旅 态 的 相 二 分解 与 王 加 


题 10.4 考虑 三 个 Stern-Gerlach 装置 ， 顺 序 同 轴 上 串 接 放置 的 实验 . 设 第 一 个 与 第 二 个 
的 间距 大 于 第 二 个 与 第 三 个 的 间距 . 第 一 个 的 非 均匀 磁场 的 方向 沿 +z $i, 第 二 个 磁场 方 向 
沿 +x 轴 ,第 三 个 磁场 方向 又 沿 +z Sh. 人 射 粒子 自 旋 为 2. 问 ; 

(1) 人 射 粒子 细 束 沿 +z 方 向 极 化 ， 最 后 接受 屏 图 像 如 何 ? 

(2) 若 人 射 束 是 非 极 化 的 ， 最 后 接受 屏 图 像 又 如 何 ? 

G) EDF, 若 将 第 二 个 装置 +x 方 向 的 S-G 磁场 逐渐 关闭 ， BEE25 LNRM 
何 变化 ? 

E ”这 是 接连 三 次 概率 幅 的 相干 分 解 ， 再 相干 释 加 或 测量 塌 缩 ， 

(1) 接受 屏 上 有 4 个 亮点 . 

D 接受 屏 上 共 8 个 亮点 ， 分 为 两 行 ， 每 行 4 个 . 

(3) 接受 屏 两 行 亮 点 4 对 各 自 相 互 靠 拢 . 直到 中 间 sS- G 半 和 磁场 完 全 消失 ， 并 成 为 两 行 . 
但 其 中 位 于 中 间 的 4 个 ， 均 因 合 并 时 概率 幅 皮 号 ， 相 干 耸 加 后 亮点 消失 ; 人 顶 上 上 面 一 对 和 最 
下 面 一 对 亮点 分 别 合并 ， 合 并 时 概率 幅 同 导 ， 相 于 春 加 后 成 为 两 个 更 亮 的 亮点 . 最 后 是 两 
个 串 接 的 +z 方 向 S-G 装置 结果 . 这 里 注意 概率 幅 展开 式 中 负 号 所 起 作用 


pasgi) feol) 
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附带 指出 ， 在 (3) 中 变化 的 全 过 程 里 ， 总 强度 是 守恒 的 . 因为 8 个 光 点 的 每 个 振幅 为 
1/V8 ， 在 合并 过 程 中 ， 有 


2 
ee =l 
10.5 两 个 全 同 粒 子 体 系 可 能 状态 的 数目 
题 10.5 考虑 由 两 个 全 同 粒 子 组 成 的 体系 . 设 可 能 的 单 粒 子 态 为 页 ,内 ,办 ， 求 体系 的 


可 能 态 的 数目 G) 两 粒子 为 Bose 子 ; (2) 两 粒子 为 Femi F; (3) 两 粒子 为 经 典 粒子 . 
R CD Ens 46. 66. hh. (+é) 、 方 (的 +%h) 、 


AG Pafs + hp) 共 6 种 ; 


D 可 能 态 有 -万 (办 内 册 ) 、- 万 (8 内 一直)、 方 (6 的 -6 的 ) 共 3 种 ; 

(3) 经 典 粒子 是 可 以 区 分 的 ， 所 以 看 四 (第 一 个 粒子 处 于 在 态 ) 与 bp (第 一 个 粒子 处 于 
办 态 ) 不 同 ， 故 共有 9 种 . 
10.6“ 双 光子 入 射 分 束 跨 后 的 出 射 态 


题 10.6 ” 设 光子 分 束 器 人 射 光子 的 极 化 状态 更 为 一 般 ， 即 输入 态 改 为 一 般 形式 
ve =(e|e) +212),) 8a) (71>), +610),)®|), 

写 出 相应 的 输出 态 、 对 称 化 输出 态 并 用 Bell 基 将 其 展开 . 

解 按 通常 反射 透射 各 一 半 ， 并 且 反 射 有 ;位 相 突变 考虑 ， 输 出 态 可 写 为 

lvs) =el} + B10),)@ il) +|a))-(r|e),+419),)e(|),+ila),) 

但 假如 两 个 光子 同时 到 达 分 东 器 ， 在 出 射 态 中 光子 的 空间 横 有 重 酸 ， 就 必须 考虑 两 个 光子 
按 全 同性 原理 所 产生 的 交换 干涉 . 这 时 出 射 态 应 该 是 交换 对 称 的 ,所 以 正确 的 出 射 态 用 Bell 
基 表 示 为 


)= lv), tra) 
-ez+p5) , ille) |o, +1a) |a),)-(ar- 8) ), ille) lo), +|ayla),) 
vt) tlehe) +la) la),)+ a8- pr)lw), (le) ld) -ee 


式 中 
Je), (1919, +e) 


1 
bih (Dle), te) 
注意 ， 这 四 项 中 第 四 项 的 空间 模 不 同 于 其 余 三 项 . 于 是 可 以 采用 在 不 同 输出 口 (c 和 d 
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处 ) 各 放置 一 个 探测 器 进行 符合 计数 来 检 出 这 一 项 一 一 其 极 化 模 为 |y”)，. 这 样 一 来 ， 尽 管 
两 个 光子 之 间 ( 以 及 分 束 器 中 ) 并 不 存在 可 以 令 光子 极 化 状态 发 生 改 变 的 相互 作用 ， 但 全 同 
性 原理 的 交换 作用 和 测量 塌 缩 还 是 使 两 个 光子 的 极 化 状态 产生 了 纠缠 . 就 是 说 ， 如 此 的 测 
量 造 成 了 这 般 的 塌 缩 , 使 得 两 个 光子 中 每 一 个 的 极 化 矢量 都 不 再 守恒 (尽管 表面 看 来 不 存在 
改变 和 人 射 光 子 极 化 状态 的 作用 ) 现在 这 两 个 光子 已 经 不 可 分 辩 ， 这 是 由 于 这 种 测量 实验 造 
成 的 . 说 明 这 种 符合 测量 的 塌 缩 末 态 和 光子 极 化 本 征 态 是 不 兼容 的 . 如 果 设想 换 另外 一 种 
测量 实验 ， 在 输出 口 c 和 4 处 均 放置 极 化 灵敏 的 探测 器 来 测量 出 射 光子 的 极 化 本 征 态 ， 则 
由 于 分 束 器 过 程 ， 以 及 最 后 测量 向 末 态 塌 缩 时 ， 极 化 矢量 一 直 守 恒 ， 实 验 中 两 个 光子 就 可 
以 用 它们 极 化 状态 来 分 辩 ， 相 应 地 也 就 不 出 现 交换 效应 . 这 个 例子 再 一 次 说 明 ， 两 个 光子 
究竟 可 否 分 辨 ， 不 仅 要 看 物理 过 程 ， 还 要 看 如 何 测量 一 一 未 态 如 何 选择 而 定 . 


10.7 ”对 Dirac“ 每 个 光子 只 能 和 自己 发 生 和 干涉 ”论断 的 分 析 
题 10.7 Dirac 在 其 名 著 《 量 子 力 学 原理 》 一 书 中 说 : 


“Each photon then interferes only with itself. Interference between two different photons 
never occurs.” (p.9) . 

有 人 做 出 两 个 光子 在 一 定 条 件 下 的 确 可 以 发 生 干涉 的 实验 . 但 1997 # 8 J) 4-7 H , # 
University of Maryland 曾 举办 过 主题 为 “Fundamental Problems in Quantum Theory” BJ 
Workshop. 其 中 有 人 评论 已 做 出 的 实验 ， 说 该 实验 是 “1+1is aot2”. 并 在 引用 Dirac 这 段 
话 之 后 说 : “Dirac was correct.” 

根据 全 同性 原理 ， 应 当 怎 样 看 待 这 个 争论 ? 

解 Dirac 的 提 法 并 不 正确 . 全 同性 原理 就 主张 ， 两 个 或 多 个 全 同 粒 子 之 间 也 能 发 生 干 
涉 . 原理 主张 ， 一 旦 它们 由 于 直接 或 间接 相互 作用 而 发 生 量子 纠缠 ， 或 是 空间 波 包 因 演 化 
而 发 生 重 天, 使 总 波 函 数 对 称 化 或 反 称 化 ， 加 之 在 包括 观测 过 程 在 内 的 全 过 程 中 不 存在 可 
分 辨 的 某 种 物理 量 ， 这 种 对 称 化 或 反 称 化 就 会 在 这 类 观测 中 表现 出 来 ， 导 致 交换 作用 的 于 
涉 效 应 , 这 就 是 根源 于 全 同性 原理 的 全 同 粒子 之 间 的 干涉 效应 . 综 上 知 Dirac 的 提 法 并 不 正 
确 . 


10.8 用 直 积 方法 实现 单 qubit 的 POVM 
题 10.8 对 于 单 qubit4 如 下 一 个 POVM 
F, =3lna)(nal, GQ=L2,3, ni +n,+n,=0 
也 可 以 用 张 量 积 的 方式 来 实现 . 办 法 是 再 添 一 个 qubit 8, FAEH, @ R, 空间 中 选择 态 矢 


nn, fo, a=1,2,3 


lé)=|D, |D, 
设 初 态 为 pss = pa 9|0), , (0| ， 验 证 (1) 这 四 个 态 是 正 交 归 一 的 ， 可 以 看 作 是 相应 某 组 力 
学 量 的 一 个 表象 . (2) Æ H, QH, 中 执行 向 它们 投影 的 正 交 测量 ， 在 如 ,上 就 实现 了 给 定 的 
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POVM. 
1 3; 
证 明 (D Emte tn =048; (n +n,) =1 Min = 2, VizJ 


2 1 
jte) = Éa), 10), lo 
(e Eee ae 


(nalng)=-= 
由 上 述 关系 易 验 证 居中 所 给 出 的 四 个 态 正 交 
1 2/ 1 1 
(四 | 如)= in alea) +i -4+ =0 
O) 设 系统 处 于 pie = P, sl， , (0| 措 述 的 态 中 . 对 系统 作 正 交 投影 测量 ， 有 


(hlpns lgs) =š (ne |palng)=T (Shin) rsps |= (8.2) 


这 里 


(nalng)= 


4 G = B WJ 


10.9 用 直 和 方法 实现 单 qubit 的 POVM 


题 10.9 证 明 上 题 的 POVM 也 能 以 直 和 的 办 法 ， 在 一 个 三 能 级 系统 上 的 正 交 测量 中 
实现 . 
证 明 在 和 0),|),|2)} 中 定义 正 交 归 一 天 


po)= Glee) le) el) = 
AH, jn) ENEZ Hilbert 空间 里 由 |0) 、j]) 张 成 的 子 空间 上 . 则 系统 4 在 扩大 的 三 维 
直 和 空间 的 密度 矩阵 为 
[Pa 0 
P|? o) 


三 维 空间 中 的 正 交 投影 测量 可 得 
(ua ps[ua) =3 (na| pamo) = Ts Fln) na les = Tel Ep) 


10.10 单 qubit 的 POVM 及 如 何 利 用 双 qubit 的 正 交 测量 来 实现 该 POVM 
题 10.40 ”给 定 如 下 一 组 正 算 符 
P=)esl, mazee p=3hre)resl, pa=d-e)-e,| 


W O) 它们 组 成 一 个 POVM; (2) 在 引入 另 一 个 qubit 之 后 ， 它 怎样 可 以 作为 双 qubit 
的 态 空间 中 一 个 正 交 测量 来 实现 . 
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证 明 (DH T 
1 
Pi + P> + Ps + Pa -2hres)(re, | +|-e.)(-e, |) + 本 (|+er)(+es | +|-e) (=e, l) =I 
H (pi, i= 123.4) 具有 完备 性 ; 另外 容易 看 出 pi = p; ; 最 后 还 有 
(wlpily)>0 
综 上 所 述 ，{p;} Hermite、 正 定 、 构 成 单位 算 符 的 分 解 ， 组 成 一 个 POVM. 
(2) 先 构成 2 qubit 的 四 维 Hilbert 空间 ， 其 4 个 正 交 归 一 基 矢 为 
Ns. Rho)=|-e),|+e,y, 
lu)=|+e,), -ez)e， lu)=|-e) |“), 
设 四 维 空间 的 密度 拖 阵 为 
=p, Š iË ej) a (ez|+|-ez)as (ez ) 
四 维 空间 作 正 交 投 影 测量 ， 则 有 
1 
(u | pau) = gle: | aleloa ele), (¿J|+|-e), Ce, e), KAF 


= A(e, |; le), = re), (e, oj- Tr(pipa) 


同 理 有 
(u; 2 ju) = Tr( pipa) 


10.11 超 算 符 独立 实 参数 的 数目 以 及 超 算 符 与 密度 矩阵 的 一 一 对 应 


题 10.11 一 般 的 超 算 符 8 : p 一 P′ 需 要 多 少 个 实 参 数 来 表示 ? 这 里 p JE d H: Hilbert 
空间 中 的 一 个 密度 和 矩阵. 

解 设 和 ps)=p4 是 4d 维 Hilbert 空 间 玫 ,中 的 任意 一 个 超 算 符 . 可 以 证 明 ， 厂 ,中 的 超 
算 符 $ 和 扩展 Hilbert ZE) H, D Hp PIE Tr pss =1/d 的 密度 矩阵 Pas 是 一 一 对 应 的 . 而 
满足 上 式 的 ms 的 自由 度 为 44-d?， 即 pss 中 有 4d 一 4d? 个 实 参数 . 

下 面 证 明 这 种 一 一 对 应 , 首先 ， 给 定 一 个 超 算 符 $， 则 可 以 通过 如 下 方式 将 它 

一 个 密度 矩阵 psp 
Pas =$ Š I, (e) (ej) 


式 中 ，|@)= )- 721). H-F3(|D0U]) =; , ， 因 此 有 


Tra pag =Tu$®1 (0)(0)=J 218004 )(j| MID, Ul=4 一 
RZ, PRERE Typ =7/d newer, pa. 设 其 谱 分 解 为 
Pas = 2 p, |)0%,] 


)= 2 Can ns 可 以 写 为 | 用 )= C, @1,|@) ,其 中 ;为 及 ,中 的 算 符 ， 由 下 式 定义 
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A (m|C,|), = Yd Can 


于 是 我 们 得 到 
pa = 2 p C, @1,|@)(@|ci @1,=$@1r,(ey(e)) 


式 中 ,线性 映射 ?定义 如 下 
p) = > p G,pC) = dt, (O` p.p) 


AP, p 是 定义 在 五 空间 中 的 密度 矩阵 . 既然 pg 是 正 算 符 ， 可 看 出 由 上 式 定义 的 8 是 一 
个 完全 正 算 符 ( 超 算 符 ) . 由 于 Trpag =1/d ， 因 此 


Tr [> p CIC, @ I, 人 |- 
但 是 ， 由 于 对 于 任意 算 符 X ， 有 X @7| 四 =T@X |B) ， 因 此 易 见 上 面 式 子 左边 为 
T 
站 Zacrej 


于 是 得 到 r 
> p C C, =I 


以 及 
Tap =T pc © 10)(olc! e1, 
= >l), (ml (melon), 
= 72), (ml (ml), 
-了 os 人 


d 
10.12 Fock 空间 中 的 等 距 算 符 


题 10.12 定义 Fock 空间 的 一 个 算 符 只 |n) 一 |n+]，n=0,1,2,…. 证 明 这 是 一 个 等 
EAT. REW, CRE RI, QQ: I. 求 出 第 二 个 表达 式 等 于 什么 . 
证 明 ”由 题 意 得 
o= |a +B) 
n=0 
因为 
N= 2 hm) (m+ 12| Dn = 由 人 = 
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所 以 
(Par) =P) 
上 式 说 明 Q ETSER, KERAMA | 2) 的 标 积 . 但 是 
201 = = Xle + dal |m) (a += 2 由 人- r-|o)(0|=1 
故人 2 并 非 么 正 算 符 . 
10.13 ” 转 置 是 正 映 射 ， 但 不 是 完全 正 的 映射 


题 10.13 证 明 : 转 置 映射 是 个 正 映射 但 不 是 一 个 完全 正 的 映射 . 


解 设 玖 ,和 五 se 的 维 数 都 为 4 . 考虑 Hs@HHs 空 间 的 最 大 纠缠 态 
+ 1 <. : 
lé )》 sgala @|, 
以 及 


Pas =E aa 
T, @7p 作 用 到 prs 上 后 得 
1 
Vas =#T, BT1spPas SFin Gelis Gl 
Ü 


+ - 2, eld 


很 易 算得 Vhs 的 本 征 值 为 +Hd ， 关 此 Ws 不 是 一 个 正 算 符 ， 这 意味 着 了 不 是 一 个 


映射 
10.14 ZETA Bloch 球 表示 
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完全 正 的 


题 10.14 任何 两 维 纯 态 |w) 必定 对 应 于 单位 球面 上 的 某 -点 ,因为 它 的 密度 矩阵 总 可 
以 表示 为 p=|w)(y|= 50 +m.G) ， 这 里 五 是 单位 球面 上 某 一 点 的 矢 径 ; 任何 两 维 混 态 必 定 


对 应 于 单位 球面 内 的 某 一 点 ,因为 它 的 密度 焦 阵 总 可 以 写 为 = 了 (1+p.0) ,这 里 |p|<1 (由 
于 deto= (I- p), WRP 的 本 征 信 为 非 负 的 要 求 ， 必 有 |p|<1). 这 便 是 一 维 量子 态 的 


Bloch 球 表 示 . 现在 要 求 在 Bloch 球 上 表示 下 述 态 
[=sin(S )o)+ ee [2 J e |1) 
p= [OAOA ioa -oo 
解 ”对 于 前 者 是 纯 态 ， 由 于 


= ta, 1 O01 ~ig, o, tio, 
oo 一 一， 人 = a=, yo- A 


故 有 
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p=|w)(vl=sin’ S|0)(0|+ sing 


= (1+sin@cosóo, — sin singo, + coso; ) -5 +n.) 


0 š . 0 e i 8 
cos e” |D(0|+sin>cose 0) 全 +eos ID Ol 


式 中 ! ! 
n = (sin 0cosé,-sin @sin ó,cos@) ， Euler ffA (0,—é) 
对 于 后 者 为 混 态 
— = +U + (a+) = s a+ (x= WS -dt arte) 


所 以 p=(x,y,0). 
10.15 任意 二 维 混 态 0 表示 为 两 个 纯 态 的 凸 性 和 


题 40.45 利用 Bloch 球 证 明 (1) 任何 二 维 混 态 p 总 可 以 表示 为 两 个 纯 态 的 如 下 凸 性 

和 
P=åpa+(1-A) ps 

这 里 ps =|4)(4|, ps =|B)(B| 是 两 个 纯 态 ，4 是 某 个 小 于 1 的 正 数 . (2) 给 出 极 化 矢量 的 相 
应 分 解 表示 式 . (3) 这 种 表示 方法 不 是 唯一 的 . 说 明 混 态 的 纯 态 系 综 表示 是 含混 的 . 

证 明 (1) p 的 本 征 分 解 | 

p=4|6)é|++,|6)(| 

给 出 了 形 如 | 
Apa +(1— 4)O5 
HRAS (A+A =l. — 

(2) p=À4n thm, AP 


_l+p:o l+n o 
p= 2 3 |é)(é|= 2 
(3) 对 于 任意 单位 矢量 mw ， 定 义 
1- 2 
n=p+ lzi (p-m) 
pn -pl 
Milf =1, E 
p=åm+(1-An, A= lol 0<4<1 
; 2(1-m- p)’ . 
于 是 


P= Abn bal tA- DIANA 
式 中 | 


第 10 章 量子 信息 物理 学 .649. 


I+n: e 
2 


， _lé)(é,|= 
10.16 对 二 维 密度 矩阵 pa, Ps， 计算 Tr(paps) 
题 10.16 ZABE py = 了 (1+ mu 。 o) F >; = 50+m， 2), 证 明 
Tr(paps) = (+n, ‘1a) 
证 明 Ppa =3(l+ m0) S(t nso) = (+n 0 +n ot (na -0)(ns `o) 
Tr(Ppa)= 3+3 Tn, 0)(na 0)=7 +T Tr [na n +i(na xns)-0] 
-+ ns =>(1+n4 n) 
(以 上 用 到 了 Tro; =0). 
10.17 单 体温 态 ps 可 看 作 两 体 纯 态 的 约 化 密度 矩阵 


题 10.17 给 定 系统 4 的 一 个 混 态 p, ， 证 明 它 能 够 作为 两 体系 统 4 和 8 的 Hilbert 2 
间 中 某 个 纯 态 的 约 化 密度 矩阵 来 得 到 . 
解 ” 假 设 ps 的 谱 表 示 为 ps = Alvina (yi| 同时 假定 Hilbert 空间 p KEX |u), R 


们 取 AB 共同 组 成 的 系统 的 纯 态 为 
|w), => VA |w) |), 


对 Pas 取 部 分 迹 ， 则 有 
Pa = Trg (Pag) = 2 (2 A|) Jalta) aJi WV j| (ps 4), DIAMA 


10.18 von Neumann $ 


1 0 1 0 11 21 
题 10.18 REEERE P= 中 e-f 中 -所 中 -所 路， 


= É A ) ) 的 von Neumann $ S(p) . 


解 、 对 于 第 一 个 密度 矩阵 ，S(p) =1. 对 于 第 二 个 密度 矩阵 ，S{p) =0. 对 于 第 三 个 密 
度 矩阵 ，S{P) = 0. 对 于 第 四 个 密度 矩阵 ，S{p) = Tess an 355 ,3- Dig 3- | 对 


于 第 五 个 密度 矩阵 ，S(p) =log26- Slogs5. 
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10.19 求 给 定 的 两 体 密度 矩阵 的 本 征 值 
88 10.19 按 均匀 概率 分 布 制备 以 下 三 个 态 
(a2 (2 
mm s 


T N 


求 此 系 综 组 成 的 两 体 密度 矩阵 的 本 征 值 . 
1 1 1 
ol, _ _ 1-5 1 _ _1| 5 
= a-aog] le)-le)e)-3 6 | [0)-|e)le) = 2 
0 3 3 
3001 
10 1 1 0 1 1 1 
prala also 1 1 oj 本 征 值 为 4-0, 34, 4 5 
1 0 0 3 


10.20 Bell 基 是 力 学 量 {a4c2， oio’, ofo: J RARES 


M 10.20 RIE: 4 个 Bell 基 [wy:)，， F) EDIFE foto: oP, oto?, ofa? 
本 征 态 . 


°“) ,为 例 ， 则 因为 $= 了 o (注意 已 采取 了 自然 单位 制 )， 又 由 于 


ç — S, + S_ 
* 2 
_S,.~S 
>, 2i 
$, = So 
则 
A B A B 1 1 ) z) n) 
O, O, =0;0; —| |=) |=) +——) |-— 
$) a, 2/A 2/8 


2/4 


aha) 
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-ll n d) 二 
V2\2f 2 | 2/, 2/s 
=|) 
从) ,为 ofa2 的 本 征 态 ， 同 理 可 知 其 余 三 个 Boj EFN oto? 的 本 征 态 ， 又 因为 
[otooto | =c | cs,cgca2] +| 2, 267 |o? 
=of(os[of,02 |+[e 2. 2] 2)+ (a 2[o 2. 2 ]+[o2. 2 Jo? )o? 


„A Af B _B A „À| B B_n Á 4 B, D 4 BB 
=0;0; [of o} EGE |Z =42ioxroyaz +2ig, Gy G, 


即 


= 2iotosos 一 2io4aeay =-2c4a2 +2a4o8 =0 


故 最 后 可 知 ，|y*) |") EDZE fotol, ofo?, ada2} 的 共同 本 征 态 . 


10.21 对 给 定 的 两 体 纯 态 ， 求 其 约 化 密度 矩阵 及 Schmidt 分 解 形 式 


、 1 1 V3 1 V3 1 
moz aoa [10 21), 21) E). 
R: (1) HERRER o, ,ps ; (2) fE Schmidt 分解. 
解 D ps 的 形式 与 ps 相同 ,为 
1 
pa = AB aA a E, rss 人 
但 ps 与 ps 此 时 不 是 对 角 的 . 可 将 之 化 为 对 角 表 示 . 可 得 


ST arja 


相应 的 本 征 矢量 为 
A A 51019) 
maf, ORALE RAR, 18 


PA a) (A| 223511) al 


Pa 


Pe 相似. 
(2) 于 是 Schmidt 分 解 为 


Ia 


注 可 以 验证 ,车 此 处 第 二 项 取 正 根 ， 则 对 应 态 为 (与 |@),, 对 照 ) 
; 1 3 1 1 1 V3 
A EAA 
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10.22 三 粒子 纯 态 不 一 定 能 进行 Schmidt 分 解 


题 10.22 论证 : 任意 给 定 的 三 粒子 纯 态 不 一 定 能 进行 Schmidt 分 解 . 
WR 举 一 个 反例 即 可 . 研究 下 面 纯 态 
(D)e =|ë),s Sjoe 


N 
2 = 2al)? N>2 
j= 
如 果 能 将 其 写成 三 体 Schmidt 分 解 形式 ， 即 ， 如 果 有 
|2) ABC =È Pl), Jale vp, = 0 


Nj, 4 M >2 , 对 粒子 C REIA AB 粒子 的 态 是 混 态 而 不 是 原来 假定 的 纯 态 ; Æ M =1， 


MD =|w)》。 ， 同 时 4 各 是 分 离 的 ， 这 也 不 符合 | 是 纠缠 的 假定 . UE. 
1023 求 两 qubit 系统 密度 矩阵 的 谱 分 解 和 局 域 测量 


题 10.23 已 知 两 qubit 系统 的 一 个 量子 态 oun =217+2|y”)(V |， 
(GD R Pas 的 谱 分 解 ; 


(2) Wn Mo, 沿 m 测 op， 这 里 -m=cos8， 求 它们 都 沿 各 自 相应 轴 朝 上 的 概率 . 


解 (1) pas 的 矩阵 表示 为 


l o oo 

8 

0 3 lo 
8 4 

0 -上 3 0 
4 8 

0 0 0 Í 


8 
由 本 征 方程 可 解 出 其 本 征 什 为 入 2， =£ ` 4, -进而 求 得 相应 的 本 征 态 为 ; 
和 |w-). 于 是 pas 可 以 写 为 


PAB AOG + 


6°); LAE 


J 


“Da 
2) 
P= rm 04)= zlima) paa | 
-Tmo dm niatna armoni] 
由 于 


w°) 
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二 -el 


从 而 得 到 
(人 
Taal) =m sly YD)=0 
Tr[(n-04)(m- "AVA )(w -|]||=—n; (y “|onowlw) 
=—n;mj (ur liepo, + ó; j) =—n-m 
所 以 有 
_1 1 1 
-s+g-g" =+ 7 n m 


10.24 用 Peres 判 据 判断 一 个 态 是 否 可 分 (1) 


题 10.24 osale) |+ a-a) yt], 
BEB3284F48, AB A E, SETAR 
解 ” 经 对 4 作 部 分 转 置 后 ,为 
Pi = a Ol pas|0), ®|0), , (0+ aleari), @| 4l 
+ a (Opaal, 8144 (OF+ 全 seo 810), Gl 
=5[410), (01810), (0+ (1-4), (01810), a (ol 
+4|0,, (01810), a (01+ (1-4); s (01810), , (ol 
+4|0), s (0180), a (0| + (1 -4)10); (01810), , (ol 
+4|0)ss (01810), , (0+ (1-2)0)s a (01810), a (ol 
0 0 (-4) 
(1-4) å 0 
1 (1-2) 0 
(1-4) 0 0 4 


后 面 矩阵 表示 是 在 400),,,|01),,,|10),。 W) assum. 求 其 本 征 值 ， 
mangai- um(a -让 当 4(0<4<])# 二 时 ， 有 负 本 征 值 , 按 Peres HREH 
6')(V*|+|w*)(w'|)， 是 个 混 态 可 分 离 态 
的 
-了 [49 +10) Cl aeh; +D) (Ol+ , ü) 


0<4<1. 应 用 Peres 判 据 求 转 置 后 矩 


已 > x 


+ 


缠 的 ; Ti A= B, o => 


+ 


Pih =Í 


- 654 - E T J š 


+(10), -194 )( (0)= a) @ (0)s -1s )( +0- a) 
MORH A ERTAS. 


10.25 用 Peres 判 据 判断 一 个 态 是 否 可 分 (2) 
题 10.25 确定 使 下 述 态 成 为 不 可 分 离 态 的 五 数 值 
A =(1- F) Xy |+ Fl1D(d 
arh El) 
解 由 于 
A=(1—F)ly yy |+ Fl 


-QF)3(I0) -ho) (ol-(1o) + rl 


Eee Ee 


=(l- Px (|o) (o1|+1oyGo| -|02(10|-|10)(01|) +F|i ñ(1| 


对 第 二 位 作 部 分 转 置 ， 得 到 
pP =q- F)(J01)(01|+[10)(10] 100) (111 -J11 (00) + F J141) 


写成 矩阵 形式 ， 有 
1-F 


5 0 0 0 
0 0 0 
T; 
p: = 
o o o Æ 
2 
o o Æ F 
2 
_ 2 _n2 
ETE ETT EET AE a ICU. N F<1 时 ， 由 于 


p -EV E- vie co, BREE, MARTAN. R F = 1 N ATAR. 
另 一 户 态 的 情况 
1 + 
和 = 人 要 wy 人 | 
4 天 一 1 \ 一 
-+ 
部 分 转 置 后 ， 得 
en === ooi] +j0} a0) +1200) (00 -p ai -E= 00a li)(o0) 


F 
las 
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矩阵 形式 为 
2F+1 0 0 0 
6 
0 zu 0 0 
T 
应 : = 
o p LE 4P 
3 6 
° o 4PF-1 1-F 
6 3 
其 本 征 值 为 
2F+1 1 
=2E+l lp 
423 6 4 2 


因为 当 D< 严 <1 时 ， 和 >0， KAMFEN >O, 此 时 户 可 分 离 
1026 对 处 于 完全 非 极 化 态 的 粒子 进行 一 系列 过 滤 操 作 结果 的 概率 


题 10.26 给 定 完 全 非 极 化 态 忆 = (|0)(o|+ 四 人， 按照 算 子 0,,0, 和 ow, N-A 


列 过 滤 操 作 . 计算 下 列 结果 的 概率 : (1) 测量 cv, 并 得 到 +1, 接着 测 co， 得 到 +1, 再 测 on, 得 
到 +1. (2) 测量 ou, 并 得 到 +1， 接 着 测 cv 得 到 +1 或 -1， 再 测 c。 得 到 +1. G) WE o, 并 得 
到 +1， 接 着 测 c, 得 到 +1. 


解 (1) 初始 时 p= 了 1， 测量 0 并 得 到 +1 的 概率 为 


1 1 
a=n|l0sa ar 


测量 后 系统 塌 缩 到 o = (1+n4 .0) 描述 的 态 ， 于 是 再 测量 o, 得 到 +1 的 概率 为 
1 1 
B= rlz 十 14 7 人 +ng -| = (+n 1p ) 


测量 后 系统 又 塌 缩 到 o, = La +ns G) ,与 上 面相 似 的 计算 可 得 ,在 此 密度 矩阵 下 ,测量 Gn, 
得 到 +1 的 概率 为 
5 =L (tn, nic] 
WE On, . c, . On, 所 得 的 结果 都 为 +1 的 总 概率 为 
R=3(i+ns no)(l+ ns -nc) 
(2) 类 似 上 面 的 计算 有 


1 1 
R =s +n, “ng)(l+ns nc)+ S (1-n, “np)(1—ns nc) 
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-+(m “np)(np nc)] 


1 
(3) R=7(1+n nc) 


1027 同一 密度 矩阵 的 不 同 实现 

题 10.27 考虑 下 述 粒子 数 N >1 的 五 个 量子 系 综 。(1) S, 由 在 态 |0) 和 | 中 随机 分 布 
的 粒子 所 组 成 ; (2) S 由 在 态 llo +|1))) A 万 (0 -|D) 中 随机 分 布 的 粒子 所 组 成 ; (3) S, 
由 在 态 zl) 和 0+0) 中 随机 分 布 的 粒子 所 组 成 ; (4) S, 由 在 态 


sin(6/2)|0)+ cos(8/2)e 的 粒子 所 组 成 , 这 里 9 和 yp 是 两 个 常数 分 布 的 随机 变数 ; (5) S, 
HEA sin(0/2)|0) +cos(0/2)|I) 的 粒子 所 组 成 ， 这 里 恕 一 个 常数 分 布 的 随机 变数 . 

试问 有 可 能 去 设计 一 些 测量 来 区 分 粒子 是 娜 组 的 吗 ? 

解 、 这 五 个 系 综 者 由 同一 密度 逢 阵 p 一 (|0)(0|+ 人) 描述 ， 故 不 可 区 分 


10.28 ”对 给 定 初 态 的 粒子 ， 求 六 次 算 符 ai=mk: o 过 滤 测 量 结 果 的 概率 
题 10.28 考虑 一 个 初始 处 在 |0) 态 上 的 粒子 . 我 们 执行 N 次 关于 算 符 ok = 六 :的 过 
滤 测 量 , PXE z, - a|) 0, C a (k=1,2,…,NN). 计算 全 部 测量 结果 都 是 +1 的 概 


率 . 34 N 一 oo 时 出 现 什么 ? 
解 ”第 一 次 测量 o =n .o ， 结 果 为 +1 的 概率 为 


n -Tern ool -zoom (0|ol0) 
(Oloi10)=(0J0210)=0 (0|o,|0) =—1 
则 有 有 -3 了 -本 )= 引 -om 二 Oben, 为 m 的 第 三 分 最) 第 上 次 之 后 ， 第 k+1 次 测 


量 的 概率 为 
Py -T(t so) (lema orm Pia) -ireos 和 | 


1 1 N-I 
zi- co 二 jltom 瑟 ] 一 0(N 一 oo 时 ) 


If x Y Y x Y Ú 
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10.29 Ramsey 谱 学 中 频率 测量 
题 10.29 在 Ramsey 谱 学 中 一 个 有 兴趣 的 问题 是 测量 如 下 Hamilton 量 中 的 频率 4 ， 
H= -ás 
2 
为 此 ， 制 备 一 个 两 能 级 系统 在 -天 石 (90+) 态 上 ， 并 让 它 按 这 个 甩 演 化 一 个 固定 的 时 间 工 . 


在 T 之 后 测量 算 符 o, , (1) Am +1 的 概率 . 通过 测 重 这 个 概率 即 可 算出 4. (2) 如 果 重 
复 六 次 实验 ， 计 算得 到 次 为 +1 的 概率 . (3) 计算 得 到 +1 结 果 的 平均 次 数 ， 以 及 它 的 方 均 


1 
. ER L =—. 
2. (4) 证 明 4 的 测量 误差 是 6A TIR 
解 (1) #ÆH =- 和 ce 作用 下 有 
ELO), =e h |00)) = eath EZO), 


W|w(0)=—(o+|Ú) 8 A Ese, 83 


al- 


le)- 
这 时 测 o. ， 结 果 为 +1 的 概率 为 


P= (ol*+ (Dr) 


Jea osea p) 


2 iar ir 
-二 ea +e 2 | = Cos "(分 
2 2h 


A= arccos JP 


D 重复 N 次 实验 ， 结 PNAS n IA MEE ORARAA, 
P, =C} p” (1- p)" " =C} cos? (Se) 
2h 2h 


qes m soak Kana 
ni(N —n)! 


G) z “测量 结 果 为 +1” 这 一 事件 ， 用 “1” 代 表 ，“ 测 量 结果 为 -1 ”的 事件 用 “0?” 
代表 . 则 测量 结果 为 +1 的 平均 次 数 变 为 求 所 有 数 之 和 的 平均 值 由 概率 论 可 知 
Wakas 


同样 由 概率 论 可 知 均 方 差 为 
An= Vn -到 = JnPA- P) Soos Tsn tT 


2h 


于 是 


(4) @ën=An, WE 
AT T AT 


AT 
2N cos — sin —— 8A =N cos = sin — 
c 1 sin 3A 2A J cos 人 项 了 sin > 


化 简 后 得 
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10.30 对 于 存在 退 相干 的 情况 ， 考 虑 上 题 的 问题 


题 10.30 ”对 于 存在 退 相干 的 情况 , 考虑 上 面 问题 . 假设 在 7 期 间 退 相 于 将 密度 算 符 的 
非 对 角 项 |0)Q| 和 |D(0| 衰 减 一 个 因子 e*. 计算 4 测量 中 的 误差 . 
解 用 密度 矩阵 表示 同时 有 退 相干 情况 下 系统 量子 态 


a 
P=->((0]+ ahot- gleif” ras |F) 
由 二 项 式 分 布 ， 可 得 


且 有 


N or [Aa N 1—e 2T cos? 2) 
2 ñ JÀ 4 h 


1—e 2T cos? (5) 
h 


AT 
IN -T 二 
e sa [£f "P k 


即 有 


3A = 


1031 对 闫 个 两 能 级 系统 的 高 纠 继 态 ， 考 虑 Ramsey 谱 学 测量 


题 10.31 考虑 ?个 两 能 级 系统 ， 它 们 每 一 个 都 由 Hamiltonian 8 = -人 cx: 所 描述 并 执 
行 如 下 Ramsey 类 型 的 实验 N 次 制备 高 纠缠 态 
v')= (0000) + 1111) 
它 演化 了 时 间 ， 接 着 执行 态 |w*) 的 测量 
l: )=>(00---00) +h1..11) 


如 果 执 行 入 次 这 样 的 测量 ， 计 算 4 的 测量 误差 . 将 这 里 的 结果 和 上 面 Ramsey 谱 学 的 标准 
测量 办 法 相 比 较 . 
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解 初 态 |w) 经 过 时 间 了 演化 后 的 态 为 
$A r -isn iATn 
jG) =e Ç + 2 =) m-e 2i |00---0)+e 2 T) 

+ 2 2 ATn 
(v 有 = C08 一 -一 
2h 
=l - ATn 
执行 |y ) 测 量 ， 概率 为 P = |w -vo = sin? = T 
作 六 次 重复 的 实验 ， 测 得 结果 为 |w* ) 的 平均 次 数 为 


Am. Am 
An = N 2 n? 
均 方 根 为 ,| cos ~za Sin 7 


SSn=An, MWA 


Tn ATn \ Tn ATn ATn 
2 , 
Noos 人 z% Jene me) 8A= N oos 各 zA n eine ) 


执行 


vN, EX P, = 


2 有 2h 


h 、 
亦 即 有 ôn = TNn” 当 n 越 大 时 ,测量 误差 越 小 . 


10.32 Kraus 定理 


8 10.32 证 明 Kraus 定理 . 
解 HTH, E-E) alia H 中 对 应 的 态 |p')， Zeli) AR 


Iw), = a(9"|®) 
it M, Æ Ha 中 的 一 个 算 符 ， 则 x 
M, 81/2) = 2 Malili) 


ialo 
p(o |M, @r,,|@)=M,|w) =M, slo |) a) 
由 式 (1) 可 知 ， 先 用 M4 @ 1, XDE. 再 同 lo 等 价 于 先 与 a(9' 
用 MA 作用. 


下 面 证 明 Kraus 定理 . 因为 了 是 完全 正 的 ， 所 以 对 于 任 一 |)eH@ 地 ， ， 
š$, @1, [| (F|) TRD H, @ H, 中 的 某 一 密度 算 符 pi ， 将 它 用 万 OH, PHREEK 
||#@)) 展开 有 

Pas =$, Dla (PXP) = 2,2,2, | 
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这 里 的 {(®, |®,)=N，2,4, =1，9 >0. 由 于 

s, (y. ARCIL ND 
由 上 式 可 见 , 上 式 右边 |®) 先 与 a(9"| 求 内 积 , 再 受 $4 作用 与 先 用 $ @ 1 作用 再 与 alo] 
内 积 等 价 ， 故 有 


shoah ae [sensat], 
= A 
=2,M, lw) (w|u; 
上 式 即 为 超 算 符 的 求 和 表示 ，Kraus 定理 得 证 ， 其 中 Mi|w), 定 义 为 
Va ol9' |) 
1033 保 迹 超 算 符 可 逆 的 充 要 条 件 


题 10.33 设 和 是 一 个 保 迹 小 算 符 ， 车 存在 另 一 个 超 算 符 名 使 得 名。 入 =1 ， 则 称 委 是 : 
RR, EA AS. 证 明 : 保 迹 超 算 符 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 是 么 正 的 . 
证 明 REINTRAT S, AEA S. 根据 Krau 定理 ， 外 和 风 有 算 符 和 表示 
$£(e)=2 MpMi, $B(p)=2 NeoN} 


由 于 
> N.,M,o[N,M ) 三 DN, SON} =$, -Ñ (0) 


> M; NIN,M, =I 


因此 N.M, P $, o $ KI Kraus 算 符 . 然而 ， 多 .和 $=7 ， 因 此 NM 也 是 恒 等 映射 1 的 Kraus 
算 符 ， 该 映射 有 平庸 表示 
1(p)= pl! 
因此 ， 根 据 算 符 和 的 多 表示 定理 有 
N M m = Ainm} 


RP, Aa MEE =l. 根据 了 NIN, =I, RIE 


Anm) 
+ — t — * = 
MM, =Y ML NIN,M, = 174, 14, J Ev, nl 


由 于 我 们 考虑 的 是 非 零 算 符 ， 因 此 ,ny = 0. TE M, BES, MAS 
Mi = Yinm Ma 
于 是 
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M,MÀM = = Ylmm} Mj = Ym Mm 


因此 任 一 M, 都 正比 于 另 一 计 ; , 于是, 超 算 符 的 算 符 和 表示 只 有 一 项 ,考虑 到 归 一 化 , 我 


们 得 到 
$) =UpU* 
RP, U 为 么 正 算 符 . 


10.34 用 超 算 符 实现 量子 态 的 超 空间 传送 


题 10.34 任何 量子 过 程 都 可 以 用 超 算 符 来 实现 , 量子 态 超 空间 传送 也 不 例外 . 试用 超 
算 符 实现 量子 态 的 超 空 间 传送 . 即 找 出 描述 量子 态 超 空间 传送 


I 
s[|v),,, (v |ë|#),,(#|)= l9), (#|@— 2 
的 超 算 符 $ 的 和 表示 . 这 里 |w);, 是 某 个 最 大 纠缠 态 ，|f) 是 全 AREZ. 也 即 找 出 Kraus 算 
符 序列 {L,} ， 使 得 有 
Sb (vaz (lelg) (Ø) = = |), (e 
SLE, =1 


Tz 


解 设 
l), =a|o) + 21), 
不 失 一 般 性 ， 假 设 2、3 粒子 处 于 纠缠 态 
r), =z 001-110) 
moe). EED), BFA 
幼 |), = 2), u, [22 


式 中 
uo = 一 ， u=, l =io,, Us = G3 
以 及 
1 


I)a =- (10) 1); -1)10)) 
|a), = 二 (oh jo)， -|, l ,) 
|a), = 万 (O10, +11), |D,) 

(lo) ) 


10), 10; +1), 10)3) 


w 


* 662 - 量子 力学 
EX L, =u B|), y (@,|. ME 
D5 (aa vlel AE = le 2 
(车 |y),， 为 其 他 最 大 纠缠 态 ， 则 相应 的 将 有 所 变化 ). 
10.35 ”将 给 定 的 主 方程 等 效 地 表示 为 Kraus RAMPER 


题 10.35 为 了 再 次 具体 地 说 明 主 方程 方法 和 Kraus 求 和 框架 之 间 的 关联 ， 将 下 面 两 
种 主 方程 


dz 


ap 
dt 


Harfa ap; ata—2(a 路 Pi AG aĵ 


等 效 表示 为 Kraus 求 和 的 形式 . 即 给 出 它们 Kraus H4 {Mo, M,) B 2x2 55 BE2828.. 

B ” 设 振子 原子 的 状态 空间 由 基态 (z = 0 ) 和 第 一 激发 态 (= 141) 组 成 . 

(1) 第 一 个 主 方程 描述 的 是 一 个 衰减 振子 ， 它 的 基态 不 改变 ， 激 发 态 在 热 库 影响 下 逐 
渐 退 化 为 基态 这 相当 于 一 个 量子 衰减 退 相干 通道 . 假设 演化 过 程 持续 时 间 At ， 则 激发 态 
将 以 1-e 的 概率 衰减 至 基态 . 于 是 Kraus 求 和 表示 的 两 个 超 算 符 可 以 表示 为 


1, 0 -IM 
M = wl, M,= 0, vi-e 
0, e 2 0, 0 


(2) 第 二 个 主 方程 描述 的 是 振子 的 位 相 训 减 , 这 相当 于 量子 位 相 衰 减退 相干 通道 . 经 过 
时 间 At 后 ,密度 矩阵 非 对 角 项 按 下 式 衰减 


Pam (1) = py Oef -3 -mÝ rx] = pum (ee [-1 zar) ， _ nm=01 


apad ~ Lata -1 pata 
7 z Pi > 


于 是 ， 此 时 Kraus 求 和 表示 的 三 个 超 算 符 可 以 表示 为 


M. -ee n), mdi! 中 ef 


0 I 0 0 0 1 


10.36 寻找 一 个 实现 量子 纠 久 交换 (swapping) 操 作 的 Hamilton 量 


81036 寻找 一 个 实现 量子 纠缠 交换 (swapping) 操 作 的 Hamilton Æ. 
解 参照 10.44 解答 中 的 交换 算 符 ， 并 利用 0 Q sa 可 形式 上 反 解 得 出 我 们 所 需要 
的 Hamilton 量 . 


10.37 连续 变量 teleportation 


题 10.37 考虑 连续 变量 teleportation 情况 : 在 Alice 和 Bob 之 间 已 建 有 -- 条 连续 变量 
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纠缠 态 的 量子 通道 (他 俩 分 别 掌握 粒子 4 MB) 
1 i 
lo.) = Bi fiala), ela+ g), 
这 里 Q=g4 -gp,P= pa + ps 分别 是 两 个 粒子 相对 位 置 和 总 动量 算 符 ( 它 俩 对 易 ， 有 共同 本 
征 态 ) 的 本 征 值 . 现 Alice 有 波 包 |w)。= [dq|q)。 (aly) EEA Bob. 为 达 此 目的 他 俩 


如 何 制定 与 所 送 波 包 无 关 的 操作 ? 
解 容易 检验 ， 现 作为 量子 通道 的 连续 纠缠 态 是 正 交 归 一 的 
as (Q PQP) ia =ó(Q'-Q)ó(P'—- P) 


可 构成 一 组 纠缠 的 连续 正 交 归 一 基 . BEDRU 
(Plant) as = Be fiae" ,(ala), ,(a+Qle), 


-gfu la-a) +0-a) 


-e Pas(Q-(g,-4)) 


于 是 将 此 三 粒子 系统 (C 为 已 分 离 的 形式 ) 写 为 AC 粒子 纠缠 态 的 形式 
1 i t , 7 
0P) lye =z ee") la +Q), [az (alv)ela), 
= | diragar a cg lelQ',P Dacac (@',P'lq,q' lac la+ Q); 
= =Í dadg'dQ'dP'e™ o (q'|w) |Q', P) ae (Q',P'|q,2) c |a + Q), 
= + aaaaaoapere (qly)ee res(0'-(g-a)l0, Py la +O), 
= zl dg'dQ'dP'e er 人 C (| Ye le,P Pac [g +Q'+ Q); 
TEE Alice 在 纠缠 基 AC HIERNE] P o ， 则 导致 Bob 手中 的 粒子 处 于 
foge (|) |a ++) 
态 上 , 这 时 Alice H A CANER (Q, P') pe Bob, Bob 就 可 以 利用 位 移 变 换 和 动量 变换 ， 
D(q)=0® = [aq |a + a)la'l 
D(p)=e ° = [aqe ez |q)(a!| 
将 自己 的 8 粒子 转化 为 Alice 想 要 发 送 给 他 的 态 . 因为 ， 注 意 到 
D(p)D(q)=e ”*D(4)D(p) 
于 是 Bob 可 以 采用 下 面 算 符 来 得 到 这 个 态 
U =D(-P')D(-Q')D(P)D(-g)=e2p(-P')D(P)D(-o')D(-0) 
=e p(Pp—- P')D(-Q'- 0) 
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这 时 
U |Bob}, = [aq q'|u) exp| PQ' +(P- P')q' Jexp(-iPQ') 
'D(P-PD(-Q'-Q)|2'+Q'+ Q), 
= fag'(qlw)e C DP- P'a’), 
- | dg’ ( dlv) ei(P-P)g iP-P')e | d'a 
= ag'(qly)la); 
=(faa'la’sa (a|), =l), 
总 之 ，Alice 和 Bob 之 间 的 传输 协议 是 : 
(1) 制备 纠缠 态 |Q,P),,; 
(2) Alice 在 AC 纠缠 的 基 下 测量 (Q',P') ; 
(3) Alice 将 其 测量 结果 (Q',P') 告诉 给 Bob; 
(4) Bob 根据 数据 (Q',P') 制定 算 符 D(-P')D(-8')D(P)D(-Q) ,并 将 之 作用 于 粒子 B 
状态 上 . 最 后 即 得 所 传送 的 态 . 


1038 任意 d 维 么 正 阵 不 能 被 分 解 为 少 于 d-1 个 二 维 么 正 阵 乘积 


题 10.38 WH: 存在 一 个 dxd 的 么 正 矩 阵 忆 ， 它 不 能 被 分 解 为 少 于 d- 1 个 二 维 么 
正和 矩阵 的 彝 积 . 

证 明 由 于 d 维 么 正和 矩阵 UV 的 独立 变数 最 多 为 

2d?-d-ad(d-l)=d? 
而 作为 乘积 因子 的 每 一 个 二 维 么 正和 矩阵 最 多 含 独立 变数 4 个 . 为 了 用 少 于 4 -1 个 (比如 用 
d 一 2 个 ) 二 维 么 正和 矩阵 乘积 来 分 解 U ， 则 它们 总 共 所 含 独立 变数 的 个 数 不 应 少 于 U PRE 
的 独立 变数 个 数 ， 也 即 应 有 
d’ <4(d-2) 

可 是 ， 这 个 式 子 对 所 有 d 值 都 是 不 成 立 的 . 所 以 对 于 独立 变数 稍 多 一 些 的 UE, REM 
少 于 d-1 个 二 维和 勾 正和 矩阵 乘积 来 分 解 . 

当然 , 这 里 的 4d -1 是 下 限 , 并 非 主张 一 定 可 以 用 4 -1 个 来 分 解 . 如 果 能 够 分 解 为 d -1 
+, 那 必 只 是 d =2 这 一 种 情况 . 


1039 EPR 伴 课 的 物理 思想 


题 10.39 解说 EPR 伴 雇 的 物理 思想 . 

答 1935 年 Einstein, Podolsky and Rosen 提出 关于 局 域 性 (locality)、 实 在 性 (reality) 和 
完备 性 (completeness) 的 涵义 ， 并 论证 了 量子 力学 中 关于 量子 态 的 描述 不 是 关于 物理 实在 的 
完备 描述 。EPR 伴 雇 的 主要 前 提 是 : (D) 完全 相关 性 . 对 于 两 粒子 AB 的 单 态 | 人 》， 沿 同一 


第 10 章 量子 信息 物理 学 ,665 ， 


方向 分 别 对 粒子 4 和 粒子 B 测量 自 旋 时 ,测量 结果 必定 相反 . (2) 局 域 性 . 由 于 当 对 两 个 系 
统 AB 进行 测量 时 ， 二 者 并 无 相互 作用 ， 因 此 对 一 者 的 测量 操作 不 会 对 另 一 者 产生 任何 影 
响 . (3) 实 在 性 . 如 果 在 不 以 任何 方式 干扰 一 个 系统 的 情况 下 , 我 们 能 够 确定 地 (100%) 预 言 该 
系统 某 个 物理 量 的 值 ， 则 存在 一 个 相应 于 该 物理 量 的 物理 实在 元 素 (element of physical 
reality). (4) 完备 性 . 在 一 个 物理 理论 中 ， 任 何 一 个 物理 实在 元 素 必须 有 其 对 应 物 ， — 

EPR 伴 雇 如 下 展开 . 假设 处 于 单 态 |w”) 的 粒子 AB 处 于 类 空间 隔 . 由 于 完全 相关 性 (1)， 
确定 地 预言 粒子 B 在 某 个 方向 上 的 自 旋 值 可 以 通过 通过 选择 在 同一 方向 测量 粒子 4 的 自 旋 
来 实现 . 再 根据 局 域 性 (2)， 对 粒子 4 所 进行 的 测量 不 会 对 粒子 B 产生 任何 影响 ， 然 后 根据 
实在 性 (3), 粒子 B 的 该 方向 的 自 旋 是 一 个 物理 实在 元 素 , 因此 粒子 B 的 所 有 自 旋 分 量 都 是 
物理 实在 元 素 ( 对 于 粒子 4 可 以 进行 平行 的 讨论 ) . 然而 ， 没 有 一 个 自 旋 1⁄2 的 粒子 的 量 
子 态 ， 其 所 有 方向 的 自 旋 分 量 都 具有 确定 的 值 . 因此 ， 根 据 完备 性 (4)， 量 子 力学 关于 波 函 
数 的 描述 不 是 一 个 完备 的 理论 . 

Bell 定理 证 明了 EPR 的 局 域 实在 性 与 两 粒子 量子 系统 的 某 些 预 言 是 矛盾 的 . 


10.40 EPR 态 是 对 Bell 不 等 式 造 成 最 大 破坏 的 态 


题 10.40 证 明 EPR 态 是 对 Bell 不 等 式 造成 最 大 破坏 的 态 . 
证 明 以 CHSH 不 等 式 为 例 ， 该 不 等 式 为 |Beasgj<2 ， 其 中 


(Bcasa)= E(a,b)+ E(a,b')+ E(a',b)— E(a',b') 
为 关联 函数 , 对 于 两 粒子 纯 态 | 罗 ) ，E(a,b) 的 量子 力学 表达 式 为 
Ela,b)=(¥ (oa)® (ob)I?) 
对 于 单 态 |W-) ， 选 择 a',b,a,b' 在 一 个 平面 上 顺 次 相隔 45*. 在 这 种 情形 下 可 以 计算 得 
K Bcasa)|= 2V2 > 2 ， 于 是 破坏 CHSH 不 等 式 . 
下 面 证 明 这 是 最 大 破坏 . 考虑 4 个 算 符 4,4', B, B ,它们 满足 4* = 42 =B =B’ =], 
定义 
Basn = A@ B+ A'@ B+ A@ B'— A! @ B' 
为 CHSH 算 符 ， 则 易 得 
Basa = 41@1-—[A, A'|@[B, B'] 
算 符 4 的 矩阵 范 数 定义 为 
JA] = maxa dsl 
根据 范 数 的 性 质 ， 易 见 
la a']<jas -aaja |B, 2']<2 
Rp49 
js [<s R [Bensu < 2v2 
于 是 ， 单 态 对 CHSH 不 等 式 的 破坏 是 最 大 的 . 
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10.41 迄今 ,在 Bell 不 等 式 问题 上 什么 是 实验 支持 的 ? 什么 是 还 没 清楚 的 ? 


题 10.41 到 目前 为 止 ,在 Bell 不 等 式 问题 上 什么 是 实验 支持 了 的 ? 什么 是 还 没 能 搞 
清楚 的 ? 

答 “至今 的 几乎 所 有 实验 都 验证 了 量子 力学 系统 对 Bell 不 等 式 的 破坏 . 但 至 今 的 所 有 
实验 都 没有 同时 弥补 两 个 漏洞 ， 即 探测 性 漏洞 和 局 域 性 漏洞 . 


10.42 Hardy 定理 


题 10.42 详细 推导 Hardy 定理 的 全 部 计算 . 
解 考虑 一 个 两 自 旋 1/2 系统 ， 在 粒子 1 的 正 交 归 一 基 {w) ,|v),} 下 写 出 任 一 纠缠 态 
[8 H,s 
|) =|u) |é,), +|v),|ó,), 
其 中 | 所 ), 0, Ah 5]|á),ËSAGIE384845347, BH 
|4), =al) +é) azo 


hler), =0, (alo) =0. 因此 , n upi essnpas|u) , |v),，i=1,2 将 | 罗 ) 写 为 如 下 形 
式 
|y=a|v) |v), +b|o,|v), +c|v), lu)» abc = 0 
定义 可 观测 量 
U,=|u)y (|, WlB), (Bl i=12 
式 中 
_ al), telu) _ elv), + clu), 


Ph Jaf + Ph la +e? 
可 以 很 容易 验证 下 列 测量 结果 : (1) UU, =0. (2) U =0>W,=1. (3) U, =0= W,=1. 
(4) 有 一 - 定 的 概率 会 测 得 胡 =W =0. 

接 下 来 的 论证 为 : 考虑 在 某 次 实验 中 测 得 矶 =W,=0, MW, =0 和 性 质 (2) 可 以 推出 
WEU 会 得 到 结果 U, =1. 类 似 地 可 知 若 测量 U, 会 得 到 结果 U0, =1. 根据 局 域 实在 论 ， 
U, =1 和 U, =1 是 由 局 域 隐 变 量 决定 的 . 这 样 , 如 果 在 这 次 实验 中 本 来 并 不 是 测量 丈 和 岗 , 
Wie U U, ， 则 会 得 到 结果 VD: =1， 但 这 与 性 质 (TD) 矛 盾 . AK, 我 们 看 到 关于 局 域 
实在 论 的 假设 与 量子 力学 的 预言 是 矛盾 的 , 

1043 关于 条 件 概率 的 Bayes 定理 
题 10.43 证 明 关 于 条 件 概率 的 Bayes 定理 
p(AJB)p(B)=p(B|A)p(A) 
此 公式 两 边 等 于 积 概率 p(x y). 
定理 证 明 很 容易 ， 只 要 将 概率 和 条 件 概率 都 还 原 为 相应 的 频 度 比值 即 知 . 当 {4} 是 一 
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个 互 斥 事件 的 完备 集 ， 就 是 说 ， p| 4] -4=1， 有 全 概率 公式 
B)=2>;p(BlA)p(A) 


10.44 求 给 定 系 综 的 Shannon 38 H(X s4) 


题 10.44 RIE, 当 系 综 {%, pl), ARAWE pa) = 二 ， 即 对 均匀 系 综 


Xo% ， 此 系 综 Shannon 4 H[ X, 达到 最 大 值 1ogk. 
证 明 因为 ls p(x) 上 上 同 ， 这 使 得 -log p(x) 下 如， 所 以 有 


(F079)]<-Eo(ep()= #0) 
进一步 ， 用 Lagrange 乘 子 法 来 确定 吾 (X) 极 值 . 为 简化 ， 记 p(x)= p;. 于 是 有 
pen a1] Mas 
i=1 


对 此 式 求 偏 导数 二 ， a 并 令 它们 为 0， 得 
k 
2P; =1 
ja 
-igp;-p;—-4=0, j=1,2,.…,k 
Di 


由 第 二 式 解 出 p, =2-4 ， 两 边 对 7 求 和 ， 利 用 归 一 化 第 一 式 ， 得 
A=lgk-1 
由 此 得 pj =Vk,j=12,-..k. RARER H (Xy) =Max =logk. EH. 


10.45 BF Schrödinger 方程 演化 下 von Neumann 38 Z: FE E 


题 1045 RE: 不 论 初始 为 纯 态 或 混 态 ， 经 过 含 时 Schrödinger 方程 的 演化 ， 其 von 
Neumann EER. 
证 明 对 S$(p)=-Tr[ p(n] RE, FAN Liowile 方程 ， 得 


Tr É 0) neg|- npt k: 


dt ot 


= Tf AC), phn ooj- pli) met 


j 


-$f a OF- Tle) 
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这 里 第 三 步 等 号 用 了 求 迹 号 下 算 符 可 以 轮转 的 操作 于是， 即便 对 含 时 的 开放 系统 ，von 
Neumann 燃 也 是 运动 常数 . 就 是 说 ， 原 来 纯 态 还 保持 为 纯 态 ， 原 来 汤 态 仍 保持 为 同样 灼 
RS. 但 是 ， 对 于 有 开放 操作 的 那 一 类 开放 系统 ， 这 将 不 成 立 ， 


10.46 求 SU(2) 型 一 般 混 态 von Neumann H Ëq FARAR 


题 10.46 求 出 SU(2) 型 一 般 混 态 的 von Neuman 8826283358. 
答 SU(2) 一 般 混 态 有 如 下 矩阵 形式 


_1 l-a p+iy 
p=; | 
这 里 c, B, y 均 为 实数 . 很 容易 求 出 此 和 矩阵 的 本 征 值 为 
A=; (t ++ =+); 和 = 了 人 - ++ )=10-6) 


因此 SU(2) 一 般 混 态 的 von Neumann 8829 


1. 4(1-ó 6-l 
S(p)=-Tr(pnp)=-(4,1n4, +4.In4.)=>In Ta 


10.47 Trlolgoatolgo)>Trplgp+plgp) 


Rü 10.47 证明 不 等 式 
TagAm+ 户 地 记 )>T(AEPmP+AE 记 ) 


证 明 设 p= Doolo)( (a|, m= >b), 于 是 


T(P ea) algia pe oo 


-m| (Zenei Zee oe) 


= 2 lga, |(a IB} 
同样 得 
Tr( Alg) = 2 AGA 


所 以 
不 等 式 右边 = Z alp (aslgbg + bplga,) 
a 
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SD -EA =, FE 
不 等 式 左 边 => a, lgas +2 bg lgb 
a 万 
= Zaa (iga) By, + Xba (isso)ka A 


= Zelp (a lga, +bp lgbs) 


因为 
a, ga, +bslgbs > a, lgbg +bs]ga, 
所 以 
左边 > 右边 
证 毕 . 


10.48 von Neumann X H ŁR X S(o)<lgD 
Æ 10.48 证 明 von Neumann WÉI ERR. 如 果 p 有 DD 个 不 为 零 的 本 征 值 ， 于 是 将 有 
S(p) <lgD 
等 号 在 所 有 非 零 本 征 值 均 相等 时 成 立 . 
证 明 
2 1 D 1 
S$(p)=-Tr(plgp)=-2 41lgh = 274 i87 < P| ZA L) =lg D 
i i=l i i=] í 
这 里 利用 了 对 数 函 数 的 凸 性 ， 故 有 、 
lg(pix + px )2 (p gx + p, ]gx;), Pi+p.=1, pop.,>0 


IER =+, 即 p 的 所 有 本 征 值 均 相等 时 ， 有 
s(p)=Y ?lgL-DpLigD-ED 
= ÂA D 

故 不 等 式 的 等 号 成 立 . 这 时 5S{p) =Max. 因为 这 时 p 必 为 p= 方 1， 其 中 
1 0 0 0 0 0 
0 0 

0 0 
Io =|o 0 
0 
0 


@ @ ° o° .:'` 
@ & < c o 


0 


@ O @ = o 
@ ooo Ó ° 


2 D ERNE BE. 
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10.49 von Neumann J hy r EE 


Æ 10.49 证 明 von Neumann #88UJFuF#E(concavity) 
[Zaa] Yas(p) 
这 il 
这 一 性 质 十 分 重要 ， 下 面 给 出 三 种 证 明 . 
证 法 一 ”这 也 是 对 数 函 数 西 性 的 体现 . 假如 利用 次 可 加 性 , 证明 将 相当 简洁 . 附加 一 个 
RTRA, o=o” =a @| 全 可 以 成 块 对 角 . 于 是 
ii 


S(p') -s (Fan jan) <s(e*)+s(e*)=s(o) +H(p;) 
于 是 ， 有 
s[Zae > Zast) 


证 法 二 ”证 此 式 之 前 ， 先 引入 引 理 . 
引 理 ”如 果 函 数 f(x) 是 凸 的 ， 即 它 有 下 述 性 质 


f(Ax+(1-4)y)>4f(x)+(1—4)f(xy), 0<4<1 


对 于 定义 域内 任意 x,y 者 成立 . 可 以 将 此 性 质 推广 至 矩阵 求 迹 形式 . 即 ,对 任意 两 个 Hermite 
jEËEFa,b ， 有 以 下 不 等 式 成 立 


Tr( f (Aa +(1-4)b)) > AT (a)+(1-ATF(b), Og4<l 


证 明 Hermite EET AA EER, Bab 可 分 别 对 角 化 为 4,B ,很 明显 
Aa+(1-4)b 也 可 以 被 某 个 么 正和 矩 阵 2 对 角 化 ， 于 是 有 下 式 成 立 


Tr( f (Aa +(1-4)b))=Tr( f(Q] 4a +(-2)5]Q')) 
=Tr(f (20NANT A +(1-4)AMBM'A')) 
=Tr(f(avau* +(1-A)VBV')) 
这 里 的 AUAU' +(1— 4)VBV' BARIA. 故 有 


Tr( f (2AUT +(1-A)VBV')) -> /Fl U, +(-2)8, 29) 
> FaZa pata- Zeat) 


> ?2 中 la-a (8) 
LJ hj 


第 10 章 ”量子 信息 物理 学 -671e 


=42f(A)+(-4)22 (B) 
=4f(a)+(1- 4) f (b) 


于 是 引 理 得 证 . 
这 个 结果 可 以 立即 推广 到 一 般 情 况 


or[ sa] > ZAT (a), 4, > 0, 22 =1 


于 是 由 Shannon AHE, 3yED2038 von Neumann WURA NH. 
证 法 三 ” 暂 令 #=2 ， 于 是 需要 求证 
S[a, D, +p) >(as (pi) +a,S(0)) 
左边 = -Tr| (op +a, )lg(w A + op )] 


1 1 1 
$a=5tr =r =z) 


el A 
-人 IgA, i-r} Plgp (irj lg A + Alog a 


由 于 44B”> 45B4 ， 等 号 只 当 4=8B 时 成 立 . 对 此 不 等 式 两 边 取 对 数 得 
-(AlgA+BlgB)<-(BlgA+ Alg B) 


Bp 
-Tr(p2lg pi+ D, lg p2) > -Te( p18 A + p218 p2) 


1 ; 
再 注意 (也 =a >0, 得 
1 Y 1 Y 1 
人] AIBA .[; 7) p: lg p; ,人 -Jasareea 

=-Tr (Ferr -7 jare Hirer -ja lgp 
4 4 ' \4 4 2 912 
1 1 

-rdia ga + (7) -as (a)+ ons(p,) 


这 个 证 明 可 以 继续 下 去 ， 即 得 ” 项 的 一 般 情况 . 


10.50 (ER ARER pas TE 2] E ERREA SAIB) 

题 10.50 命题 ; 设 p.s 是 任意 两 体 纯 态 , 证 明 pus 有 量子 纠缠 存在 的 充 要 条 件 是 条 件 
粮 S(4|B)<0. 

证 明 先 假 设 纯 态 pas AAR, MWEN Schmidt 分 解 至 少 有 两 项 ， 如 下 
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Wa "E nl, 
也 即 至 少 有 两 个 0< p <l, 0<p,<1, p+p =l, 
pa =Tra (lv)aaa Vl)= Pli) (| 
ERRERA 
s(AjB)=s(lv),, as (yl)-$(p3)=0- Z p: log p; <0 
其 次 ， MRA ps 没有 纠 给， 即 pu = p, @ ps ,各自 者 是 纯 态 ， 显 然 此 时 条 件 凡 等 于 和夫 


10.51 HEXEN N 


Æ 10.51 证 明 ; a Y 只 有 当 测 量 不 改变 态 时 ,入 才 不 变 . 
证 法 一 设 p 在 自身 表象 p= >l) (| )= =5). 则 
m = ya lga, 
而 另 一 方面 | 
A=Xalay){a| . 
play)=p(»)=(a, |play)=20 (0, li)(ila,) 
我 们 知道 本 数 f(x) = -xlgx 是 凸 函数 ， 利 用 它 的 凸 性 ， 我 们 有 
[Esa )-- (Ene eE» | -2 pia, iga; = =È ns (a ) ZP =1 
于 是 有 | | f 
aa 


> 了 Za 人 1 人 le)ga] -aeaZtle)o 信 -aa 
=s(p) 
从 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 若 4 和 己 有 共同 的 本 征 矢量 ， 则 S(p) = 万 (7),。 THAN 


量 (所 得 Shannon ADRI ARIRE. 物理 上 这 是 说 , 假如 我 们 选择 和 密度 矩阵 对 易 的 力学 
量 算 符 作 测量 ， 则 测量 结果 所 引入 的 随机 性 减 至 最 小 (五 (7) 最 小 为 S(p)) 但 是 ， 假 如 我 


们 测量 一 个 “ 坏 ”的 力学 量 ， 结 果 的 可 预计 程度 就 会 下 降 . 
在 数学 上 这 是 说 , 在 任何 基 矢 中 用 零 来 代替 p 的 非 对 角 和 矩阵 元 时 , S 将 增加 . 注意 ， 


在 力学 量 4 的 表象 a,} 中 ， 


-人 el) 
2 oiy = (allar )= Za (ols,) 
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于 是 , 车 略 去 p 中 的 非 对 角 项 p,,, ， 只 剩 对 角 项 pop, M 
s(0)—>-2 p(y)lg p(y)= H (Y) 
y 
就 是 说 ,不 论 在 什么 基 中 ， 上 略 去 o 中 的 非 对 角 项 将 使 von Neumann HA. 
证 法 二 ”将 问题 表达 得 更 清楚 些 ， 假 定 密度 矩阵 为 p ， 正 交 测量 的 正 交 完 备 投影 算 符 
系列 为 ， 则 在 测量 前 后 ，v 的 变化 为 
P> p=}, PPR 
TEER A 
S(p')> S(p) 
等 号 当 也 只 当 p'=p 时 成 立 . 对 此 证 明 如 下 . 
将 Klein 不 等 式 (量子 相对 炉 是 非 负 的 ) 应 用 到 p',p E, 有 
0< s(e'|e)= -S(p)-Tr(plgp') 
此 时 只 要 证 明 -Tr(plgp')=S(p') 就 可 以 了 . 为 此 ， 利 用 完备 性 条 件 和 投影 算 符 性 质 ， 
> 有 =T 和 展 = 中 ， 以 及 求 迹 的 循环 性 质 ， 有 


-Tr(plgp')= n> roio’) = |> aolomj 
注意 ，BP=6),，p'P=PpPh=Pp'， 就 是 说 [Bp]=0， 于 是 和 霹 p' 也 对 易 所 以 ， 
-Tr(pigp')=-Tr| X, RPR, ep =-Tr(p'lgp’)=$(p") 
证 毕 . | 
10.52 WRA s juj 


881052 考虑 一 个 处 在 态 p4s EAIRT RAA @ B. 证 明 两 体 彤 有 如 下 式 定 义 的 次 可 加 性 
S( Pan) < S(ps) +S(ps) 
等 号 当 也 只 当 两 个 子 系统 无 关联 时 成 立 ， 

于 是 ， 对 不 关联 的 两 个 系统 ， 它 们 炉 是 可 加 的 ; 但 若 关联 ， 则 整个 系统 的 精 小 于 两 部 
RLM. 就 是 说 , 量子 纠 强 ( 或 者 说 量子 关联 ) 使 系统 的 von Neumann Ey. 这 个 性 质 类 
似 于 Shannon IEE 

H(X,Y)<H(x)+H(y) 
(或 1{(X; 了 )>0). 这 是 因为 , Œ XY (sË AB ) 系 统 中 的 某 些 信息 已 经 编码 在 X 和 了 (和 肋 之 
间 的 (经 典 或 量子 ) 关 联 里 了 . 
证 明 首先 看 4 和 8 无 关联 的 情况 . 
Dan = Pa Š Pe 
所 以 S(paa)=-Tr[(ps ® ps)lg(p4 ® ps)] 
=-Tr{(p4 ® ps)(lg pa + lg ps)} 
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=-Tra (palgpa)—Trs (palgps)=S(pa)+S(ps) 
其 次 ， 如 果 有 关联 ， 关 联 将 降低 AG p 系统 的 von Neumann 粹 ， 这 导致 不 等 式 成 立 . 比如 , 极 
端 而 言 ， 如 果 Pas =|v),, as (y| 是 两 体 纯 态 ， 按 Schmidt 分 解 得 ly) =>” Jp, li) |), , F 


是 
Pa = 2 Pilia (l 
Ps = 2 pili)sa (| 
Ee, S(oa)=S(| w) aÜ (yl)=0, S(e.)=S(es)=B(p)=-2;pilgp > 0. 不 等 式 显然 
成 立 . 
最 后 ,一般 情况 ,利用 相对 蚁 的 非 负 性 质 (S(plo) =Tr[ p(lgp-igo)]>0) 来 证 明 这 个 
次 可 加 性 最 为 简单 
O< Ss(paslps ® ps)=Tr(paglg pas) Tr|[ pas (lg ps @ ps)] 
=~S(pas)—Tr(pap lgpa)-Tr(pas lg Ps) 
=—S(pap)+S(pa)+S(ps) 


10.53 三 体系 统 有 Araki-Lieb 不 等 式 成 立 


题 10.53 ”证明 对 三 体系 统 有 三 角 不 等 式 (Araki-Lieb 不 等 式 ) 成 立 
S(pas) >|s{(pa) -Ss(ps)| 
证 明 ”对 特殊 情况 作 一 些 验证 
(1) 当 4B 为 纯 态 时 ，Schmidt 分 解 
Wa = Zla) 
Pa =2 p|): Pe =2,pi|i), 
于 是 得 


0> -2 Pilg p, + 2; p; lg p; =0 


(2) 而 当 AB 为 可 分 离 态 时 ， 也 有 
Pas = PA Š ps 
S(pas)=S(p4)+5(ps)> |s(ps) -Ss(ps)| 
下 面 对 普 遍 情 况 做 证 明 . 
假定 态 Pas = Tre |W) sa aga (WV|， 利 用 次 可 加 性 得 到 
S(pr)+S(pa)> S(Par) 
这 里 pr = Trel Y) arar (yp| Pa = Tirs |w)agr asr (|, Par = Try |) age apa Y: 
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由 于 |w)graar 《| 是 纯 态 ,所 以 S(pr)=S(paa) ,5S (Par)=5(ps) ,代入 即 得 到 Araki-Lieb 
不 等 式 . 
10.54 ”证明 广义 Klein 不 等 式 成 立 


题 10.54 ”首先 定义 ， 如 实 变数 的 可 微 实 函数 (x) 对 所 有 x 和 y， 都 有 
f(y)-f(x)<(y-x)f'(>) 

就 说 此 函数 是 凸 的 . 举 个 例子 ， 函 数 flx) = -xlgz 当 xz>0 时 就 是 凸 的 . 因为 将 它 代 人 此 式 

中 ， 得 (对 于 > 0 ， 因 运算 中 两 边 已 同 除 以 y), < 此 式 当 x> y>0 时 是 成 立 的 ， 


因为 有 不 等 式 lg(1+ X)< X (X >0). 

将 上 面 定义 式 推广 到 和 矩阵 求 迹 形式 . 证 明 ; 对 任何 两 个 不 一 定 对 易 的 4 维 Hermite 8 Ë 
a, b (其 中 心 是 完全 正 的 )， 有 如 下 “广义 Klein KER” EY: 

Tr( f (b)- f (a)) < Tr((b-a) f'(a) 

证 法 一 afb KEEA aaan) MB BBa 

将 这 两 组 数 分 别 按 降序 排列 , SARE aaa) A Bre A FESE 
mix. y EREE A, ARRA f (x) 的 凸 性 ， 有 

FB- (A-a) f'(al) 


f(&)-f(e,) S[B,-a,) RACA 
Kn THERA, ESA 


R 


2 (el) =}, (æ) =Tr(a) 


i=] 


Lais (ai) = Zas (a) =Tr[af'(a)| 


X (0) = f(A)=T(b) 


于 是 得 | l 
OROCO 


BIER a TAR Z IESBBEU 对 角 化 ， 则 另 有 下 式 成 立 
Tr(bf'(a)) = Te(UbU + f'[UaU') =J (UbUt) f'(e) 


由 于 f(x) EDK, 所 以 了 "(x) 是 单调 减 函 数 ， 于 是 易 知 
SAF (at) < Tr[bf' (a)] 
i=1 


即 得 矩阵 求 迹 的 推广 形式 . 
证 法 二 Ba, b 可 分 别 被 么 正 矩阵 已 了 对 角 化 ， 则 有 
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局 
Tr[(b-a)f'(a)|=TriUV' f . vU! f '(UaU*)-UaU' f'(Uau') 


ñ, 
A, 


=Tr+ Q f . 


| A f'[UaUt)—UaU! f'[UaU`) 
ñ, 

-yzat j -Zase 

< Zoo 站 -Zrtal 

“E79 /(6)-2r(a) 

=Y FEIZ ->r(al) 

-ZAZ ramro] 


j 


不 等 式 得 证 . 
10.55 f £ AA E JE E B 09 485138 SOE F f 


题 10.55 ”体系 的 两 个 密度 矩阵 C 对 于 的 相对 箭 S(ollr) 定 义 为 
Ss(pllo)=Tr(pigp)-Tr(pigo) 
证 明 它 是 非 负 的 . 
证 明 首先 , 现 对 体系 任何 两 个 态 p，o, 定义 f(p)=-plgp 和 f(g)=-olgo. 由 广 
X Klein 不等式， 有 
-Ss(plo) =Tr| -pllgp-lgo)]=Tr[f(p)-f(0)+f(0)+pilgo)| 
<Tr[(p-o)(-lgo -1)-(o-p)logo|=Tr(o -p)=0 
所 以 最 后 得 到 5(plo) >0. 证 毕 . 
另 一 证 法 ， 令 
p=2;p |ü] lo =); 
i j 
分 别 是 pP 和 co 的 正 交 分 解 . RHR EAS 
S(ple)=2 plep: - > (legoi) 


由 于 人 p= plil, FÆ 
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A 
所 以 得 

s (oo) -Bn len - Elie, 
> SD =1, 并 且 由 于 lg 函数 是 严格 的 凸 函数 ， 有 


Flea <ie Zla) 
这 里 等 号 当 上 且 仅 当 /7 只 有 一 个 值 时 成 立 ， 即 人 | 并 = 1 时 成 立 . 于 是 
WA Puf TE 
这 里 等 叶 也 是 当 且 仅 当 对 每 一 个 ;都 只 有 个 /人 时 成 立 此 式 类 似 于 经 典 的 相对 壕 , 具有 
非 负 性 质 . 证 毕 . 
10.56 ” 非 正 交 态 的 实验 鉴别 
题 10.56 非 正 交 态 的 实验 鉴别 . Alice 已 经 制备 她 的 qubit 处 于 下 面 两 个 态 之 一 上 


cos? 
Wf) 9-2 


. 0 
sin— 
2 


W E0<0<x. Bob 知道 9 数值， 但 不 知道 Alice 制备 的 是 两 个 态 中 的 哪 一 个 . 现在 他 选择 
所 执行 的 测量 ， 去 做 最 好 的 判断 ， 判 断 Alice 所 制备 的 是 哪 一 个 态 . (1) 一 个 正 交 测 量 ; 
E, =|u)(u|, E, =1-|ju)(u|. (在 这 种 情况 下 ,假如 Bob 得 到 结果 2, 他 就 知道 Alice 制备 的 必 
定 是 态 ]v) ) (2) 一 组 三 个 结果 的 POVM 

R=A(l-|u)(u)),B = A(1-lv}(v]), F =(1- 2A) 7 + A(lu)(u|+ly) O|) 
这 里 4 选取 和 到 正定 性 相符 合 的 最 大 数值 . 这 时 ， 如 果 Bob 得 到 结果 1 或 2， 他 就 能 断定 
Alice 的 制备 ， 车 得 到 结果 3， 他 将 无 法 断定 . (3) 一 个 正 交 测量 E =|w(w|, 
已 =1-|w)(w|， 而 


cosl (e+)| 
sn| jc+g] 
这 里 ， 自 旋 态 | 内 的 极 化 方向 位 于 xz 面 内 的 二 (x+g) 方向 ， 它 垂直 于 | 四 ,| 两 个 态 极 化 
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方向 的 均 分 角 线 . 

在 以 上 三 种 情况 下 ， 寻 找 Bob 的 平均 信息 增益 7(9) ( 即 制备 和 测量 所 得 的 互信 息 ). 并 
指出 ，Bob 应 当选 用 哪 种 测量 ? 

E ”假定 Alice 以 相同 概率 制备 初 态 ， 那 么 可 以 计算 互信 息 如 下 . 


(1) 测量 前 
1+ cos? 8 sin cos? 
=-llyt|+L]y)(y|=1 2 2 2 
PW go og ,0 
sip 一 cos 一 “Çsin2— 
2 2 2 
测量 后 
1 1+cos2 一 0 
p(y)=Bp(x)E + E,p(x) E, => . 
. 2 
0 sin” — 
互信 息 


I(0)=H(x)+H(y)—-Hx,y) 
RE H(x,y)=S(p(xy)), p(x,y)= p(x)p(y1x) 是 测量 前 后 态 和 测量 结果 的 联合 分 布 . 于 


是 可 以 算出 l 
7(9)= -4 +e )u[! te0s§ -3(1-e0sg ef! -os | 
2 2 2) 2 2 2 


-Li+ cos? lg troos? E) + oos? Slgcos?S 
2 2 2/ 2 2 2 


同样 方法 可 以 算出 (2) 和 (3) 情 沉 下 的 互信 息 , 即 可 比较 互信 息 的 大 小 , 来 决定 Bob 应 当选 用 
哪 种 测量 . 


10.57 用 Peres-Wootters 方法 对 给 定 态 构造 PGM 的 POVM 


题 10.57 用 Peres-Wootters 方法 对 态 和。)})={|p。)|ps 站 构造 PGM(pretty good 
measurement) 的 POVM. 其 中 
-1/2 


交合 由 -mm 


(1) 车 以 先 验 的 等 概率 3 的 随机 制备 上 面 三 个 态 ， 将 此 时 密度 矩阵 pp = PO J 表示 


成 Bell 基 展 开 的 形式 ， 并 计算 8S(P) ; (2) 由 三 个 人 |} 构造 PGM. 这 时 POM 是 正 交 测 


E. 用 Bell 基 形 式 表示 PGM 基 的 元 素 ; G) 计算 PGM 结局 和 制备 的 互信 息 . 
EA D 其 实 ，S(p) 计 算 可 用 求 ms 本 征 值 的 办 法 ， 现 按 题 意 办 法 求 . 


KERR AD) = Ao) p M Ben 基 展开 ,得 到 
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DEA 
la)=le)e)=[|e)-3]e))- l) 


2-3 leyta.) 

l gt + _ 一 + + 
= du uu) ; u 
(2) 定义 G= 210) Xej, POM SRMF 


a=0"|a)(alo” =1(|e')+ 5 A 


la-la) = 


Ia)-lo)lw)= 点 | 


于 是 得 


2 人 


F, =G" |B) |e"? = le) We G a QH 人 
F,=G'2| aya je" = -让 Jl Shel- l-E] 
(3) PGM 测量 结果 如 下 

if 1Y 

T 


3 
Fp|®,.)(®, |F} = PagFg = | 


互信 息 可 算得 如 下 
=H(X)-H(XIY)=3/2- H(pag)=1.36907 


AuR 其 他 
11.1 将 e 科 表示 为 2x2 EBE 


题 11.1 reol, o] R5 22ER: a 是 一 个 正 的 常数 


解法 一 令 


显然 有 
wf" S J-e 路- 
-1 0 人 -1 0 0 1 
Ž s(a) = AS(a) 
g Sla) = A2S(a) =—S 
2 (a)= A S(a)=—S(a) 
所 以 
S'(a)+ S(a)=0 
通 解 为 
S(a)=cel2 toe" 
初始 条 件 
S(0) = T, S$'(0)= A 
得 
o -14 
frazi l 1 2 
& 一 C2 = —A, 网 _ 了 7 十 过 
2 2 
所 以 
IT-iA ia 7+ ia I ia via ii ie _ ; 
S(a)=——° + 2 e = +e )+— e“)=Ícosa+ Asina 
_[ cosa sina 
-sina cosa 
解法 二 $ 


由 于 
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所 以 
e -SEA -SÉ k D y ars 
n=0 n! k=0 (2k)! k=0 (2k +1)! 
=cosal rnah=| cosa J 
—sina cosa 
11.2 MRZE 


题 11.2 (D RA ys1+2x+3k +4 e, h]<1. @) 如 果 在 区 域 0<x<oo 上 
FOS, OR x PERRE f O 2 ERED. O 计算 = 三 — . 
(4) 求 下 面 答 阵 的 本 征 值 和 妇 一 化 的 本 征 矢量 


这 些 本 征 矢量 正 交 吗 ? 试 加 以 评论 . 
解 (1) 当 四 <1 时 
3 ] 


+ -.. = 一 一 一 


y-xy=l+x+x2 +x 


l-x 
所 以 
1 
AERA h| <1 
(2) 
2 > -x/à 
Í fwd | a r2 
0 0 
由 
f'O) = e 4 - Tae =0 
得 
X=4 或 xow 
由 


f"(4)= -er <0, f(A)= Ae" > Jim f(x)=0 


知 当 x=4 时 ， 概 率 密 度 fO) 最 大 ， 所 以 x 的 最 可 几 值 为 4. 
(3) 如 题 图 112 所 示 沿 国道 C 积 分 ， 当 Rw 时 
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+ 682 . 
-2 
c, 4+ z“ 
+0 +o dx 
=2 
era oss `T: 0 Ta l, 4+ 
dz _。， . IL ila o £ [| _ Iti -lti)_ x 
ar 2 [Res( +i) + Res( -2 TANET: J 4 
所 以 
e z 
04+x 4 
° dx _ 
04+x4 8 
(4) 设 此 矩阵 本 征 值 为 E ， 本 征 矢 量 为 
x 
X =| x; 
Xs 
则 有 
1 2 4\/x x 
2 3 0| x |=E| x, (A) 
5 0 3 八 为 x, 
要 使 X 有 非 零 解 ， 则 需 
y E-1 -2 —4 
~2 E-3 0 iI=0 (D) 
Š -5 0 E- 
E — -* E=3 E=-3,  E,=7 
. 将 已 值 代 人 方程 (0)， 可 得 对 应 于 总 =3 的 一 个 归 一 化 本 
题 图 11.2 IEKE X, 
1 0 
X =—| 2 
1 V5 4 
同 理 可 得 
-6 4 
X=- 2 |, x=- 2 
65 5 3v5 5 
AEREA ER. 


一 般 对 于 Hermite 矩阵 ， 属 于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢 量 正 交 . 
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11.3 z 轴 的 5 的 本 征 态 ， 在 取 z 轴 上 的 各 种 投影 值 的 概率 


题 11.3 自 施 为 了 的 粒子 处 于 5 = 了 的 态 中 ， 求 自 施 在 z' 轴 上 的 投影 取 各 种 可 能 值 


的 概率 ， 已 知 z' 轴 和 原来 的 z 轴 的 夹 角 为 9 角 . 
解 ” 量 子 力学 中 微观 力学 量 的 平均 值 一 般 具 有 经 典 力 学 的 性 质 . 因此 处 于 8。 =+ 的 


自 旋 态 的 粒子 ,其 自 旋 矢 量 的 平均 显然 沿 z 轴 ， 其 数值 为 + 将 它 投影 到 z' 轴 , 可 得 自 族 
沿 z' 轴 的 平均 值 为 ($2)=+30080. 另 一 方面 由 概率 理论 及 考虑 到 自 旋 在 z' 轴 上 投影 只 能 
有 两 种 可 能 值 ， 因 此 有 


RPP, P ANAE MEARMER S- GR BAP, + 已 =1， 易 得 到 


P, = cos’ (3) P. = sin2 (9 
2 2 


11.4 科学 家 对 物理 学 所 作 的 贡献 


题 114 请 简要 指出 与 下 面 这 些 名 字 有 关 的 人 对 物理 学 所 做 的 贡献 (用 一 句 话 )， 如 果 
可 能 的 话 ， 请 写 出 适当 的 方程 式 . (1) Franck-Hertz; (2) Davisson-Germer; (3) Breit-Wigner; 
(4) Hartree-Fock; (5) Lee-Yang; (6) duLong-Petit; (7) Cockcroft-Walton; (8) Hahn-Strassmann; 
(9) Ramsauer-Townsend; (10) Thomas-Fermi. 

答 (1) Franck-Hertz 用 实验 验证 了 原子 的 能 级 是 分 立 的 ; 

(2) Davisson-Germer 在 实验 上 发 现 了 电子 的 衍射 现象 ; 

(3) Breit-Wigner 发 现 了 原子 核 物理 中 的 Breit-Wigner 散射 公式 ; 

(4) Hartree-Fock 发 展 了 一 套 自 洽 场 方法 ， 称 为 Hartree-Fock 自治 场 方法 ; 

(S) Lee-Yang 推翻 了 弱 作 用 中 宇 称 守 恒定 律 ; 

(6) duLong-Petit 发 现 了 在 高 温 下 固体 比 热 为 3R 的 规律 (摩尔 比热容 ); 

(7) Cockcroft-Walton 发 明了 静电 加 速 器 ; 

(8) Hahn-Strassmann 首先 发 现 了 原子 核 的 裂变 现象 ; 

(9) Rarnsauer-Townsend 首先 发 更 了 原子 的 共振 透射 现象 ; 

(10) Thomas-Fermi 提出 了 金属 结构 的 称 为 Thomas-Fermi 近似 的 统计 模型 . 


11.5 Galileo 变换 下 波 函 数 的 变换 规律 


88415 HR Galileo 变换 下 波 函数 的 变换 规律 . 
解 ” 先 考虑 一 个 自由 运动 粒子 的 波 函 数 在 Galileo 变换 下 的 变换 规律 ， 
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设 有 参考 系 上 和 上 ， 其 中 上 系 相对 大 系 以 速度 " 作 匀 速 运动 . 同一 个 自由 运动 粒子 在 
两 个 惯性 系 中 都 表示 为 平面 波 | 
y= AnP y'= peh PTEN (D) 
式 中 ，4 为 归 一 化 常数 ， 由 于 两 个 惯性 系 中 存在 关系 ，r'=r +v, 所 以 从 两 个 惯性 系 的 动 
量 和 能 量具 有 下 列 关系 
p=p' +m, E= (pim? Eiprt (2) 
2m 2 


将 式 (2) 代 入 式 (D 中 的 前 式 ， 有 


igr- [i ,pt 
w, (nt) = Aeñ esp jm (十 > 


二 多 (用 epf mv - (r! + 多 | (3) 


= Wy (r — wor jm T- Zm) 
式 (3) 是 平面 波 之 间 的 变换 关系 ， 由 于 任意 波 函 数 可 以 由 平面 波 线性 组 合 而 成 ， 故 有 普 
w(r.,t) =w'(r — ".Dem|+ [> T- Zm J 


11.6 几 个 物理 量 的 数量 级 估计 


题 116 对 于 下 列 各 量 给 出 一 个 数量 级 的 估计 . (如 果 你 知道 答案 ， 立 刻写 下 . 如 果 需 
要 计算 , 写 明 过 程 ) (1) 典型 核 中 一 个 核子 的 动能 . (2) 氨 原 子 的 Zeman 分 裂 与 基态 结合 能 
可 相 比 较 时 的 磁场 (以 Gauss 为 单位 ). (3) 对 质量 六 =1g ， 周期 T=1, 振幅 为 =lcm 的 经 典 


谐振 子 波 函 数 产 生 最 大 贡献 的 谐振 子 能 量 本 征 态 的 占有 数 n. (4) 超 精细 结构 分 裂 与 原子 氢 
ls 态 结合 能 的 比 . 将 结果 用 精细 结构 常数 a ， 电 子 质 量 m, 和 质子 质量 m, ER. 


2 
解 DT=, Apti p 
2m 


AxAp~ħ,  Ax~10 cm 
所 以 


(2) AE ~B, MARTHY Coulomb 结合 能 为 13.6eV . 


所 以 
~ — V Gs ~10°Gs 
9.273 x10% erg 


(3) 经 典 一 维 振子 能 量 为 
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2am 2 
z “2n erg 


E= (ex) = 
nho = 2r2erg 
2 
n= eng -= 3x107 
(4) 氢 原 子 基 态 的 超 精 细 结 构 能 移 为 
2,4 
AE ~ Ir (自然 单位 制 ) 


Coulomb 能 为 


2 
E, = x (自然 单位 制 ) 
所 以 


11.7 一 些 物理 概念 (1) 


题 11.7 D 如 果 二 不 随时 间 变 化 ， 那 么 对 于 Hamilton 量 可 以 说 些 什 么 ?(2) 叙述 散 
射 理论 中 的 光学 定理 . (3) 为 什么 在 第 一 级 Bom 近 似 时 光学 定理 不 被 满足 ? (4) 解释 为 何 质 
PPRA ENRE. (5) 当 一 粒子 在 一 弱 的 短程 吸引 势 上 散射 时 ， 相 移 的 符号 是 什么 ? 证 明 
你 的 答案 . 

解 (D 若 工 .不 随时 间 变 化 , 则 [五 , j=0. MERER PHRES o, tB BD H P z SH 


旋转 对 称 (但 鼠 可 显 含 8/89p ) 

(2) 光学 定理 为 

o, = Him f(0) 

式 中 Go 为 总 截面 ，f (0) 为 弹性 向 前 散射 的 散射 振幅 . 

(3) #— Born 近似 中 ， 当 V(r) 是 实数 时 (大 多 如 此 }， 给 出 的 了 (9) 是 实数 而 了 (9) 的 
虚 部 要 在 更 高 级 的 近似 中 才能 出 现 . 所 以 光学 定理 在 一 级 Born 近似 中 不 被 满足 . 

(4) 由 电 四 极 抢 的 定义 和 球 谐 函数 的 性 质 ， 我 们 可 知 自 旋 8 <1 的 粒子 不 可 能 具有 电 四 
BOE. 质子 自 旋 为 1/2 ARRA RAE. 

(5) 我 们 知道 

ó =- V(r) j? (kr)r?dr 


当 V <0 为 引力 时 ，6 >0. 
118 ”一 些 物理 概念 (2) 


题 11.8 简要 地 回答 下 列 问题 , 如 有 可 能 , 定量 说 明 给 出 你 的 理由 . (1) 一 中 性 原子 束 
通过 一 Stern-Gerlach 仪器 后 ， 可 观察 到 五 条 等 间隔 的 谱 线 . 试问 该 原子 的 总 角 动量 为 多 
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D? D 试问 处 于 ?po 态 的 原子 的 磁 抢 为 多 大 (忽略 核 影响 )? (3) 为 什么 稀有 气体 化 学 性 质 
不 活泼? (4) 以 erg/cms 作 单位 估计 房间 内 (气温 为 300K ) 黑 体 辐射 的 能 量 密度 . 假定 墙壁 
为 黑体 . (5) 在 氢气 放电 时 ,对 应 于 2 ?pia 一 12sip 和 2 ?pa > 1 ?8 跃迁 的 两 条 谱 线 都 被 观 
察 到 了 . 斌 估计 两 者 的 强度 之 比 . (6) 是 什么 原因 造成 了 在 氨 原 子 中 存在 着 两 赛 相 互 独立 的 


光谱 项 能 级 图 ， 即 单 态 和 三 重 态 体系 . 

解 (1) 总 角 动 量 为 了 的 中 性 原子 ( 非 极 化 ) 经 过 Stern-Gerlach 仪器 后 由 原来 的 一 束 分 
成 27+1 束 可 知 ，2J +1=5，J=2. 

(2) 对 于 处 于 "po 态 的 原子 ， 总 角 动 量 7 = 0 ， 故 其 磁 矩 也 为 零 ( 忽 略 了 核 影响 )， 

(3) 稀有 气体 分 子 是 由 那些 具有 满 壳 层 结构 的 原子 组 成 ， 这 些 原 子 很 难 失 去 或 获得 其 
他 电子 . 所 以 稀有 气体 在 化 学 性 质 上 不 活泼. 

(4) 由 黑体 辐射 公式 ， 能 量 密度 


u= r: 
e 


m. x5.7x10" x3001J/m2 


=— 527105 x300 10 3 
= x5.7x10° x x]05ergcm 
= 6x10 erg/cm’, 了 ~300K 


(5) 


z — = əƏ.- > >. = 


(6) 这 是 由 于 氨 原 子 中 两 个 电子 的 自 旋 ( 皆 为 112) 相 互 耦合 形成 总 自 旋 3 其 值 有 1( 三 重 
态 ) 和 0 ( 单 态 ) 由 于 爱 牙 迁 选择 规则 AS =0 限 制 ， 从 而 形成 了 单 态 和 三 重 态 两 套 相互 独立 
的 光谱 项 能 级 图 . 


11.9 W.K.B. 近似 条 件 及 电场 中 基态 能 量 的 减少 


题 11.9 (1) 对 于 一 维 时 间 无 关 Schr6dinger 方程 ,推导 W. K. B. 近似 的 适用 条 件 , 并 
证 明 这 个 近似 在 经 典 转折 点 附近 失效 . (2) 用 微 扰 论 解释 为 什么 处 于 外 电场 中 的 原子 基态 
能 量 总 是 减 小 . 
解 (1) Schrödinger 方程 为 
K CHN 
ETOT 


2m ` 


n: 


is(x)/h 


v(z)=e 


2 2 
9 +. l ds py (1) 


心 


第 1t 章 其 他 * 687 - 


,tea st- 

一 “0 i 1 i 2 

代入 式 (1) 得 
1 12 为 1 " 7 h 2 2 r. n a F 
mS + 了 UNO (si + 236s +s )+ =E V(x) 


为 了 能 逐 项 比较 . 我 们 要 求 


Isale |s? D 
Passl<| 字 | | (3) 

此 时 有 
=i =E-V(x) (4) 


f. L. 
2s051 + s, = 0 


2305 + s + s= 0 


式 (2) 和 式 (3) 就 是 有 效 性 条 件 . 由 式 (4) 可 得 


so (x) stf’ pour=t| Yam(E -V 


于 是 式 (2) 可 写成 
h 
Fa 2 <1 (5) 
hiie 或 He 
式 中 
=ð- 
p Vam(E-V(x)) 
在 转折 点 附近 V(x) ~ E, p — 0 , 式 (5) 不 可 能 成 立 . 因而 W.K.B. 方 法 不 能 应 用 到 经 典 转 
折 点 附近 . 
(2) 对 于 外 电场 中 的 原子 ， 微 扰 Hamilton 量 为 


H'= egz 
其 中 假设 外 电场 强 为 =， 沿 z 轴 ，z = 5 z 为 所 有 电子 的 z 坐标 之 和 . 
AE, = H: yll 
° o n0 É _ E, 
由 于 z 是 一 个 奇 算 子 ， 而 基态 宇 称 确 定 ， 所 以 
Hy =0 
mi Eo- E <0， 所 以 AE, < 0 RESER. 
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1110 球 对 称 吸引 势 场 中 S 态 的 W. K. B. 本 征 值 条 件 问题 


题 11.10 ”一 个 质量 为 m 的 粒子 以 零 角 动量 在 一 个 球 对称 吸 引 势 场 V(r) 中 运动 . (1) 
写 出 径 向 运动 的 微分 方程 ， 仔 细 定 义 径 向 波 函 数 ， 并 对 束缚 态 确定 它 的 边界 条 件 . 在 这 个 
势 中 的 S 态 的 W. K. B. 本 征 值 条 件 是 什么 (注意 在 一 维 W. K. B. 分 析 中 径 向 运动 0<r<o 
的 限制 ) ? (2) 对 Y(m=-Wexp(r/a) ， 用 W.K.B. 关 系 去 估计 内 的 最 小 值 ， 使 得 有 且 仅 有 

一 个 束缚 态 . 把 你 的 结果 与 指数 势 的 精确 结果 一 -3 me. =144 作 一 比较 
E (1) 粒子 的 波 溺 数 可 以 写 为 径 向 部 分 与 角 向 部 分 之 积 
w(r)= R(r)Y,, (0,9) 
其 中 径 向 波 函 数 R(r) 满足 方程 
Ë mir ivo R(r)= ER(r) I=0 
2m r? dr dr ; 
束缚 态 的 边界 条 件 为 崔 () 在 -> 0 时 趋 于 0， 在 r->om 时 ，R(r)->0. 
以 Xx(7)=R(r)/r 代 换 ， 则 得 出 一 维 方 程 
2 

-元 Ftv Er, O <r <ç 


Y( 门 一 汪 0 


于 是 ， 问 题 化 为 在 “ 半 ” 势 Y(r) 中 粒子 的 一 维 运 动 . 本 征 值 的 W.K.B. 条 件 为 (S 态 ) 
fava = (n+) n=0,1,2,--. 


(2) 以 Y(D= -Wexp(r19 代 入 (中 给 出 的 回路 积分 方程 ， 得 到 


alni, 

Í 加 Pml Etves -2)| — rL 
9 a 2 4 
Vn/ Vo exp -"|-rar=1[,. Ë]; 

0 |Ë a 2. 4 


下 面 来 估算 这 个 积分 . 
ER V DARA RK, m JE ERV (r) 中 有 且 仅 有 一 个 束缚 态 时 可 以 趋 于 0 , 


于 是 
Jr 加 三 Pi el -> )-1 ar = yam = T- Aai- -F 
Vo 


1 V. 
2a mv, | ° 


即 
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为 了 符合 题 中 要 求 ， 我 们 需要 


3 ñ Tah 
1l< _4 
2a.J2mV, 2a J2mV) 
满足 上 式 的 巧 最 小 值 为 
mva -9m 1 39 
h 64 
可 见 它 与 精确 解 很 相近 . 


11.11 热平衡 时 ， 处 于 分 子 某 振动 能 级 与 转动 能 级 的 概率 比 


题 11.11 ”建立 相关 的 方程 (其 中 所 有 未 知 参数 要 作 估 计 )，HC1 分 子 键 (弹性 系数 ) 约 为 
470N/m. 转动 惯量 为 2.3x10 kgm”. (1) 在 300K 时 , 分子 处 于 第 一 振动 激发 态 的 概率 是 


多 少 ? D 在 所 有 处 于 振动 基态 的 分 子 中 ， 处 于 转动 基态 的 分 子 数 同 处 于 转动 第 一 激发 态 


的 分 子 数 之 比 是 多 少 ? 
解 (D 
2 
已 1 2.2 
五 0 = 一 一 十 二 
0 2u pd 
em- 二 jia o= É 
u 
所 以 
e ho 
P= = 1- e = 
! 1+e +e2z 4 e (-e ) 一 kT 
式 中 
1⁄2 
1.054x10 3“ x a 470 z] 
_ ho _ 1.67x10 
X13,5 
kT 1.38x10 —” x 300 
所 以 
p =e 35 =1.37 x10% 
1 
2 H =—J° 
) ” 2I 
a 天 
E= JQ+) 了 =012… 
r TAA ) 
所 以 


NU=O eof | 
N(J =] p FIT) 3 


式 中 3 因子 是 考虑 到 7 = 1 的 转动 能 级 有 三 重 简 并 . 由 于 
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| x”) | | 

la gox 2 

MJ A 2340 012 
kT (138x10 x300) 


所 以 


11.12 双 原 子 分 子 的 电子 态 能 级 之 间 的 跃迁 


题 11.12 双 原 子 分 子 电子 基态 A 和 一 激发 态 B 的 势能 如 题 图 11.2 所 示 . 每 个 电子 态 
都 有 一 系列 的 振动 能 级 ， 它 们 用 量子 数 v 表达 . (1) BFAS A, B 的 
两 最 低 振 动能 级 差分 别 由 A, 和 4, 表示 . A E4 KEE At 
Z? (2) 一 些 分 子 最 初 在 电子 态 B 的 最 低 振动 能 级 通过 自发 收 迁 到 
电子 态 A. 在 这 些 牙 迁 中 ， 电 子 态 A 的 娜 些 振动 能 级 最 易 被 占据 ? 
解释 你 的 理由 . 

解 G) 因 


: t- 3V (x) 
题 图 11.2 ər? 


为 为 平衡 位 置 , 从 题 图 中 很 易 得 出 kX。 > kp 
we zh | 


Ar > 4 
(2) 由 于 电子 运动 速度 远 比 原子 核 的 振动 速度 大 ， 因 此 当 电 子 从 一 个 状态 跃迁 到 务 一 
个 状态 时 ,原子核 间距 离 r 几乎 不 发 生变 化 ， 所 以 电子 向 各 态 路 迁 的 概率 取决 于 电子 在 初 
态 波 的 分 布 概率 . 本 题 电 子 在 B 态 的 据 动 能 级 的 基态 . 电子 位 于 平衡 点 + = ns 的 概率 大 ， 
从 题 图 可 以 看 出 ， 电 子 态 A 的 v=5 的 振动 能 级 最 易 被 占据 . 


11.13 正 负电 子 偶 素 的 单 态 赛 变 成 两 个 光子 通过 检 偏 器 的 概率 问题 


题 1143 ” 正 负 电子 偶 素 的 单 态 误 变 成 两 个 光子 ， 他 们 的 偏振 方向 互相 垂直 . 如 题 图 
11.3 所 示 安 排 实验 ， 检 偏 器 位 于 光子 控 测 器 之 前 ， 每 个 检 偏 器 具有 确定 的 透 光 方向 ， 目 两 
个 检 和 偏 器 的 透 光 方向 互相 垂直 ， 而 偏振 方向 与 检 偏 器 透 光 方向 相 垂直 的 偏振 光 将 完全 被 该 
检 偏 器 所 吸收 ， 当 观察 了 许多 事件 后 ， 两 个 探测 器 均 有 记录 的 事件 数目 与 仅 有 一 个 探测 器 
有 记录 的 事件 数目 之 比 是 多 少 ? 

解 ” 设 电子 偶 素 静止 ， 则 衰变 的 两 个 光子 的 方向 完全 相反 . 从 而 可 知 ， 一 个 光子 到 达 
一 个 偏振 片 . 男 一 个 光子 一 定 到 达 另 一 个 偏振 片 . 再 设 探测 器 所 张 立 体 角 人 Q 较 小 ， 那么 到 
偏振 片 的 光 ， 其 方向 几乎 全 部 垂直 于 偏振 片 . 因此 ， 可 以 认为 光 的 偏振 方向 全 平行 于 偏振 
F. 


r=ro 


所 以 
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el 一 je 


T ene 
题 图 11.3 


从 题 设 条 件 容易 得 出 ， 两 偏振 光 的 偏振 方向 分 别 与 对 应 的 检 偏 器 的 透 光 方 向 之 间 的 夹 
角 是 相同 的 . 设 夹 角 为 9， 则 两 个 光子 能 够 通过 对 应 检 偏 器 的 概率 均 是 cos* 9. 于 是 , 仅 有 
一 个 探测 器 有 记录 的 概率 为 
B=nx 2x f” cos? 8- cos? 6)d6= 了 
2 40 4 


式 中 力 = 2 . 两 探测 器 均 有 记录 的 概率 为 
= z f% oos? cos? 040 = 3⁄1 
270 8 


11.14 对 点 光源 的 光子 探 察 器 的 计数 率 与 符合 计数 率 


题 11.14 一 点 光源 QO， 各 向 同性 地 向 空间 发 出 频率 为 及 w+Aw 的 相 于 光束 ， 每 一 
频率 的 发 射 功率 均 为 1(J/s) . 两 个 感光 面积 均 为 ?， 并 有 人 能 对 单个 光 ` 


子 作 出 反应 的 探测 器 A 和 B, 分 别 放 在 距离 点 源 O A aR be HAN, Ja 

如 题 图 11.4 所 示 , 在 以 下 的 计算 中 ， 假定，Aw/w <1， 且 此 实验 在 n ! 
空中 进行 ,(D 计 算 A, B 上 的 单个 光子 的 计数 率 (光子 /种 )( 表 示 成 时 O -l 

间 的 函数 ) 假定 时 间 尺 度 远大 于 1/w. (2) 如 果 现 将 A, B 发 出 的 脉冲 > 

输入 一 符合 线路 (分 辨 时 间 为 =) 问 符合 计数 率 的 时 间 平 均值 是 多 IS] 

少 ? 假定 r 习 YAw , 并 记 住 , 如 果 两 个 输入 脉冲 在 时 间 间 隔 * 内 到 达 ， CD 


解 D EAA, 光子 的 波 函 数 为 ( 略 去 Aw/wm 小 量 ) 


vald =G oas + catar | 


发 现 光 子 的 概率 为 (单位 时 间 ) 


P, =lw = laf Es zeosao( | 
c— 
= 2af Ë + ào [a] 
c-t 


=4a Ë cos? tofa) 
2 \c-t 


2. E + Jj 
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I/h, 
若 只 有 单个 频率 时 ， 己 =|a ， 那 么 此 时 单位 时 间 的 光子 计数 率 应 该 为 Ps 
A 
所 以 有 
中 = 一 全 一 
Anla ho 
-B oofa 
ho 2 (+) 
同 理 
-B ot 
h= hO 2 [J 
-4le P cos2 22 la 
=4|cz| cos > (£) 
(2) WP. nt 人 符合 线路 ， 符 合 线路 脉冲 输出 率 为 ( 取 时 间 平 均 ) 
P= lm “af P, (t) P, (t + x)dx 
= tim —_ “af lites A 1 )|fircosao(t-r-x) lax 
T> 2T c-t c 
Re ce stenonl 
= lim — | di4c .il+cos Aw || 2z+2rcosA@| 一 一 # 
T> 2T J -T c-t c 
其 中 已 令 
nm | el 


并 且 用 到 3r.Aw <<1， 从 而 有 


f cosao( l )w=2eesao[ J 

-T c—t—x c 
. ] ff 4 l, lg 

P= lim — | 4cll1+cosl — lAo || 1+cosAo| S-t | |2rdt 
7 一 2T t -T c-t c 


T 
= lim} di4c4.2r| 1+ cos A@ b _, +cos la Aw 
To»%2T J -7 c ĉ 


+ cos Ë _ i Javco( 2 一 | :Aw 
c c 


= lim .4c4 ael 27 + oosa ao 
2T 2 c 


T> 


所 以 


=8rc fi +—cos 
2 


Ps? | 1 Ao | 
=8r.—— rr 1+ 一 cos 一 一 ( -l 
16222 2 < (A =h) 


Aol, — = 
c 
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rl’s? 1 AO 
=— 2S it cos ee, -1 
| Sa >| 


11.15 近 经 典 体系 的 能 级 


题 11.15 一 个 带电 的 近 经 典 体系 由 于 辐射 失去 能 量 . 在 能 量 为 E 时 它 以 频率 v(E) 
=a(E/ Ey? 辕 射 (及 振动 )， 这 里 a、PB 和 为 正 的 常数 . 计算 体系 的 量子 能 级 En, n>1. 
解 对 于 n 渤 1，Bohr 对 应 原理 有 效 


dE 
hv =— =ha(E/E)? 
dn (EIE) 


ESdE = haE fdn 
由 此 得 
1 
E, = [hap +15} F 


11.16 做 圆周 运动 的 无 自 旋 带 电 粒 子 的 能 级 


题 11.16 “一 个 无 自 旋 粒 子 (质量 为 mm， 带电 为 9 被 束缚 在 一 半径 为 R 的 圆周 上 运动 
对 以 下 每 种 情况 ( 题 图 11.6) 分 别 求 其 允许 的 能 级 (可 以 有 一 个 公共 的 附加 常数 ). (1) 粒子 的 
运动 是 非 相 对 论 的 ; (2) 在 与 贺 面 垂直 的 方向 上 有 一 均匀 的 磁场 B; (3) 同样 的 磁道 穿 过 圆 
i, 但 是 它 现在 被 包 在 一 半径 为 b(b>R) 的 螺 线 管 中 ; (4) 在 圆 面 内 有 一 极 强 的 电场 存在 
(a|F|> /(mR2)); (5) 没有 及 ,但 粒子 的 运动 是 极端 相对 论 的 ; (6) 贺 现 在 被 一 等 周 


长 但 只 有 一 半 面 积 的 椭圆 所 代替. 
< AQ 
Š ,⁄ x 'N 
(a) (t) (c) (d) 
题 图 11.6 


2 2 2 
解 (D 此 时 Hamilton 量 为 及 = 好 -= 了 .0 由 本 征 方程 可 解 出 本 征 态 为 


2m 2MR? 202 


v (0) vV2r ° 
相应 的 能 量 本 征 值 为 


(2) 此 时 的 Hamilton 量 为 
_ Í _ q _1 . 
H= ( 2a), A=7B (A 
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本 征 方程 为 


2 
1{ ..1 0 ql 

{in}. _2.1BR| = Ey(O 
tfai -1 J ve vo) 


其 解 为 y(0) =c .为 使 wy(0)=y(0+2x)， 要 求 x=0，+],+2,…. 代 入 方程 得 


(3) AARAA 的 情形 相同 ， 所 以 能 级 不 变 . 
(4) Hamilton 量 为 


H =-—.—. +(-qFRcos8) 


ABH FIRK, 粒子 处 在 9~ 0? 附近 的 概率 大 ， 因 此 可 以 把 cos2 展开 
cos0=1-2@? +O(04) 


合 去 0 (69) 项 ,得 到 如 下 的 五 量 


这 是 一 个 我 们 所 熟知 的 谐振 子 的 Hamilton 函数 . 如 果 我 们 作 如 下 规定 
M=mR°, Ma:=gFR 


得 


2 n 
H+gFR=- .4 + 工 Mo2g2 
2M d@° 2 
因而 有 
E, +qFR= (riho 
1 
E, -fr +7 jo -gp 
式 中 
o- [ER [R |F 
M mR? mR 
因而 


__ 1), aF 

E, = arr (n+ Ja 

(5) 由 于 动量 很 大 ， 可 用 W.K. B. 近似 ， 或 者 由 量子 化 条 件 
p ` 2xR = nh, p=ni/R 


则 极端 相对 论 情况 
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E=pc=nh/R.c, n=0,1,2,.… 
(6) 我 们 还 是 利用 量子 化 条 件 
p:2xR=nh, p=nh/R 
所 以 E= pc = nh/R.c ， 与 (5) 同 样 . 


11.17 粒子 被 嘱 格 散射 的 非 相 消散 射 条 件 


题 11.17 考虑 一 个 粒子 被 由 基 矢 a. b. c 组 成 的 规则 蝇 格 散射 ， 它 与 晶 格 的 相互 作 
用 表示 为 
Y=2Y 小 - 吊 
其 中 VY( 人 -中 是 每 个 原子 的 势 , 它 对 于 这 个 原子 的 格 点 是 球 对 称 的 . 利用 Born 近似 证 明 非 
相 消 散射 的 条 件 是 Bragg 定律 被 满足 . 
证 明 Born 近似 给 出 
f(0)=-— 


ik-ko}r' 


Efe Vr -r Dar 


2 
Anh G 


m ik- f Ekor a ， 
= -— 7, J fe Vir |dr 
Arh? 7 


由 此 ， 我 们 只 需 考虑 求 和 项 
a kho), 
> 
由 于 求 和 遍及 所 有 格 点 ， 要 使 它 不 为 零 ， 仅 有 
r; (k-ko) =277 


才 行 . 于 是 ， 非 相 消散 射 的 条 件 为 
r,- (k-ko) =27n ; 对 一 切 格 矢 T; 


由 此 得 . 
a-(k-k,)=27h 
b- (k-k,)= 21l, 
c: (k-k) = 27l 
这 就 是 Bragg 定律 . 


11.18 在 变 分 法 中 用 线性 组 合 波 函 数 作为 试探 波 函 数 求 基态 波 函数 等 问题 
题 11.18 XR Hamilton Æ H 的 近似 本 征 函 数 ， 我 们 可 在 变 分 法 中 用 具有 形式 
y= Lah RIRAN, AFA EAER, m 是 可 变 参 数 . 证 明 能 得 到 n MAy E. 


HER s, =(w.|H|v.)/(w,|w.) , HEF H 为 Hamilton 量 . 我 们 将 这 些 能 量 排 起 来 ， 使 得 
61 <e, <6. 从 Hamilton 量 的 Hermite 性 证 明 ， KAA P SATER 
(v.|va)= 5. (Wa| 吾 [wp)= Endas. BEERA MACS n 正 交 ) 的 一 个 线性 组 合 
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构成 H 的 精确 的 基态 ， 使 其 对 应 的 本 征 值 为 E,.. 根据 这 一 事实 ， 证明 ez > E,, RE E, j 


第 一 激发 态 的 精确 能 量 . 
A (n) 是 一 组 线性 无 关 的 函数 ， 不 妨 假定 (由 以 ) = 3 (至 多 作 一 次 相应 于 Schmidt 


正 交 化 步骤 的 线性 变换 即 可 ). 于 是 


-Vll j = x Ax; = x+ Àx 


(v | v) > a;a, j 


RP=, A =(é|H|é)= 其， 庶 *x 之 间 满 约束 a =1. 
Zle] 
由 于 的 Hermite 性 ， 作 适当 的 旋转 变换 X= PY ， 可 要 求人 = p+ Áp = P Âp RNA 
阵 ， 且 对 角 元 满足 4i< A, < As... FÆ 
B XA 
AP yE 
> 
根据 变 分 原理 ， 得 i 
oola-o Eb |=ə (Eo +a] 
式 中 有 2,( 入 -0)|yi|5]y:|=0， eË Lagrange ÆT. 于 是 
| (A, —a)|y|=0, i=12,,n 


或 者 & = 和 ， 或 者 = 0. 故 变 分 方程 的 n 组 解 为 


a = A, ye = =ó = =ó, i=1,2,--..n 


即 我 们 得 到 个 解 we， 其 中 第 a 个 解 yt) = 6° 具有 能 量 


(Pa |H iwa} 
GATA 之 有 
Ha <e,<a <... 从 我 们 所 选 的 y = 如 [ZXGD)] ， 看 出 


wp)= Xaa = > ul b> pP 

- > 2 oF >k oF Dy (8) [Zk las 

VA ol ao ya P - > ee Zf > x e> 4 x A 
4 y 


wj? 


y. 


(a) 
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= Zle” Í Zh” É > ya y A 
- Z E| le i aa 
PEA, MY, =v Ë y ey ， 便 有 


VADE op， (Wa |H |Y) = =ó, 
设 忌 的 基态 波 函 数 和 第 一 激发 态 波 函 数 为 别 和 角 ， 它 们 的 精确 能 量 分 别 为 Bl 和 E, 
根据 题 设 ,一 定 有 数 j4 入 存在 ,使 得 
=F tn aP +f =1 
F, h AMA 正 交 可 知 必 有 
B= -H P, 

于 是 

E =s [af +ezjeef 

E, =ë, jaf + ezla =(e, -el +ë, <e, 


11.19 用 变 分 法 求 基态 能 量 


题 11.19 求 出 尝试 波 函 数 
pA, 4 是 归 一 化 常数 
式 中 的 参数 4 之 值 ， 它 可 以 给 出 单 粒子 Hamilton 量 
2 


的 基态 能 量 的 最 好 近似 ,下 列 积分 可 能 有 用 


° -ar | ° Zama ijn ° Ana _3 |= 
pere Deret fe 
Í _ $ G0)dx = [Í _ Ae d = A? = =1 


[| soupa 


ee 
2m 


=4? F ez: 2 -ri| e?it dx 
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4 1 2 
É Efan. NET -4 carme 


4 
-Ea EEA 
[fga 2| m 844 
RETIE, H (H)=0, 可 得 
46 = 3bm 
4 
代 人 上 式 ， 得 


4 b : 
(m= G J 
也 可 以 根据 不 等 式 3(a+b+o) > (abc ,可 得 
(Hy=1 KR É 3b >35 ht aY 
2| 2m 2m 84) 2l 4m 8 
故 基态 能 量 在 此 尝试 波 函数 下 的 最 好 近似 为 
1 1 
3( 335 bh* 38 
aala (ae) 
11.20 用 量 岗 分 析 推 导 能 量 本 征 值 与 参数 的 关系 ， 用 变 分 法 求 基态 能 量 


题 11.20 考虑 势 V=g bl 的 能 级 . (D) 用 量 纲 分 析 , 推导 一 般 本 征 值 与 参数 的 关系 (m = 
EE, h, 9) (2) 用 简单 的 尝试 函数 


y = c0(x + a)@(a— "Í: -是 


计算 基态 能 量 的 变 分 估计 (这 里 c，a 是 变数 ， 当 x<0，9(x*)=0; 当 x>0, 060G)=1). 
` (3) 为 什么 w= cl(xz+a)(e 一 如 不 是 一 个 好 的 尝试 函数 ? (4) 简 述 (不 是 方程 ) 你 将 如 何 得 到 
第 一 激发 态 能 量 的 变 分 估计 . 

解 (1) Schrödinger 方程 为 


L: 3? 
É: mir. Zrshyo-= Ey(x) 
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2 
| Ë + =e ~ stb ve =0 
因为 


所 以 


式 中 ftn) 为 正 整数 的 某 一 函数 . 
(2) 先 尝试 对 波 函 数 归 一 化 


2 
i= f'awa] f l -ol! B) dx 
7 a 


=J f“ fi- -a 22 2 


所 以 
让 = 元 
然后 求 Hamilton # H -二 S Eeh 的 平均 值 
z; * ° , d? ° , 
H = fv Hya- |” y G) rye +a |” y sjy adx 
但 是 


FÉ u G)|x|w()dx = le? l-t a(i + zy dx+ Jr: _ B J 


+c0(x + a)0(x — 如 H h 


[ros L yoi- rožo- - (Lfe 
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Le- Tee 


所 以 


1 

(=y 
a =| 一 一 
am 


z w en} ti Ki; J 
H-2 + 之 | -一 
2m (122 4\ gm 4 2m 
(3) 若 取 y= cO(x + a)@(a 一 x) , 则 重复 上 述 计 算 程 序 9 
re e" wdx = a?ce2 


显然 没有 极点 ， 故 所 选 波 函 数 不 好 . 
(4) 选择 第 一 激发 态 的 尝试 波 函 数 ， 要 求 它 与 基态 尝试 波 函 数 正 交 ， 然 后 用 与 求 基态 
能 量变 分 估计 相同 的 方法 ， 求 出 第 一 激发 态 能 量 的 变 分 估计 . 


11.21 用 变 分 法 求 介子 的 基态 能 量 

题 11.21( 用 非 相对 论 方法 解 此 问题 ) 多 数 介子 可 由 压 克 - 反 专 克 束缚 态 (8 5 HER. 考 
虑 由 S 态 的 ( 95 ) 对 构成 介子 的 情形 . 设 m, BERRE. 假定 束缚 8 和 的 势 可 写成 
v -24 Br , A<0, B>0. 请 用 4, B, m 和 广 对 这 个 体系 的 基态 能 量 给 出 一 个 合理 的 近似 . 遗 


憾 的 是 对 于 一 类 适合 于 该 题解 的 尝试 函数 , 需要 解 一 个 三 次 方程 , 假如 这 件 事 被 你 遇 上 了 , 
不 必 花 费 你 有 限 的 时 间 去 解 三 次 方程 ， 你 可 以 用 4=0 的 情况 (这 并 不 减少 得 分 ) 完 成 你 的 解 . 
请 把 最 后 答案 写成 一 个 数值 常数 乘 以 8、ms 和 声 的 一 个 函数 . 

解法 一 ” 取 尝 试 波 函 数 为 氨 原 子 式 基态 波 函 数 
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wG)=e 
H=(ylHiy)/(y Iy) 
° R 1 8 28 - ° - 
_ 2. ra t s. r? ria 2 -2ria 
= sre | > z F Pa —+Ar + A drr’e 
3Ba É 1 A 
三 -一 一 十 一 一 一 -十 一 
2 2⁄⁄ a a 
AE. 
2 
3p ËL 4 -0 
2 Ha a 
即 
2 
3 Ba- Aa Ë =0 
2 H 
取 4=0 可 解 得 
2} J 
g 3Bu 
代 人 式 (1 可 得 基态 能 量 


注 RO h u= 邯 为 晤 体系 的 约 化 质量 . 


解法 二 ”此 题 基 态 能 量 也 可 用 不 确定 性 关系 求 得 ， 准 确 到 相差 一 个 常 系数 


2 
H= +A+Br 
2u r 


由 于 px>20， z 类 似 )， 对 基态 无 妨 假定 


„Ê 
Px 2 
于 是 
£, E ñ 
= >+ y+——+—+Br 
Sux” Buy” Buz? r 
3H ; 
求 极 值 一 =0， 得 
Ox 


—2 Ax Bx 


一 一 一 十 一 一 
442 P r 


由 x, y, 对 称 可 知 ， 达 极 值 时 x= ?= z ， 即 上 = V3x , 于 是 可 得 方程 


=0 


“701 - 


(1) 


(2) 
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K'ar ana 
令 A4=0, 可 得 


IRA H pig 
1 1 1 
H = n s P. J -23 A'B? j -390 J 
8ux 4 u 2 m m, 
11.22 以 氨 原 子 波 函 数 为 尝试 波 函 数 ， 用 变 分 法 求 WP= -8211a2 时 的 基态 能 量 
LR 


W 11.22 ”一 个 粒子 在 吸引 势 Y() = g? P 中 运动 . 运用 变 分 原理 求 出 其 S 态 最 低 
能 量 的 一 个 上 限 . 用 类 氢 原 子 波 函 数 作为 你 的 试探 波 函 数 . 


3 172 
解 ” 取 试探 波 函 数 为 w(r)= E) et (此 波 函 数 为 $ 态 ， 且 已 归 一 ) 对 于 S 态 


Bo) = [y uvaz],., 


2 
sf- 2 rtv var 
Or 


py” 各 G ə 2J py”? 

> —kr/2 2 一 8 -Ir/2 2 

= 一 | ë 一 :一 | 六 一 |+ -4nr“d 

| (E) l 2mr2 2 人 B |) ° nr ar 
1 


_ w ozn) 起 28) g | en 
= 一 '4T o drre “m 2 or r ar T 3T e 


3 2 242 
-和 “gre -g?r + h 站 k h r? 
2m 8m 
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、 1 3Vrg2yzz _ 
DEH k? 2 BJ, H WR Jë. 此 时 
= _ _ 277 gm 
s 12805 
XH E <Ñ , ， 所 以 此 粒子 s 态 最 低能 量 的 上 限 为 
_ 272 gm 
128} 


11.23 求 自 旋 为 1 的 粒子 的 极 化 矢量 各 密度 矩阵 


题 11.23 ”由 下 列 3 个 纯 自 旋 态 不 相干 混合 成 的 自 旋 为 1 的 粒子 体系 ， 每 个 态 都 是 等 
HRK, METE, y, y 态 的 概率 均 为 5 


l 
y® =|0|， 
0 


(D 对 于 这 3 个 纯 态 分 别 计算 极 化 矢量 P. Q) 对 上 述 混合 态 求 其 单个 粒子 的 极 化 矢量 P. 
(3) 计算 这 个 体系 的 密度 矩阵 p， 并 验证 Tro=1. (4) 用 p 求 极 化 矢量 P 并 验证 (2). 
提示 对 于 7=1 


1 0 1 0 1 0 -i 0 
J.=—I|1 0 1 J,=—|i 0 -i 
x > y H 

2 1 0 2 0 i. 0 


解 (1) 利用 公式 


0 
1 


万 


1 0 
2 一 -一 | 1 
y B N 


+ 


1 0 0 
=|0 0 0 
0 0 


-1 


pü) = (2 H| wo) 


可 得 
0 1 oyi 
P® = L (1,0,0) 1 0 1J0|=0 
v2 0 1 0 人 0 
1 0 -i oyi 
pQ) =—=(1,0,0)] i 0 -ill0l=0 
v2 0 i ojo 
10 OYi 
P® =(1,0,0)|0 0 o |o|=1 
0 0 -1I 人 0 
所 以 
P ® = (0,0,D 


同 理 可 算得 
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1 1 
pa (Loi) 
2 2 


p ® =(0,0,-1) 
(2) 对 于 混合 态 ， 非 相干 相 加 ， 故 
1 1 
P= a(P® +P®+PO)= a(V2,0,-1) 
(3) 取 正 交 归 一 基 为 


则 
pej pejl pe 
可 一 般 记 成 |yo)= D cla) =123; X a = 二 ,根据 密度 矩阵 定义 p =2oojyo)(ye|， 
N=1 
知 
pm = DCC = Lore, 


也 即 


° 
° 


人 je 


(4) P=(7)=Tr(p7). 


与 (2) 完 全 一 致 
11.24 所 核电 离 后 的 波 函 数 及 自 旋 的 相关 性 


题 11.24 和 氛 核 是 中 子 和 质子 的 一 个 束缚 态 ， 这 时 两 个 核子 的 自 旋 斐 合 的 总 角 动 量 为 
S=1. 吸收 一 个 能 量 高 于 2.2MeV 的 y 光子 , 气 核 就 可 分 解 为 一 个 自由 中 子 和 一 个 自由 质子 . 
(1) 用 平面 波及 了 个 核子 的 合适 的 自 旋 坐 标 写 出 反应 Y+ D ntp 的 末 态 波 函 数 . 假定 与 / 
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光子 的 相互 作用 为 电 偶 极 矩 耦合 . (2) 假设 在 气 核 分 解 后 ， 在 相互 距离 很 远 处 探测 中 子 和 质 
F. 在 质心 系 中 观察 , 求 出 对 时 间 、 空 间 以 及 自 旋 的 关联 . 假定 靶 中 和 气 核 为 非 极 化 的 . ( 自 旋 
关联 的 定义 为 : 如 果 质 子 的 自 旋 测 出 为 “向 上 ”， 那 么 相应 的 中 子 的 自 旋 被 探测 到 为 “向 
上 ”的 概率 为 多 大 ? ) 

解 (1) BEREBER PFRI -1, WO, p) 波 函数 为 y(n,p) ~ WOT) p) , 
对 Y= 和 人 各 交换 核子 后 U(PmD=(CDym ;对 YY= 如 交换 核子 后 变 为 
w(P,m) = (D *'y(n, p) .Fermi 子 系统 要 求 交换 反对 称 ， 前 者 1=1,3,… ,后 者 1 =0,2,4,…， 
相应 的 他称 分 别 为 -1 和 +1. 考虑 字 称 守恒 , 叭 有 万 从 即 自 旋 三 态 可 能 . $=1, 上 =1,3,… 可 
得 7 =0,1,2,…, 可 以 满足 电 偶 极 耦合 Al =0 或 1 的 要 求 . 因 和 气 核 非 极 化 ，qi1，xio 和 加-1 所 
取 概 率 相等 . 故 用 平面 波及 自 旋 波 将 (n, DARA 


i(k -r, np Tp) . e (On +Q t) . 


w(n,p) — e' 


(2) 时 间 和 空间 关联 分 别 意味 着 能 量 和 动量 守恒 . 故 在 质心 系 中 , 如 果 测 得 质子 能 量 为 
Ep, MPFR KRW E, =E. - E, ; 如 果 测 得 质子 动量 为 P， 则 中 子 动量 将 为 -P. 


为 求 质子 “向 上 ” 自 旋 时 ， 中 子 自 旋 “ 向 上 ”的 概率 ,将 自 旋 波 函 数 部 分 重新 写 为 
x(n, p)= Fl tot na) 


= a+ gro ew 4 gpm) 
可 见 ， 取 cx) 时 , 半 取 cx (四 的 概率 为 


3 (Zu + Zio tA) 


11.25 求 两 个 全 同 粒 子 的 配 分 函数 和 能 量 


题 11.25 (1) 设 有 一 个 由 两 个 全 同 粒子 组 成 的 系统 , 粒子 可 以 占据 下 面 三 个 能 级 中 的 

任意 一 个 
En FNE, n =0,1,2 ' 

最 低能 级 so = 0 为 二 重 简 并 . 系统 在 温度 了 下 处 于 热平衡 . 对 下 面 每 种 情形 , 仔细 数 清 组 态 
的 数目 ,给 出 配 分 函数 和 能 量 : 粒子 服从 Femi 统计 ; @ 和 粒子 服从 Bose 统计 ; ORFI 
从 Boltzmann 统计 (这 时 粒子 是 可 以 区 分 的 ). (2) 讨论 在 什么 条 件 下 Fermi 子 和 Bose 子 可 以 
当 作 忆 (3) = (0,0, D 粒子 处 理 . 

解 (D 记 s =0 的 两 个 态 为 4、B8，s, 28 的 态 为 1，2. 把 系统 的 组 态 用 两 个 粒子 分 别 对 
所 处 状态 的 集合 进行 标记 ,在 Femi 子 的 情况 下 , 两 个 粒子 的 系统 可 能 处 于 下 列 六 种 组 态 之 一 

(A, B) (A, 1) (B, 1) (A, 2) (B, 2) (1, 2) 
能 量 0 £ € 2e 2e 3e 
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配 分 画 数 
Z=1+2e te” + e 

平均 能 量 

FE=(2ge* +4ge 22 +3ee™)IZ 
在 Bose 子 情况 还 要 加 上 |) O » 

(A,A) (B, B) (1D) @, 
能 量 0 0 2a 4a 

所 以 


Z=3+2e 2 +3e E + e 3 十 ee 
L (se~ +6ze 2 +3g8e 3 + Age 5) 

在 Boltzmann 粒子 情况 下 ， 粒 子 可 以 区 分 ， 还 要 计 及 (B, 4)、(]1,4)、(1， B), (2, A). @, 
B). 2, DES 


£= 


Z=4+4e 45e L 2e 3 + 


£= zs +10ze 2 +6ee 32 +4ee y 


D 当 粒 子 数 远 远 小 于 能 级 数 且 时 ， 交 换 效应 可 忽略 ，Fermi 子 和 Bose 子 就 可 以 当 作 
Boltzmann 粒子 处 理 . 


11.26 这 界面 附近 的 一 个 自由 电子 的 扩散 问题 


题 11.26 设 有 处 于 边界 面 附 近 的 一 个 自由 电子 . (1) 如 果 办 ( 妇 是 电子 的 本 征 函数 , 证 
明 


u(x,t) = 2 h (0) op (| 


是 某 个 扩散 方程 的 解 . 确定 相应 的 扩散 系数 . (2) 由 扩散 理论 的 知识 ， 你 预料 距 原 点 为 ! 的 
边界 的 存在 会 怎样 影响 x(0,1) (电子 会 立刻 还 是 经 过 一 段 时 间 才 感觉 到 边界 的 存在 )? (3) 考 
察 (]) 中 给 出 的 nu(0,z) 作为 的 求 和 式 ， 在 电子 感到 边界 的 存在 时 ， 哪 个 范围 内 的 z, 对 
u(0,7) 贡献 较 明显 ? 

解 (D 办 CO 满足 自由 粒子 的 Schrödinger 方程 


-a 
2m 
所 以 
V2u(x, = Da AO- " ar) 


Čuo, t)= -ae A Oe- " r) 
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所 以 u(x, 满足 扩散 方程 
5 x = L Vaux,t) 
ot 2m 


扩散 系数 为 
(2) u(x,0) = ó(X), t > 0 时 电子 的 函数 u 开始 向 两 侧 扩散 ， 电 子 要 过 一 段 时 间 后 才 会 感 


到 边界 的 存在 . 
(3) 设 边界 面 为 x<=1， 扩 散 方程 的 解 为 


u(x,t) = cox -总 +z? eofn J -opl -20 _ 2 


没有 边界 面 存在 时 ， 方 括号 里 只 有 第 一 项 ， 当 2 (0-2) ~1 时 ， 电 子 明显 地 感到 边 
界 的 存在 


2ml? 
i — — 
h 


只 有 全 <1 的 那些 6 才 有 明显 贡献 ， 即 


11.27 由 “混合 偶 极 子 ” 的 场 角 动 量 量子 化 导出 Dirac 量子 化 条 件 


题 11.27 ”通过 假定 存在 一 荷 强度 为 8 的 磁 单 极 而 将 Maxwell 方程 对 称 化 , Dirac 导出 
了 一 个 量子 化 条 件 


cn, ”nn 为 整数 
hc 


AF, e 为 电子 电荷 ，8 为 磁 荷 . 按照 Bohr-Sommerfeld 量子 化 步 又 ,通过 将 “混合 侦 极 子 ” 
系统 的 场 角 动 量 量子 化 的 方法 , 半 经 典 地 导出 类 似 的 量子 化 条 


件 . 
提示 ”该 场 的 角 动量 Poynting 矢量 有 何 关 系 ? 
解 ” 如 题 图 11.27 所 示 混合 偶 极 子 系统 的 全 空间 电磁 场 分 _ _ _ ol 
布 为 
x— x+ 
E=e 2, ; B=g 2. 
r r ` 
x-7 r+ 题 图 11.27 
取 柱 坐标 
F =a, 


x = pcosĝe, + psin ĝe, + ze, 


电磁 角 动 量 为 


. 708 . E FIF 


Lon =--> [a may 


而 
r 
x—— |x(x+r/2) 
2 xr 
ExB=eg š 3 = 68 3 3 
r-l Jet x l +". 
2 2 2 
利用 
xx(xxr)=(x-r)x-x°r 
2x 2r 
f cos0d0 = f sinbdg=0 
0 0 
得 


P 
aeg 


a 
m Zne of” ef, dora +z ry -4a z P” 


--o(% sj” af, Ks? +Ë s -4P P’? 


式 中 s= pla,t=zla. 


应 用 
+o po sds 
Ë a: Í 0 K8? +P + D? — 4212 =l 

得 

Lom =“ ¿ 

c 
量子 化 条 件 为 
Eml =nh=-, n=0, +), 2, … 

c 

所 以 


< n, n=0, +1, 士 2,，…， 
hc 


11.28 金属 中 的 热电 子 发 射 


题 11.28 作为 一 种 粗糙 的 图 像 ， 把 金属 看 成 由 关 在 阱 深 为 W 的 势 阱 中 的 自由 电子 组 
成 的 体系 ( 题 图 11.28)， 由 于 热 激发 ,具有 足够 高 能 量 的 电子 将 逃 出 势 阱 ， 求 发 射电 流 密度 


并 加 以 讨论 . 
一 一 电流 密度 解 ”金属 中 的 电子 气 服从 Fem 离开 单位 表面 的 电子 


数 为 
vo 1f I Vy 
Í Ja a P EDE) E Vo Y, > J2mVo 


题 图 11.28 式 中 2 是 电子 自 旋 引 起 的 简 并 度 ，v. 方 向 向 上 
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hL = =Í mW É af”, B =n un m u| frh 


PP] ——— 
me el, "EE 


4xkT 


1 > 
= -| — pP- kT 
k p | [ P; 4)f | 


AnkT r° P? 
= PaP 一 一 一 kT 
h Í z a- É JA | 


Á AT. mT -e77 


_ 4nmk? T? 一 -AD 
而 电流 密度 


. . 4nmek?T? -uyr 
¿L =-ej, =- 3 e 《一 AD) 


2 
其 中 利用 了 好 < 2mV, -u. 在 常温 下 , u~ A = Gen) ,1 为 电子 数 密度 . V. 一 
即 通常 所 说 的 功 函 数 . 这 一 热电 子 发 射 效 应 称 为 Richardson 效应 . 
11.29 中 微 子 振荡 与 测量 


题 11.29 通常 认为 至 少 存在 三 种 不 同 的 中 微 子 ， 可 以 通过 产生 或 吸收 中 微 子 的 反应 
将 它们 区 分 开 来 . 我 们 称 这 三 种 中 微 子 为 v,, ww 和 . 已 经 认识 到 每 种 中 微 子 有 一 很 小 但 
又 确定 的 质量 ， 且 互 不 相同 . 在 本 题 中 ,让 我 们 假设 在 这 三 种 中 微 子 之 间 存 在 一 微 扰 作用 ， 
除 此 之 外 ， 它 们 具有 相同 的 静 质量 Mo 在 每 两 种 中 微 子 之 间 的 微 扰 矩阵 元 有 相同 的 实数 值 
hw ,而 在 每 个 v。 、v 和 v, 态 中 微 扰 的 期 望 值 为 0.(1) 在 0 时 刻 静止 地 产生 了 一 个 只 中 微 
子 ， 问 作为 时 间 的 函数 ， 这 个 中 微 子 在 另外 两 个 态 的 概率 为 多 大 ? (2) 设计 了 一 个 实验 来 
探测 这 种 “中 微 子 振荡 ”. 中 微 子 的 飞行 距离 为 2000m, 它们 的 能 量 为 100GeV. 如 果 有 1% 
的 他 种 中 微 子 存在 ， 则 在 实验 灵敏 度 范围 内 肯定 可 测 出 . W Mo 为 206V， 问 能 被 测量 出 的 
最 小 hw 值 为 多 少 ? 它 如 何 依赖 于 Mo? 

解 (1) 在 |v。)、|]v) 和 |v,) 构成 的 表象 中 ， 系 统 的 Hamilton 量 的 矩阵 为 
M, ha ho, 
ho, Mo ho, 
ho, hw M, 


于 是 概率 幅 满 足下 列 方程 组 
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S AOE 


å Mo ho, khafa 
iha, |= ħa M, ho | a, 
á, ho, ña, M, ).as 


初始 条 件 为 
a(0)=1, a.(0)=as(0)=0 
由 此 可 解 出 
_ iMamf 2 im l mme) 

a @)=e Ë e + 3 e 

a, (0) = 3 eMart (em _ ew) 

a(t) 一 Semen (e =e") 
从 而 


P(v,) = |a; (pP = Za —cos3ə,t) 
P(v,) =|as (Ë = Za —cos3a,t) 
D 时 间 间 隔 为 (注意 : 应 在 v. PERPER) 
T= = c=1 


要 使 P(v,) = 1%， 必 须 有 
sa —cos3o T) = 0.01 


cos36,T = 0.955 
Fc SB) an 值 为 
_ arccos0.955 ` 0.30] 
A 3T 3T 
所 以 
0.301 hEc 
hw = 一 一 一 


=0.1 一 -=7.88x1024J = 0.0SeV 
3T Mol 


1130 用 近似 法 求 周期 势 中 电子 的 能 级 及 能 带宽 度 
题 11.30 ”作为 良好 的 近似 , 唱 格 中 电子 经 受 一 个 周期 势 场 作用 ( 题 图 11.30). Floque 定 
理 也 是 物理 事实 ,指出 任意 周期 势 场 中 的 能 谱 分 离 成 带 
N NZ 有 “能 孙 ” 的 连续 的 能 带 . 为 了 构造 一 个 关于 这 种 效应 
的 很 粗略 的 模型 (对 最 低能 带 )， 设 想 “ 栅 栏 ” 非 常 高， 


题 图 11.30 以 致 于 “基态 ” 集 |)(-w%<n<+%) 是 近似 的 本 征 态 ， 
这 里 |) 为 第 n 个 阱 中 的 基态 . 记 每 个 | 由 y 的 能 量 为 西 ， 设 两 个 相 邻 势 阱 之 间 的 穿 透 振幅 为 
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E= 人 ee ( 即 | 了 直人 |m+1y 的 概率 为 | 中 ，s 很 小 ). 建立 一 个 Hermite 的 Hamilton 量 
表示 上 述 假设 ， 并 计算 态 
人 = 2, e" |n) 


HR=—o 


的 能 量 ， 其 能 带宽 度 为 多 大 ? 
解 可 以 用 矩阵 来 表示 所 需要 的 Hamilton 量 R. 这 里 取 基 底 为 | 办 设 


H| -8 )|n)+ Eyejn+1)+ E, |n—1) 


则 
(m|R|n) = fv" (x-ma)Hy(x-najdx=(m||[ E&A -e-6°)|n)+ Eeln+l)+ Boe’|n-D)| 


=Spn Eol- E-E") + Snnt Eo +ó, 18 E, 
其 中 利用 了 只 有 相 邻 势 阱 才 有 相互 透射 的 假定 ， 且 上 略 去 上 的 项 ， 并 认为 向 右 为 |sje* ， 向 
EA le”. i HEEN 
Ell-e-e) eE, 


alla ， 0 
eb Ed-e-e) “¿E 


H = (3| eb El(ll-e-e) 


J Bye 
HIO)= 已 之 een-ee’)+ È Bo. {eļn+1)+ e" |n-1)} 
= E (-2|e|coso)|0) + E, > CET aa elln) 


=E[1-2|elcosa + 2je|cos(8 - o) ||@) 
于 是 |9) 的 本 征 值 即 能 最为 


0. (0 
E; = ÉE, ii ~2|sl(cosa —cos(0 — a))] =E h _ aksi Ë 一 s). 


由 这 两 个 表达 式 可 知 : 

Q 由 于 9 连续 变化 ， 造 成 能 量 的 连续 变化 ， 即 能 级 成 为 能 带 . 3 0= a 
Ego= Emx = Eo (1+2|#g| (I-cosa)) ; 340=x+ a, Eg= Ein = Eo{1-2|s| (1+cose)). 故 带宽 为 
Piq 


(2) 当 (由 周期 势 阱 形状 所 决定 的 )D 够 小 时 ， 这 种 相 邻 势 阱 的 透射 疙 是 使 基态 能 量 比 
原先 单个 阱 中 的 基态 能 量 更 佐 
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11.31 求 被 负 原 子 爷 获 的 4 子 的 能 级 、 平 均 半径 


题 11.31 考虑 一 个 理想 化 的 铝 原子 (点 电荷 ，Z= 13，Ah =27). 如 果 一 个 轻 子 或 n 子 被 
这 个 原子 俘获 ， 它 会 迅速 地 进入 电子 亮 层 内 的 较 低 的 n 态 上 . 在 4 子 爷 获 情况 下 : O) iu 
子 在 n=1 轨道 上 时 ， 计 算 能 量 已 ， 再 估计 平均 半径 . 忽略 相对 论 效应 及 核 的 运动 . (2) *# 
说 核 的 运动 ， 计 算 E, 的 修正 ，(3) 略 去 自 旋 ， 求 出 由 于 相对 论 效应 引起 的 Hamilton 量 的 微 
扰 项 ， 并 估计 这 项 修正 (4) 定义 核 的 半径 . 将 铝 核 的 半径 与 (1) 中 n= 1 轨道 的 平均 半径 相 
比较 . 定性 地 讨论 ， 当 上 :的 原子 波 浮 数 与 核 显 著 地 重 释 时， 对 上 将 会 发 生 什 么 ?在 类 似 条 
件 下 对 FE? 

E (1) 在 本 题 中 可 以 不 考虑 核 外 电子 的 影响 , 即 只 考虑 k 子 在 Z= 13 的 核 的 Coulomb 
场 中 运动 . 

4 子 的 能 级 为 ( 非 相 对 论 近似 ) 


4 
g =- 人 Zk13.60V x13 = -0.4732(MeV) 
m. 2 0.51 
2 2 
a = .53A=1.9x104(A) 
Zme° Zm me 13x105 


D 考虑 核 的 运动 时 ， 只 需 将 质量 m 用 折合 质量 u - 代 将 即 可 . 于 是 
:Hr l! 1 
Benar m 15 
M 27x938 


(3) 相对 论 效应 的 微 扰 项 可 如 下 求 出 


2. 4 
T = Jp? +m? -mc =P 


x (—473200eV) = —0.4712(MeV) 


所 以 


它 对 到 的 修正 可 如 下 考 起 


pt 
AE=(100|-— 00) 


1 P p. 
一 一 100. 
Pasal py 21100) 


= (oofa + = + 


r 


1 ze Y 
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由 于 我 们 只 需 合计 这 项 积分 ， 故 可 得 r+ ~a， 从 而 有 


zy la 
Ë + J = 一 -一 =-1057.5(eV) 
a 2mc 


l 
2mc2 
(4) 原子 核 的 半径 可 表示 成 质量 数 4 的 函数 
r= nA 
式 中 ro =1.2 x 10” 2em. 于 是 铝 核 的 半径 为 
r=1.2x10” x27" °cm =3.6x10% (À) 

可 见 它 与 p 的 第 一 轨道 半径 相差 不 很 大 . ATERS AREER, TERRERO 
将 给 出 一 个 正 能 量 修正 . 同时 , 4 子 与 核 的 磁 矩 在 发 生 强烈 作用 . 在 相似 环境 下 的 x- 子 仍然 
存在 体积 效应 ， 但 无 磁 矩 相互 作用 . 


11.32 用 中 子 干涉 仪 测 重力 加 速度 


题 11.32 核反应 堆 中 出 来 的 低能 中 子 已 被 用 来 检验 重力 导致 的 量子 干涉 . 如 题 图 
11.32 所 示 , 从 A 入射 的 中 子 经 过 两 等 长 路 径 ABCEF A 

K ABDEF, 并 且 在 E 处 会 发 生 干 涉 效应 . 使 中 子 偏 
转 的 三 块 平行 的 原 板 是 从 一 块 单 晶 上 切 下 的 . 为 了 
改变 引力 势能 的 效应 ,整个 系统 可 绕 48D 轴 转动 ( 题 
图 11.32). 如 果 乡 是 转动 角 ( 当 路 径 4BCEF 在 水 平面 
Hf, Uó =0), (D 证 明 由 于 引力 效应 在 处 的 相位 
差 可 以 表示 成 B= gsing， 其 中 9 = KASsin20, 4% 
中 子 的 波长 ;是 依赖 于 中 子 质 量 内、 引力 加 速度 
g. Planck 常量 志和 数值 因子 的 适当 常数 . 试 确定 K. 假定 引力 势 差 与 中 子 动能 相 比 很 小 . (2) 
实验 中 所 用 的 中 子 波长 为 1.45A. 中 子 的 相应 的 动能 是 多 少 电子 伏特 ?(3) SHE S= 4cm, 0 
=22.5° 且 4=1.45A. 当 乡 从 -90" 变 到 + 90* 时 在 到 处 的 中 子 探测 器 中 应 出 现 多 少 次 极 大 ? 中 
子 质 量 为 939MeV/c2, ħc=1.97x10 MeV .em. 

# (1) 中 子 的 波 函数 可 以 写成 


y(t) = ce 人 ri 


在 沿 着 固定 轨道 运动 时 ， 有 
i f: i 
W(t) = cexpl å Í, mE -Vär -i Er 
所 以 相位 | 
g -2 J Pag -Vjdx -1g 
在 处 两 束 中 子 分 开 ， 因 而 有 gs = pa 


在 BC 及 DE 段 上 情况 对 两 束 中 子 一 样 ， 因 而 有 
Agpca = Appp 
# BDE E, 有 
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1 f: 1... 
Apse = f 2m(Ë, —V)dx—+ Eot 
V =mgh = mg : BE -sin@sing, BE =2S cos0 


所 以 
V = mg-S :sin20sing 


APEC == fmk; 1-2 -Ry 
\ 0 
S V 1 s 
=2 [mE h-E -in-s 
h ° ÉE h ° (E, V) 
m 


所 以 到 天 外 两 来 中 了 的 位 相差 为 


FS mi, -> J2mE, i- -Et mB -= 
I E7 


V<E,, 有 
和 2mE, 5 rastit 
-3 
SV p E, V2mE JERY? 
E m 5 m 
代入 V 值 ， 有 
Ap- EF 2mE, -mg -S -sin20 -sing = qsing 
mE 
„342 m 0. m- g- S2 .sin2@ 
4 Eh 
因为 
A= 2mh_2mh 
p 2mE, 
所 以 
q = KAS2 sin20 
式 中 
_ 3m°g 
Anh? 


2) 4=1.45Å, p= 
(2) L45Å, p=- 


| 
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g. = 1 (o) (ho? 
K Pm PA 2mc242 
2 -1l1\2 
_ 43.14 x(1.97x10™) = 0.039(eV) 
2x939 x (1.45x10®)? 
(3) RKK Aing- 变 到 +1) 


-|[ 去 |-|3 ÉE ast. am2g| 
2 x 4nh 


E 3 me y E 482. ‘sinas? =D091=30 
4n? cè -oè 


可 以 出 现 30 个 极 大 . 
11.33 一 维 Dirac 方程 可 以 写成 两 个 耦合 的 一 阶 偏 微分 方程 组 


题 11.33 考虑 一 维 Dirac Jina = Hy , H -cd -in )+ pme? +V(z) 
Pma fo f0 f0 
“a 6) a a a k 
0) EH o= Ë 3 BE (2) 用 (1) 的 结果 证 明 一 维 Dirac 方程 可 以 写成 两 个 看 合 的 
03 
一 阶 偏 微分 方程 组 . 


证 明 (1) 由 于 [co,a]= í S) l; 引 -" 的 s} Ë 中 =。 
3 3 


所 以 


3 


[e,H]=[c,caP, + pme? +V]=0 
D 由 (1D) 知 ， 可 以 求 o 和 五 的 共同 本 征 函 数 . o 本 征 值 为 +1， 相 应 的 本 征 函 数 为 


1 0 0 0 
0 0 1 
v 0 十 %3 1 L: 0 tw, 0 
0 0 0 1 
代入 Dirac 方程 

W3 v vi 
[wz +] 0 + mc? 0 =i 0 
n y3 Of| ys 
0 0 0 
0 0 0 
[wz + v] Wa + mc? n =i n 
0 dt| 0 
一 Ya W4 Wa 
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即 得 到 两 个 耦合 的 一 阶 偏 微分 方程 组 , 但 实际 上 只 有 一 组 独立 ， 如 令 y3 一 ya, 如 — Wa， 
就 把 第 一 组 方程 变 到 了 第 二 组 . 


1134 自由 粒子 的 Dirac 方程 及 其 平面 波 解 


题 11.34 (1) 写 出 自由 粒子 的 Dirac 方程 的 Hamilton 形式 , 并 给 出 Dirac 矩阵 的 显 式 . 
(2) 证 明 如 与 o.P 了 对 易 .了 为 动量 算 符 , o 为 四 分 量 旋 量 空 间 的 Pauli ER. (3) Eo- P 为 对 
角 的 表达 式 中 求 出 Dirac 方程 的 平面 波 解 ， 这 里 了 为 动量 算 符 的 本 征 值 . 

解 (D H =ca -(—iñV)+ pme? 


式 中 
0o ` (ñi O 
=-|。 中 po °) 


(2) 


IoP 0 0 -P 2f1 OY 
[o m= Í 0 P) (yp 0 Jene Ë 中 > 


ORPESA, o- P RENAR 


s 0L -1 
cz 人 La- 1 |“ 
-1 
a 0 
其 本 征 矢 为 | ,|e8z0 和 | 9 R, atiy ，A 和 6 可 取 两 组 不 同 的 值 分 别 代 人 
o) ls 


6 
Hy = 起 一 多 = Ey 
Ət 


cPy+ma = Ea 
e -mey = Ey 
E, =+, [mct + P2c? 
I 
0 
多 =| E, -me le 
cP, 
0 


i(P,Z-E,t)/h 
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—cP.ó +m? p = Ep 

—cP,B— me? = Eó 

E, = + Jm°c* C + p2e2 
0 


1 
0 el0Z-E,D/h 


1135 由 自由 实 标量 场 的 Lagrange 密度 导出 Klein-Gordon 方程 


题 11.35 考虑 满足 Klein-Gordon FAH A BIAR A) (=x, yz 对 应 于 = 
1, 2, 3, x4 = icù). (1) 写 出 系统 的 Lagrange 密度 . (2) 用 Euler 证 实 f 满 足 Klein-Gordon 方程 . 
G) 导出 系统 的 Hamilton 密度 . 写 出 Hamilton 方程 组 ， 并 证 明 它 和 (2) 中 导出 的 方程 是 一 致 
的 . 

解 (1) Lagrange 密度 


1 m? 
L(x) = “y 60020 (x) — zI) 


ð 
式 中 8 = > . 
(2) Euler 运动 方程 为 
a | OL(x) |- aLCD _ 
B00) | O 
所 以 
0,0,#G)- m° (G) = 0 
即 满足 Klein-Gordon 方程 . 
@ H(x)= pe 8,6-L=-> rapt mp 
. asr 
H Hamilton 正则 方程 py =-0,b, 
ax 
a, A 
式 中 
8X 
“ DOA) 
有 
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1136 初 动量 为 已 的 质 壳 上 的 带电 粒子 发 射 讶 光子 的 概率 为 一 协 变 张 量 


题 11.36 可 以 证 明 ， 一 个 初 动量 为 P 的 质 壳 上 的 带电 粒子 发 射 一 个 动量 为 q 的 虚 光 


子 的 概率 正比 于 协 变 张 量 
W, = Åg v + BP, P, + Cå aty + D(q,P, + P,,q,) 


RFA, B, CADERE 2. ç: PIP = m° B Lorentz 不 变 标量 函数 . (1) 用 流 守 慎 证 
明 Ws 有 如 下 形式 
y -P . P 
w=W sm- js 人 (加 |] 


即 4、B、C 和 DD 中 只 有 两 个 是 独立 的 . (2) 对 一 个 质量 为 m ñ Dirac 粒子 
W,, = Tr[( - g +m)y,,(É + m)y,] 


计算 更 和 W. 
解 (D 流 守 恒 要 求 g4W=0， 即 
Aq, + B(P.g)P, +cq?q, + D(g?P, + (P -q)g,)=0 
P,、 ;是 独立 的 ， gq 0, 所 以 
A+C2 +D(P.g)= 0 
B(P.q) + Dg = 0 
令 A= WI， B= Wz, 则 有 
W. W,(P. P. 
c=. WO pow, ED 
q q q 


所 以 


voon (e- t)z) eat) 
2) W,, = TOE - £ + my, (P +m)y,] 
=Tr[ Py, PY, + PY umy,- fy,,Ev,- AY umy, + my BY, + my my, ] 
ERE F =P", A = quy* ， 上 式 中 含 奇数 个 y 的 那些 项 迹 为 零 . 并 利用 
Tr(y,y,)= 46,, 
就 有 
W,, = TPY p Ey, — fv, PY, +my,y,] 
= P62 p ór -PaP Enw + PYY PZ 
-4[q,ó7B,ór —q P%6, ór +q ,ó26, P ]+ 4m?6,, 
=4[P,P, - Pó, +P,P,] 
-Mg P, - (q: P)ó,,, + q4,P,]+ Am Sy 
对 在 党 上 的 电子 P =m, H 
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W, =8P,P, -4(q,P, +q P.) +4(q- P)6,, 
W.=4q-P, W=8 
如 果 注 意 到 壳 上 电子 在 发 射 虚 光子 前 后 动量 平方 都 是 ww， 即 . 


Pam 
(P -q7 =P? -2P -q+ =m 
不 难 验证 上 式 中 每 一 项 都 是 与 一 般 表达 式 一 致 的 . 
11.37 证 明 Dirac 方程 的 协 变性 ， 并 改 成 Hamilton 形式 


884437 ”下面 的 Dirac 方程 ， 可 以 用 来 解释 粒子 的 反常 磁 矩 
(7 -eA + KE a -mj =0 


AF e 各 是 粒子 的 电荷 和 质量 ,，K 是 无 量 岗 参数 ，A“(x) 是 四 维 势 ，F” 是 电磁 场 张 量 ， 


B pe -04 0” _ i . 0 
i) "3 Or ' 还 有 cm = Dy), Ww 是 Dirac 4ER, ya =y =£ 
v A 


yi=-y=pa, i=1,2,3 
(1) 已 知 上 述 方程 在 K = 0 时 是 协 变 的 . RIE VO) = SGo), Ehx =at, H 
ayy" =S7y"S ,证 明 如 果 玉 zx 0, 方程 仍然 是 协 变 的 . (2) 把 方程 改写 成 Hamilton 形式 , 证 
明 附 加 的 作用 项 并 不 破坏 原始 Hamilton 量 的 Hermite 性 . 
解 (D aty" =S'y"S, k 
S'y Sat = y, 
H F” =ataP F”, y'= Syo A 
gageF "eË! (x) = “F "aP Sy(x) = Hiya yp Ypa Jaa? F” Sy(x) 
= $3{S yag S'y gSa? -S'y gsal Sy S02 Fy(x) 


i 
=S 7E WX)= S0 pF YX) 


所 以 
Sop ya = oF "yx) 


即 方程 仍 为 协 变 的 . 
O) 利用 i ipo Etir V =ip tiyV 


A=7°4 -yA=pA ~y.A 


.on0 N e 
iB8—y=| =i -V +eßA? —~ey. A—- K uv 
8 Ná ( iy ep ey: À~ K — o „F tm)y 
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两 边 同 乘 A( 左 乘 ) 
.0 . 
所 以 
H =-ia-V +eA” -en A= K Bam” +mp 
其 中 


“ls o) 


由 于 在 这 一 y RARP, y; B Hermite，yoHermite 所 以 oy Hermite, Mov j Hermite. 利 

用 B 与 ;的 反对 易 关系 易 证 

[2, oy] =0 

(8, oj=0 
于 是 附加 相互 作用 项 的 Hermite 共 辆 是 

+ * 
Z ponr”) =-K* Ps ah BFA =-K 二 pomF e 

即 它 是 Hermite 89, AMAIR H BJ Hermite t, REMAT K, e, m AF” 的 实数 性 质 . 
11.38 同位 旋 矢 量 算 符 的 性 质 及 多 核子 系统 的 能 量 本 征 态 与 本 征 值 


题 11.38 ”质子 和 中 子 可 视 为 一 个 粒子 -核子 的 两 个 自 旋 态 . 用 |+)》 和 |-) 分 别 表示 质子 
和 中 子 . 定义 下 列 算 符 


ERN =l, E) 5 =- 4, -4 ) 和 BTE 2x2 Pauli 矩阵 表示 , 它们 形成 同位 施 


空间 中 的 矢量 z. 作为 简单 模型 ,NN 个 核子 处 于 全 同 的 空间 态 时 的 Hamilton 量 可 写成 下 列 三 
项 和 


H = NE +02 h t + c Q2 
i>} 


RPE, aMoREXKE coc 4 是 第 ;核子 的 同位 旋 ，O 是 以 。 为 单位 的 总 电量 . 对 
所 有 核子 对 求 和 . (1) EH Yt, -让 crp-3w| ,了 是 系统 总 同位 旋 量 子 数 . 在 本 题 以 
i>j 


下 部 分 需 注意 中 子 和 质子 都 是 自 施 二 的 Fermi F. (2) 两 核子 系统 的 能 量 本 征 态 和 本 征 值 如 


何 ? 各 态 总 自 旋 如 何 ? (3) 四 核子 系统 能 量 本 征 值 , 本 征 态 如 何 ? (4) 三 核子 系统 的 能 量 本 
征 值 如 何 ? 


解 D 


2 = 


i>j 


(2) 两 核子 系统 如 下 表 : 


È 
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i=1 


l 3 


组 合 同位 旋 态 ARS 
(pp) lg) 1o- 
mn) DD loNA- 
o gH) gle- 
Pn) g- INA Aea)a RA) 
组 合 T 5 Q E 
(p.p) 1 0 2 C1+ 4C2 
(n, n) 1 0 0 Ci 
(p. n) 1 0 1 Ci+C2 
(p, n) 0 1 1 CG 


kpa), | py 表示 自 旋 + 及 -的 单 粒 子 态 ， 能 量 中 已 省 咯 了 一 部 分 (2 包 - 了 0 |. 


(3) 四 核子 是 相同 空间 态 下 Paul 原理 允许 的 最 大 粒子 数 . 其 组 合 必 为 (prpn)， 且 两 个 
中 子 及 质子 自 旋 态 各 自 不 同 . 相应 于 (pnpm) 顺 次 排列 的 自 旋 态 有 四 种 ; 


(aa pp), 


(Spaa), (aBBa)8 (Baap) 


对 其 他 顺 次 可 类 推 . 值得 注意 ， 这 时 总 波 函 数 已 不 能 写成 自 旋 部 分 和 同位 旋 部 分 的 简单 直 
积 并 使 之 各 自 对 称 或 反对 称 . 对 系统 可 能 的 同位 旋 取 值 : 7= 2，1，0 相应 可 能 的 能 量 为 


已 =4 西 +4c+3c 


但 由 于 这 4 个 核子 空间 波 函 数 相同 ， 


45F0 +4c, -Że 4E +4c, -3 


而 核子 的 自 旋 态 只 有 两 种 , 按 Pauli 原理 ,系统 总 同位 


旋 只 能 取 0， 相 应 能 量 只 能 取 本 征 态 为 


vA, 2, 3, 4)= 


(4) 三 核子 系统 的 组 态 可 为 (ppn) 或 (nnp)， 


对 (nnp) 


|+) a l+) Añ | 一) hA 
|+) oa |+), fa |- 0% | 应 
|+); 2 |+} Bñ, |-) 23 l-h A 
l+ Q4 BA ñ, k? C4 É? ñ, 


同位 旋 可 为 或 二， 对 (ppn) 


E=3E,+4c, Ža 
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11.39 等 边 三 角形 分 子 俘获 额外 电子 后 的 能 量 本 征 态 及 其 性 质 


题 11.39 ”一 个 等 边 三 角形 分 子 可 以 俘获 一 个 额外 电子 . 作为 初级 的 近似 , 电子 可 以 进 
人 分 别 局 域 在 三 个 顶 角 处 的 三 个 正 交 的 态 几 ， 疗 ， 败 中 的 任 一 个 . 作为 更 好 的 近似 ， 可 以 
认为 能 量 本 征 态 是 有 效 Hamilton RREY, ws, ye 的 线性 组 合 . 该 有 效 Hamilton 量 在 
yr，Wp，Wc 态 上 有 相同 的 期 望 值 而 在 其 中 任 两 个 之 间 有 相同 的 矩阵 元 Vo. (1) 旋转 2273 的 
对 称 性 对 ys，ws，wWe 的 组 合 系 数 有 什么 限制 ? 同时 还 存在 交换 B 和 C 的 对 称 性 ， 这 对 有 
效 Hamilton 量 的 本 征 值 有 何 限制 ? (2) t = 0 时刻， 电子 被 俘获 进 和 人 yi 态 ， 在 时 刻 电子 仍 
处 于 yn 态 的 概率 为 多 大 ? 

E D 在 旋转 2r/13 变换 作用 下 ， 有 

Ry, =awa, Ryp=aye, — Rw.=awa 

易 知 a= 1，e ”和 er3. 设 有 效 Hamilton Ë: H BJ3FE4F2538 w = aw, +a, + awc ， 则 由 
Ry= W 及 Ya、Ws、WYc 正 交 性 可 得 
4a = a, 
a,q = as 


a,a 一 a, 


TERZA EE ye yeH, DANN o 的 三 个 数值 ) 


I 1 I I -idr/3 

(1) _ (2) _ i2773 (3) 一 1 

w =—=]1], W = 天 | W =—= 1 
v3 1 3 ei4z/13 V3 ei4r/3 


取 有 效 Hamilton 量 的 对 角 元 为 0， 则 


0 YY v 
H=| V 0 V 
V V O 


与 WW? y”, yP 相应 的 能 量 是 2V，-V，-V. 

至 于 交换 两 个 原子 的 对 称 变换 p, H p 与 让 不 对 易 ， 故 p fE ERBRSEBI H 55 REK 
ES, P, PTERA, (BUDE p HRES, M, PERE p 本 征 态 但 已 
简 并 , p 对 二 的 本 征 值 无 限制 . 

(2) 展开 1=0 AER 

yh = ge” +y® + e 239] 


经 t 时 间 后 发 展 成 
1 ~i2Vt7h, (1) +iVi/h, (2) =-i2r/3 +iVi/h (3) 
y t = — e y +e y +e e y 


1 
Kwa AO = {s +4oos 2) 


第 ll 章 其 他 * 723 - 


11.40 用 变 分 法 求 分 子 的 基态 能 量 及 动能 、 势 能 的 平均 值 


题 11.40 ”分 子 的 能 量 是 电子 的 核 的 动能 及 各 种 Coulomb 能 的 和 . 假定 一 个 特定 的 多 
体 归 一 化 波 函 数 y(x1, …，xw)， 其 动能 及 势能 的 平均 值 是 7 和 UU > 0). (1) 用 试探 波 函 数 


AN ylin, n A 做 基态 能 量 的 变 分 估计 ， 这 里 4 是 参数 . (2) 假定 y 是 真实 的 基态 波 函 
数 并 且 真 正 的 基态 能 量 是 -B (B>0), THA U BB. 

解 (1) 动能 和 Coulomb 势能 都 是 x ARRAS ERRERA A yl e Axy) 
下 的 平均 值 分 别 是 ?7 和 -0， 因 而 能 量 平均 值 为 


E(D =A°T -AU 
基态 Ea =0, 有 4= Z 从 而 基态 能 量 的 变 分 估计 值 为 
s: 
4T 


(2) 由 于 4 =1 是 基态 ， 从 而 辽 =27,， E=-T, PRL 
T=B, U=2B 


1141 绝热 近似 下 的 双 原 子 分 子 的 本 征 函 数 与 本 征 值 


884144 双 原 分 子 中 , 质子 运动 通常 比 电子 运动 慢 得 多 , 对 此 可 以 用 绝热 近似 . 这 个 
近似 假定 电子 波 函 数 由 质子 的 瞬时 位 置 决定 . 氨 分 子 离子 的 高 度 理想 化 模型 由 下 面 一 维 
Hamilton 其 给 出 

KR g 
H = ga 82T 8 E+N) 
式 中 zxo 是 质子 的 坐标 . (1) 任意 和 所 决定 的 所 有 本 征 值 和 本 征 函数 如 何 ” 你 可 以 用 一 个 超 
越 方程 表示 该 本 征 值 . 对 两 种 情形 1 和 «1 给 出 解析 结果 . (2) 假定 质子 


(之 办 绝热 运动 并 有 排斥 势 V(2xo) = g/200x 作用 于 其 间 , 近似 计算 质子 的 平衡 距离 . (3) 近 
似 计算 质子 在 平衡 位 置 附近 作 谐 振动 的 频率 . 绝热 近似 成 立 吗 ? 
E 五 空间 反 演 不 变 ， 其 本 征 态 可 分 为 奇偶 宇 称 两 大 类 
sinh (kx), 0O<x<x 
EFA vw 
ae ~”, xo < x 
cosh(kx), O0O<x<x 


-kx 
be”, x <x 


BFR va) -| 


由 如 处 连续 条 件 
Wo + €)= w(xo — ë) 
yte) -Ym -e+Py(m)=0 B= 


得 到 
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2 
奇 守 称 em =1- 2 
Bm 


BFO e n4 
Bx 
如 题 图 11.41 所 示 ， 当 Bxo 科 1 时 ， 仅 偶 宇 称 有 解 上 = 6 ， 更 高 一 级 
k= pU- Bx) 
a 2 
E=- 07A) 
当 Pr 关 1 时 ， 选 代 得 到 近似 解 


k= Fe") 


2 22 
题 图 11.41 E=- hre ty 


m 
式 中 于 号 对 应 于 偶 、 奇 宇 称 解 . 值得 注意 ， 对 奇 宇 称 
2 


当 各 增 大 时 下 降 ， 即 使 不 考虑 质子 的 斥 力也 已 使 系统 不 稳定 ， 故 不 是 束缚 态 解 . 本 题 只 有 
两 种 极限 情况 下 的 偶 宇 称 解 . 
(2) 质子 能 量 系统 的 总 能 量 为 
(H)=E,+T, +V, 
若 采用 绝热 近似 忽略 质子 动能 T,, IRAV, = g/200x,, X 8x <18JE 
KE 


E, =- ü Bro) 
d ¿ 
H (B|. =, 得 
2 a T 
(Bx) A- Bx.) 400 
进而 可 得 
Bi ol 
"30 “08 
对 Bw > LRE 
2 p2 
E, =Ë grem y> 
8m 
由 -一 (AH =0, 得 
dx m 
LT 1 
2 mg” O+S Je Va 


100R) =ef, p>1 
此 时 
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q? 3 -Si 8 
(HY) = -全 ”% =- 2)<0 
A lk, 3% Tooz? 2x (< 


即 此 极 值 点 是 极 大 点 ， 不 稳定 . 
(3) 对 Bx 之 1 情形 ， 和 r 性 系数 天 为 
8 
(m) = “002 


由 此 极 易 求 得 振动 频率 . 
另外 ， 质 子 动能 ~ LK? «gp, EFIE --——- -p8 ， 故 绝热 近似 成 立 . 


11.42 用 Schwarz 不 等 式 证 明 不 确定 性 原理 ， 并 证 明 最 小 不 确定 性 态 是 Gauss 
函数 


题 11.42 (D 考虑 积分 1= |(4f +8) (4 +8)dv ,这 里 /8 是 一 般 的 位 置 西 数 ，4 是 
实 常数 ,证明 
* 2 
ff [z ae> 2 ffet" Pa] 
ERKA Schwarz FER. (2) IA, B 是 两 个 可 观察 量 的 算 符 ， 利 用 下 式 
f =(A- AW 和 g =i(B-B)y 
(其 中 4,8 是 4，B 在 态 y 中 的 平均 什 ) 证 明 
Irpa 2 
(AA) (AB)? vil f w'(AB— BA)way | | 
式 中 A4，AB 为 A 与 B 的 不 确定 度 . (3) WEB Ap Ax 2 h/2. (4) 证 明 若 Ap,Ax= 有 2， 那么 w 


是 Gauss MA. 
证 明 (1) 令 
u= Í f’ fav, v=ff'gäv, w= ss 
则 有 
1= [Gf +gY Af + asun + (tv A +w . 0) 
因为 式 (1) 中 被 积 函 数 处 处 只 能 大 于 或 等 于 零 ， 所 以 
uâ? +(v+v )A4+w>0 ` (2 
式 @2) 为 实 变量 的 一 元 二 次 不 等 式 ， 满 足 的 条 件 是 
duw > (v + v_)2 
即 . 
* * 1 * P 2 f 
Jf tfe gwa [fs +e pa] 6) 


B 令 f=(4-Ay，g =(B8- By 代入 式 (3) 左 边 ， 有 
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| [4- aw] (A— A)wdy | [iB - By] (B ~ B)wdv 


= fv*(4- Awa, fy" (B- Bydy (4) 
= (AA) (AB)? 
在 上 面 第 二 步 中 用 到 4，B 是 Hermite 算 符 . 这 时 易 算出 式 (3) 的 右边 为 
1 
f y` (AB - BA)wdy 6) 
ERA, RORARG), 有 
(A4)2(AB)2 > -公司 (6) 
AR p 
(3) SA Pirni B=x 有 
[4 可 =- 
代入 式 (9)， 有 
(Ap, (Ax) > - (Ay Í y'ydy= 10 
即 
Ap,Ax > h/2 (7) 
(4) 令 五 = 过 =0 ， 这 不 影响 所 求 的 结果 ， 则 有 
f=-hË7 g=iy 
Ox 


式 (7) 中 的 等 号 只 有 在 4f +g =0 对 所 有 的 x 都 成 立 的 情况 下 才 是 对 的 (其 中 4 为 实 常 
数 )， 所 以 条 件 成 立时 有 


hà ôw 

i ôx uy 
即 

dy_ 1 

dr Aaa” (8) 
式 (8) 解 为 


y= Cexp(—2/4A2) 


式 中 C 是 常数 ，A“ 满足 
i A? = -Ah/2 


尚 有 一 个 解 儿 = Cexp(x2/4A2) 因为 二 oo 时 ， 趋 于 无 限 而 略 去 ， 这 里 4 应 是 负 实数 
11.43 ”热平衡 中 的 一 维 谐振 子 ( 混 态 ) 的 位 置 概率 函数 


题 1143 ”处 于 温度 为 7 的 热平衡 中 的 一 维 谱 振 子 的 位 置 概率 函数 是 
f(x)= FDexpCE, /keT)u 2 Q) ， 这 里 届 是 量子 数 为 的 能 量 本 征 态 ， 相 应 本 征 值 为 E, 
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Z =2;exp(=E, /k T). 设 f(x)dx 为 在 x~x+dx 间 发 现 粒 子 的 概率 , 这 些 粒子 处 于 热平衡 系 

在 混 态 中 不 同 |n) 态 前 的 加 权 因 子 是 Boltzmann 常量 因子 . 证 明 ; (1) 
1⁄2 

de _ 422) a jw Upya- Mntl uka) 


dx Z\ h 


11 h Y. -E 
xf -| en 人 32 Up jn + Mn+l Maa) 
B 


统 中 ， 是 处 于 混 态 ， 


` Z_2mo 

RP m 为 质量 , ONAR. (2) f(x) =Cexp(-x22/2o2) ,这 里 o? = (h/2mw)coth(hw/2ksT) , 
C 是 常数 . (3) 在 高 温 极 限 (kp7 > hw), f(x) 新 向 经 典 形式 . 

解 (1) HARFE EKAA 


1 
a = (2mho) 2 (m@x + ip) 


1 
at = Omho) 2 (mox — ip) 


可 解 出 
+ 
x= h (ata!), p= me a-a) ) 
2m@ 2 i 


间 时 可 得 到 


qu, = Vn üp > a'u, =Vn+lu,a 
因为 


所 以 


1 Jj2mew 
= 一 小 一 一 exp u, (au, ~au, ) 
= T 


1 /2 -E 
1 [2mø A uu, -VRHI Uppy | 
B 


类 似 有 
y =Z Sra +atu,) 
zizal% o|- i (Miu ua + TES EEA 


(2) BAADT RATAS A 


Vn Unni = 


之 x: m a)y xm m+1 H, AH, 


n=l 


所 以 式 (1) 可 改写 为 


Í __ refi e| 22) (2) 
a N a T 


AP 
1 E, 
= 12e- ==) +l uu, 
类 似 有 
ñ —fiw 
=- | 一 一 3 
如 2mao [ + | k T 站 6) 
比较 式 (2)， 式 (3) 可 知 
$. l | a) 
dx o? 
AP 
2__Ř |l+exp—ha/k T) _ h oth #2 
 2mo | 1—exp(—ho/k T) | 2m@ — 2keT 
式 (4) 的 解 为 


2 
fx) = coa -2) 


式 中 C 为 常数 ， 由 妇 一 条 件 确定 
F Foodx=l 
0 是 f(x) 的 标准 偏差 ， 由 式 (4) 可 知 它 随 着 温度 了 升 高 而 增加 . 
(3) 当 kpT > hw 


coth(he/2k T) -人 2， Ho Er 
ho 


这 样 导致 


2 2 
r) cen- 78 z J 
B 


对 于 谐振 子 势 中 的 粒子 ， 其 势能 为 


V(x)= ¿mate 


所 以 有 
fO)= cof 1 Ve) ye] 
keT 


这 正 是 经 典 位 置 概率 函数 的 表达 式 Boltzmann 因子 . 
讨论 “实际 上 处 于 温度 7 的 热平衡 系统 的 谐振 子 的 密度 矩阵 为 局 = Ze ?jn)(n)/2. 


其 中 |x) 是 能 量 本 征 值 为 E, RES, (aA |a) 9363825 
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fop=(x|o|x) = Ze i(x|n)P= Pes, 


n 


11.44 带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 时 的 产生 、 漂 灭 算 符 及 能 级 


+ 729， 


题 11.44 -NREX m, BEX e 的 粒子 在 沿 z 轴 方向 的 均匀 磁场 及 中 , 在 好 平面 
内 运动 . (D 给 出 的 粒子 的 Hamilton EE. H = (p= Ay ， 其 中 是 广义 动量 ，4 是 磁场 


的 矢 势 ， 证 明 
H= He + py +eB(yp, —xp,) + TG + >| 
D 证 明 如 下 定义 的 算 符 
1 


b=— (Fenrir + 号] 


bt = l [398 —ips=TieBy= p, ) 


V2eBh \2 
满足 下 列 关 系 式 


式 中 必 =eB/m. 

O 由 此 证 明 粒 子 的 能 量 为 = "+ 二 jno ， 式 中 为 正 整数 

证 明 上 令 

A,=-7By, A, =ŻBx, A =0 

则 由 B=VxA 可 得 B= Be, ， 满 足 题 意 中 的 磁场 要 求 . 

由 于 Hamilton 量 是 

H =L (p _ AB -$ (p -2ep.4+e242) 
2m 2m 
将 式 (D 代 人 式 (2D)， 同 时 注意 到 粒子 动量 户 =0， 这 时 有 
H -Hp +p; +eB(yp, si + >| 
(2) 由 b, 大 的 定义 有 
1 1 1 : : 
bb! = =G eBx +ip, + ieBy _ >) [y 一 记 ， -ieBy _ 5, 


1 
2 


上 面 最 后 一 步 用 到 了 [max 如 =| p,,y ]=—in|[x-y]=0 
比较 式 (3) 和 式 (4)， 并 注意 到 w=eB/m ， 有 


[ero +y 2y+ p +p, ° +eBOp, ~ sp) + eB 


(1) 


2) 


(3) 


(4) 
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bb! -2,1 (5) 
wW 
类 做 的 推导 可 得 
bb- 2-1 (6) 


(3) 式 (5) 与 式 (9) 相 减 ， 可 得 与 丰 的 对 易 关 系 | 包 太 |]=1 ， 再 由 式 (5)， 式 (6) 相 加 可 得 
hw 1 
-E otor bet) =anf o'oi) 


由 此 可 知 ， 和 刀 周 Hamilton 量 的 关系 与 一 维 谐振 子 中 的 产生 与 汀 灭 算 符 a 和 ai! 同 
Hamilton 量 的 关系 相同 ， 这 一 相同 的 关系 导致 本 题 中 粒子 的 能 量 为 


E =(n+3 jo 
2 


1145 ”相干 态 随 时 间 的 演化 


题 11.45 设 一 个 质量 为 m， 角 频率 为 o 的 一 维 谐振 子 在 : KERE FEKA a 的 本 


征 态 ， 本 征 值 为 w， 即 有 
aw(x,0) =aw(x,0) 


试 证 明 : (1) y(%0)= G 和 , 式 中 太 是 归 一 化 的 谐振 子 波 函 数 (量子 数 为 力 ，Cy 是 归 


一 化 常数 . (2) 在 以 后 的 t wa, y(x) Æ a REER pepion 的 本 征 态 . (3) 如 果 
Q = hexp(ip) ， 这 里 4，p 为 实数 ， M" 


w(x, f = == exp| - (x— Xo)” /207 | 


RP, x =204cos(p -wt), o? =h/2mw . (d) MERANA yoo ER. 


解 (1) 如 果 有 
ay(x,0) = ay(x,0) 


设 w(x,0)= 》 C, un, ZBA) au, = Vn wi， 有 
n=0 


aY) C, u, -2 nu, =a", u, a) 
n=0 
由 式 (]) 可 知 
C, =a, c, =o Sc, c, =c, =c, 
这 样 ， 易 看 出 
c, =O 


于 是 有 


RUF 其 他 


L. a" 
w(x,0) = OLTA u, 
(2) 在 谐振 子 Hamilton 重 作用 下 ， 有 


W(x,t) = Ga T, exp(—iE, t/h) = OX a cl] 


> [e exp(—ioD]” 


n=0 n! 


= (Co ohio) 


n 


“731 ， 


@) 


G) 


比较 式 (2) 和 式 (3)， 可 见 ，Y(x 蚊 与 %(z0) 除 一 个 相 因 子 外 ,区别 只 在 于 由 xexp(-iwt) 


PRTA, WETA yN 应 为 a 的 本 征 值 为 aexp(-iw?) 的 本 征 态 . 
(3) 因为 由 定义 有 


1 ， 1 d 
a= BA + ipx) == t 
=R Mame , Pwy =w(x,t) , 有 
aw(x,t) = Bw(x;t) 
这 里 
P=aexp(-iwt) = 1expG 0), 0 = p— wt 


将 式 (4) 代 入 式 (5)， 有 


式 (6) 的 解 为 
2 
y= coa -2+2 


式 中 C 是 与 x 无 关 的 量 . 取 式 (7) 的 模 方 ， 有 
lyf =le exp(-G) 


式 中 
2 2 
x x * x 2Ax 
G = 二 -了 (+ Jeza coso 
= Lo —2oÀAcos 80)? — 242 cos 8 
fod 
令 


Xo = 2oAcos0 = 2oAcos(o — wt) 
由 式 (8)， 式 (9)， 式 (10)， 可 得 
Wh =|ef exp(222 cos? Oexp[-(x— x) 2/(2o2)| 
由 归 一 条 件 可 得 
HP ep4? 0050) = 


RARD, 有 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


01 
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kanf = E exp | -G —_ xo) ?/(20° )] (12) 


(4) 由 式 (10) 和 式 (12) 可 知 ，lw(z 引 是 Gauss 函数 ， 它 以 不 变化 的 形状 作 简 谐 运动 ， 它 
的 标准 偏差 即 函 数 宽度 是 c， 运 动 振幅 为 2o4 (A 是 本 征 值 振幅 )， 运 动 草图 如 题 图 11.45. 


一 p 
—C — 
题 图 11.45 


1146 求 N 个 离子 组 成 的 环 在 自 旋 相互 作用 下 的 本 征 态 与 本 征 能 量 
题 11.46 考虑 一 个 由 N 个 离子 组 成 的 环 ， 每 个 离子 的 自 旋 为 了 ， 间隔 相等 . 相 邻 离 


子 受到 月 = -上 7 六 ci o 的 作用 ， 式 中 是 第 ;个 离子 的 Paul 自 施 算 符 ( 任 一 高 子 被 和 为 
i=] 


1), J 是 常数 . 同时 存在 一 个 垂直 于 环 的 弱 磁 场 ， 所 以 Cr 有 两 个 本 征 函 数 w 和 8， 系统 的 基 
态 加 相应 于 所 有 自 旋 态 都 是 o 态 . 忆 态 代表 除了 第 /个 离子 处 在 8 态 ,其 余 态 都 处 在 a 态 . 试 
WER: (1) act =Z; jzi 或 jzi+tl 

O; Oki = 2Xin Z, 

Oi Gi Xia = 211 im 
D E=) Crt H REEN EEES, WA 

(五 一 Eo JC, = J(2C， 一 C, 一 n-p) 

RE E, = JN.) Æ C, =(WVN )expüana) , XE a 为 离子 间距 离 ， 那 么 

E- E, =2J (i -cosga) 

解 (1) x 可 写成 直 积 态 
Xj = Q003 AP A ON QN 
算 符 ci O 用 其 x， y, z 分 量 表 示 有 I 
Oi Oi = OixOirtx T OyO iy t Oii 
又 因为 Oix» Ty Oi 只 作用 在 we 态 上 ， 对 Qj(j 区 ) 不 作用 ， 且 
G, a, = B, G, G; =i, Og; = —G; 
s,,B, = +ñ, cy B, = iz, 
所 以 有 
(Onia t OyO iy + Ori I G.G, = (B.B. ~ B.B + GG) = GG; 
这 样 就 有 
Ci G, IX; = Z; 


又 因为 
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(GOirlx t OyO iy + OTi) hiia = ibi + ba — Bili 


所 以 当 j=i 时 ， 有 
O; Oki =2MN ~ Xi a) 


同 理 , 7 = i1 时 有 
O; ` Oii = 2X; — Xi (2) 


(2) mF (So oj 中 有 N-2 3 isk i+1 都 不 等 于 n, 这 时 图 括号 内 算 符 作用 到 
i=] 
Za EDA Yn- 只 有 两 项 n=ifln=i+l 的 项 作用 后 改变 ， ARO), 式 (2) 可 知 


N 
P G; ` G; jz =N Zn +U Zna + Zn — 2X,) 
i=] 


因此 ， 有 
1 N N 
Hy = [>= “ sa], 
i=] n=1 
1 N N 
= -37IN2 Cata + 2)C, (24% — Xai — Zaa) 
n=] n=l 
N 
= E> C, z, (3) 
n=] 
ERO 前 的 系数 相等 可 得 
(E — Eo)C, = J QC, = Cr ~ Cra) (4) 
(3) ES 
C, = Jp Pana) 
则 


Co =exp(iqa)C,, Cp =exp(—iqa)C, (5) 


将 式 (5) 代 入 式 (4)， 有 
(E—E)=2J( -cosga) 


1147 中 子 干涉 仪 中 最 终 干 涉 强度 与 其 中 一 路 磁场 的 关系 


题 1147 中 子 干涉 仪 将 一 束 单 色 热 中 子 束 分 裂 为 径 空间 不 同 路 径 的 两 束 ， 最 后 再 会 
合 到 一 起 相干 到 加 ( 题 图 11.47(a)). 在 两 条 途径 之 一 加 上 磁场 ， 磁 场 会 使 中 子 自 旋 方向 发 生 
转动 . 仪器 的 设置 使 得 在 重新 会 合 前 ， 两 束 中 子 具有 相等 的 强度 ， 在 没 加 磁场 时 两 路 具有 
等 长 的 有 效 距离 . 取 x, y, z 为 Descartes 坐标 , a, AH o, EIES. (1) ASPERA 
于 o 态 , 常 磁 场 B 沿 x+ 轴 方 向 加 在 其 中 一 路 上 , 证 明 经 过 时 间 := nh/2y, Bn 是 中 子 磁 偶 极 
矩 ) 后 这 一 路 中 子 的 自 旋 被 颠倒 . (2)》 自 旋 同 样 可 以 由 沿 y 轴 方 向 的 B( 同 样 强度 ) 经 过 同样 的 
时 间 来 反 转 . 在 这 两 种 情况 下 ， 中 子 经 过 磁场 后 中 子 的 自 旋 波 函数 有 无 区 别 9 在 两 种 条 件 
下 ,最终 又 加 后 的 自 旋 方 向 是 什么 ? (3) 若 磁场 沿 z 轴 经 过 Dr= nhi B; @t=2nh/p B , 
其 他 条 件 都 相同 ， 在 每 种 情况 下 ， 经 过 磁场 的 那 束 中 子 的 自 旋 方 向 怎样 ? 最 终 干涉 强度 有 
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区 别 吗 ? 


题 图 11.47(a) 


解 (1) 在 题 图 11.47(b) 中 标 有 无 磁场 时 中 子 束 自 旋 的 方向 , 因为 磁场 沿 x 轴 方 向 ， 故 
磁场 引起 的 Hamilton Æ H =-u-B=-u,B, P y APTE, pa 为 磁 矩 的 x 分 量 . 因此 


0 的 本 征 态 


(a+) (e-0) 
V2 V2 
即 石 的 本 征 态 ， 本 征 值 相应 为 
HaB 和 -HnB 
a b c 
I ni 
1 < 探测 名 
L, 
题 图 11.47(b) 


在 上 =0 时 ， 中 子 刚 进 人 磁场 时 ， 自 旋 方 向 沿 z 轴 ， 自 旋 波 函数 为 
yo-a = 2t8B Leh. L 
Z2 A2 V2 2 
# HERAF, # tI 
= 212 


exp(—i@t) + z > f expliæt) = acosøæt -if sin ot (1) 


式 中 
ho = u,B 


当 + = mzh/2n, BRAŤ, 有 wt = 了 了， 于 是 w(t) =p. 这 时 离开 磁场 的 中 子 束 自 旋 方 向 沿 -z 


轴 . 
(2) 当 磁 场 沿 y 轴 方向 ， 这 时 HEERA o, 的 两 个 本 征 矢 ， 即 
a+iß a—if 
V2 V2 


本 征 值 仍 为 .8 E -aB (u, rh F WEB y SEED). 所 以 上 时 刻 波 函数 为 
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Q-i0 
2 


exp(iotr) = z cost — p sin øt 


y(t)=2 = exp(-iæt) + 


当 wi = 时 ， w(tf) = ， 离 开 磁场 后 ， 中 子 自 旋 方 向 也 沿 -z 方向 . 


虽然 这 与 (0) 最 后 自 旋 方 向 相同 ， 但 自 旋 态 却 不 一 样 ， 两 者 差 -一 个 相位 因子 i， 因 此 当 
和 另 一 路 不 经 过 磁场 的 中 子 束 ( 自 旋 态 为 办 相干 登 加 后 ,两 种 情况 的 到 加 后 中 子 束 的 波 函数 
分 别 为 
y=(w-i6)/ 2 B 沿 x 方向 (2) 
y=(a+P)/Y2 B Wr ?方向 (3) 
我 们 知道 式 (2) 表 示 自 旋 沿 -y 铀 方向 ， 而 式 (3) 的 波 函 数 表 示 自 旋 沿 x 轴 方 向 . 
O) D 当 1=7h/148 时 ，wt = 由 式 (1) 可 知 
多 (人 = 一 C 
这 时 虽然 自 旋转 过 2z， 方 向 仍 沿 z 轴 正 方向 , 但 自 旋 波 函 数 差 一 个 负 号 ,这 也 是 纯 量子 效 
应 . 对 于 自 旋 是 半 整 数 的 粒子 都 适用 . 图 当 != 2mh/ u, B Bf, wt= 2, RORA 
yD)=0 
即 当 自 旋 方 向 转 过 4z， 粒 子 自 旋 波 函数 完全 复原 . 自 旋 波 函数 的 符号 (相位 因子 ) 仅 靠 一 东 
无 法 被 测量 到 ， 但 通过 二 束 的 干涉 可 被 测量 到 . QD 情 况 下 ， 两 束 中 子 相干 相 消 ， 相 干 中 子 
束 强度 为 零 ;而 @ 的 情况 下 ， 相 干 光束 相干 相 长 ， 强 度 最 大 , 


11.48 奇偶 相干 态 是 a (a 为 漂 灭 算 符 ) 的 本 征 态 
RB 1148 ” 试 证 明 下 面 两 种 态 为 对 的 本 征 值 为 吃 的 本 征 态 (a 为 潭 灭 算 符 ，o 为 复 常 数 ) 
_ 2 lo a?” 
la), =(coshlal ) 2 Gil 


1 om 2n+1 
= (qi 2.5 a 
|a), = (sinh|a|') Sil) 
mja) ,|a)。 常 被 称 为 偶 相 干 态 与 奇 相 干 态 )， 


解 
a” 
= (cosh l 2 2|2n 
a*a), = Ceo lol È -A a7 2n) 

= (cosh| 咱 ) Br 
=@ 2(cosh|oË ) ik pn m) 
=a° |o), 

类 似 有 


a° |a), = |w)。 
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1149 被 约束 在 圆 轨道 上 运动 的 粒子 ， 在 有 无 外 磁场 时 的 本 征 态 、 本 征 能 量 
和 磁 矩 ， 及 它 的 顺 磁 能 量 与 抗 磁 能 量 


题 11.49 一 个 质量 为 m, 电量 为 e 的 粒子 被 约束 在 一 个 半径 为 a 的 圆 轨 道上 运动 . 设 
x 为 沿 轨 道 的 距离 ，(1) 证 明 波 函数 


== exp(inx/a), Cie a) 
是 Schrödinger 方程 的 解 ， 相 应 的 本 征 能 量 为 
nR 
2ma? 
这 里 n 为 零 或 正 整数 . (2) 证 明 作 轨道 运动 的 粒子 具有 磁 偶 极 矩 


neh 
=+— 
# 2m 


O) 当 一 个 垂直 于 轨道 平面 的 均匀 磁场 B 被 加 在 轨道 上 ,证明 磁场 可 以 用 一 个 矢 势 A 来 描 
BA 的 方向 与 圆 轨 道 相 切 ， 它 的 大 小 为 4= aB/2. (4) 对 于 确定 的 4 值 ，(1) 中 的 两 个 波 函 
数 仍然 是 新 的 Schrödinger 方程 的 解 ， 但 相应 的 能 量 本 征 值 为 


0 一 


E= E +Ë, + E, 
这 里 
2: 2 2 
g = Í nhi aus hj = eA 
ma 2m 


(5) E By FIRR E, E, 相应 于 逆 磁 能 量 . 
解 (D 轨道 中 运动 粒子 的 Hamilton 量 为 


H = 1 > = _ Ka 

2m 2m dx? 
所 以 Schrödinger J Hy = Eyy 可 写 为 

dy ,2 

+K =0 
这 里 

2mE, 
s GD 

方程 的 解 是 


y = Cexp(+ikx) 
AF C 为 常数 ， 因 为 x 与 x+2na 是 同一 点 ， 所 以 有 
w(x)=w(x+ na) 
由 此 可 知 
k= 


式 中 为 0 或 正 整数 .C 由 归 一 化 条 件 得 出 


aJa 


2) 
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7 lydt = 2ra? =1 


AROMA, TA 
wR 
o5 2ma? 


QQ) RRABRIE p NX | 
nae (3) 


人 二 轨道 面积 x 电流 = 土 


这 里 7 是 转动 周期 , 设 v 为 粒子 速度 ， 则 有 
1 v p hk _ nh (4) 


T 


T 2na = 2am 2nam 2ra°m 


RARA, 有 


h 
=+ (5) 
2m 


(3) 由 Stokes 定律 与 召 =Vx4 可 得 
$a-a= /faa (6) 


AP: 由 是 沿 轨道 的 积分 线 元 ，dy 是 被 轨道 围 住 的 平面 的 面 元 . AA BERRE, KRO) 
HAAB, XAK A 与 轨道 相 切 ， 且 大 小 不 变 ， 故 上 式 左 边 等 于 2ra4 ， 由 此 可 得 


即 


Schrödinger 方程 为 


K dy ieh dy e242? 

一 一 一 :一 一 十 一 一 .一 一 十 
2m d m dx 2m 

WRR y =exp(gx) 是 式 (7) 的 解 ， 如 果 4 满足 

2 2 : 2 42 
Aq + ihAg eA Dp 

2m m 2m 

Bp 

g +2uq+w=0 (8) 


AP 


wazy erk j ©) 
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k? = 2mE/h? (10) 


ġ=-u+vVu —w=i(j+k) 
先 不 考虑 归 一 化 常数 ， 我 们 得 到 


由 式 (8) 到 式 (9)， 可 得 


w(x)=exp[i(j+k)x], w_G) =exp[i(; — k)x] (11) 
由 周期 性 边界 条 件 w(xz)=w(xz+2ra) ， 可 得 
jtk== Gio, i-k=— Q) (12) 


将 式 (12) 代 入 式 (LD， 则 (D 中 的 两 个 波 函 数 仍 是 此 时 Schrödinger 方程 的 解 ， 但 能 量 却 
不 一 样 了 ， 由 式 (10) 可 知 对 y， 有 


n Rè (n 2 
K, =—- j, E, =—|I—- j 
"5a 7 + zz j) 
Xiv, A 
2 2 
K_ = 一 十 了 -2 中 
2m\a 
这 样 有 
E, = E, + E, + E, 
这 里 
nh j PP 


E =+ , E, =—— 
ma 2m 
(S) HARA hj = eA R A=aB/2 , WAHT USA 
E 三 一 


由 式 (5) 可 知 ， 这 正 是 轨道 粒子 原先 的 磁 偶 极 子 与 所 加 的 磁场 的 相互 作用 能 即 相应 于 顺 磁 能 
E. 因为 1 与 如 的 方向 相同 , 所 以 E 2. 对 于 yy- 态 , 粒子 沿 相反 方向 运动 , pW 与 B 反 向 ， 
相互 作用 能 为 正 值 . 包 的 表达 式 为 


PP _ ep? _ e2a2B2 


2m 2m 8m 

抗 磁 效 应 是 磁场 引起 的 磁 偶 极 子 的 变化 与 磁场 本 身 的 相互 作用 . 下 面 我 们 用 经 典 的 方 
法 来 计算 这 一 相互 作用 能 . 假设 磁场 由 零 逐 渐 增 加 到 最 终 的 Bo 值 ， 在 磁 声 变化 时 要 产生 感 ` 
应 电场 ， 由 Faraday 电磁 感应 定律 有 


ma 2nae 
df 


式 中 a 是 感 生 电场 ， 其 方向 和 dB 方向 成 左手 螺旋 关系 . MERETET, WEA v, M 
电场 引起 的 动量 变化 为 


mdv =~eedt = dB (13) 
由 式 G)， 式 (4) 可 知 粒子 的 磁 偶 极 矩 为 
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e eav 
a 

所 以 式 (13) 中 动量 的 变化 引起 的 磁 偶 极 矩 的 变化 为 
ea? 


ea 
da =a = dB 
Ham 


当 磁 场 从 0 增加 到 Po 时 ， 总 的 能 量 改变 为 
B ea By ea? B? 
Basf, Bln= r h P= an 
去 掉 式 (14) 中 Bo 的 下 标 , 可 见 E, = Ey- 因为 ERKARPTEE h , 所 以 再 次 让 我 们 看 到 ， 
在 这 种 情况 下 量子 与 经 典 的 结果 一 致 
11.50 两 束 基态 银 原子 如 何 区 分 是 自 旋 纯 态 还 是 自 旋 混合 态 


题 11.50 ”两 束 基态 银 原 子 , 一 束 处 于 自 旋 混 合 态 , 一 束 为 纯 态 . 你 能 用 Stern-Gerlach 
实验 装置 检验 出 哪 一 束 属于 纯 态 或 混合 态 吗 ? 
解 “ 设 纯 态 为 |w) = w|+)+ B|-)》 ， 这 里 | 二 ,| 为 8。 MERE A 的 本 征 态 . 若 令 


(14) 


jal=c0sg, [al=sing, 0<0<x 


p=arg p —arga, z= (ag +arga) 
则 | 可 写 为 
| = cos £ Jee a) sinf 2 eee] -) a) 


式 (1) 表 示 的 态 正好 是 S, = S -n 的 本 征 值 为 的 本 征 态 ， 其 中 = (singcosgsingsingp， 
cos9). 所 以 对 一 个 纯 态 来 说 ,旋转 Stem-Gertach 仪器 中 的 磁场 方向 总 可 以 找到 一 个 方向 使 
银 原子 束 通过 时 不 再 发 生 分 裂 ， 而 混合 态 则 无 法 做 到 这 一 点 ， 
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20 年 磨 一 剑 ”30 位 资深 教授 合作 的 结晶 


150 位 高 才 生 的 灵性 显现 


《物理 学 大 题 典 》 是 中 国 科 学 技术 大 学 30 位 资深 教授 长 期 希 力 合作 的 成 果 ， 这 套 大 
型 大 学 物理 题解 丛书 的 前 身 是 在 中 国 物理 学 界 久负盛名 的 《美国 物理 试题 与 解答 》 从 
书 ，《 美 国 物理 试题 与 解答 》 是 CUSPEA 项 目的 成 果 . 内容 主 要 是 美国 名 牌 大 学 研 
院 的 入 学 试题 解答 ， 本 次 修订 工作 历时 近 2 年 ， 丛 书 除 继续 涵盖 力 ， 热 . X. 8. 近代 
物理 到 四 大 力学 全 部 基础 物理 学 内 容 之 外 ， 还 包括 了 原子 核 物理 ， 粒 子 物 理 ， 凝 聚 态 
物理 ， 等 离子 体 物理 、 天 体 物理 .激光 物理 ， 量子 光学 和 量子 信息 物理 等 内 容 ， 大 体 
涵盖 了 当 合 性 大 学 全 部 本 科 物 理 课程 的 内 容 。 本 次 修订 补充 了 近年 美国 的 考题 
中 国 的 考题 和 俄罗斯 等 国 的 考题 ， 也 有 一 些 题目 源 自 编 委 们 的 科研 工作 成 果 
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物理 学 ， 由 于 它 在 自然 科学 中 所 具有 的 主导 作用 ， 在 人 类 文明 史 中 ， 特 别 是 在 人 类 物 
质 文明 史 中 ， 占 据 着 极其 重要 的 地 位 经 典 物理 学 的 诞生 和 发 展 曾 经 直接 推动 了 欧洲 物质 
文明 的 长 期 飞 晓 . 20 世纪 初 诞生 并 茵 勃发 展 起 来 的 近代 物理 学 ， 又 造就 了 上 个 世纪 物质 文 
明 的 辉煌 . 自 20 世纪 末 到 21 世纪 初 的 当前 时 代 ， 物 理学 正在 以 空前 的 活力 ， 广 阔 深 入 地 
开创 着 向 化 学 、 生 物 学 、 生 命 科学 、 材 料 科学 、 信 息 科 学 和 能 源 科 学 渗透 和 应 用 的 新 局 面 . 
在 本 世纪 里 ,物理 学 再 一 次 直接 推动 新 一 轮 物质 文明 飞 路 的 伟大 进程 已 经 开始 . 

但 是 ， 发 展 到 目前 的 物理 学 宽广 深厚 ， 累 积 的 知识 浩瀚 无 塌 . 教授 和 学 习 物理 学 都 是 
一 个 相当 艰苦 而 漫长 的 过 程 . 在 这 个 漫长 过 程 的 许多 环节 中 ， 做 习题 是 其 中 必要 而 又 重要 
的 环节 . 做 习题 是 巩 圈 所 学 知识 的 必要 手段 ， 是 深化 拓展 所 学 知识 的 重要 练习 ， 是 锻炼 科 
学 思维 的 体操 . 习题 对 于 教师 和 学 生 双 方 都 是 重要 的 . 

然而 ， 和 习题 有 关 的 事 都 是 很 不 起 眼 的 事 . 在 有 些 人 眼中 ,求解 和 编纂 练习 题 是 全 部 
教学 活动 中 相当 次 要 的 环节 . 习题 集 也 确实 是 所 有 著作 中 “最 低层 ”的 ， 是 大 约 只 有 “ 傻 
子 ” 们 才 肯 做 的 事 ， “聪明 人 ”常会 找 诸如 习题 集 不 应 当 出 之 类 的 理由 ， 光 明正 大 地 规避 
F. 

但 是 ,在 教授 和 学 习 过 程 中 ， 只 要 是 需要 的 ， 都 是 合理 的 ， 也 总 得 有 人 去 做 才 行 . 于 
是 我 们 编 委 会 的 这 些 人 ， 本 着 甘 为 稀 子 牛 的 精神 ， 平 时 在 科研 和 教学 中 一 道 题 一 道 题 地 积 
累 ， 现 在 又 一 道 题 一 道 题 地 编审 ， 花 费 了 大 量 时 间 做 着 这 种 不 起 腿 的 事 . 大 家 觉得 ， 这 件 
事 终究 是 教 与 学 双方 共同 需要 的 ， 也 就 是 有 益 的 ,正如 一 个 城市 基础 建设 中 ， 不 能 都 去 做 
地 面 上 的 摩天 大 楼 和 纪念 碑 等 “抢眼 球 ” 的 事 ， 也 还 需要 做 诸如 修建 马路 、 下 水 道 等 基础 
设施 的 事 . 

这 套 《 物 理学 大 题 典 》 的 前 身 是 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 出 版 的 《美国 物理 试题 与 解 
E ARO. 那 套 丛书 于 20 世纪 80 年 代 后 期 由 张 永 德 发 起 并 组 织 完成 ， 内 容 包括 普通 
物理 的 力 、 热 、 光 、 电 、 近 代 物 理 到 四 大 力学 的 全 部 基础 物理 学 . 出 版 时 他 选择 了 “中 国 
科学 技术 大 学 物理 辅导 班主 编 ”的 署名 方式 . 自 那 套 丛 书 出 版 之 后 ， 虽 历经 10 余年 ， 仍 然 
有 不 断 的 需求 ， 于 是 就 有 了 现在 的 这 套 丛书 一 一 《物理 学 大 古典 》. 

现在 这 套 《 物 理学 大 题 典 》 从 书 的 内 容 ， 除 继续 涵盖 力 、 热 、 光 、 电 、 近 代 物 理 到 四 
大 力学 全 部 基础 物理 学 内 容 之 外 ， 还 包括 了 原子 核 物理 、 粒 子 物理 、 凝 集 态 物理 、 等 离子 
体 物理 、 天 体 物理 、 激 光 物 理 、 量 子 光学 和 量子 信息 物理 等 内 容 . 就 是 说 ， 追 距 不 断 发 展 
的 科学 轨迹 ， 现 在 这 套 丛书 仍旧 大 体 涵 盖 了 综合 性 大 学 全 部 本 科 物 理 课程 的 内 容 . 

这 次 重新 编审 中 ， 大 部 分 教师 仍 为 原来 的 ， 但 也 增加 了 一 些 新 的 成 员 . 这 次 出 版 经 大 
家 着 力 重 订 和 大 量 扩充 ， 又 耗 时 近 两 年 而 成 . 总 计 起 来 ， 这 套 丛 书 前 后 历时 近 20 年 ， 耗费 
了 30 余 位 富有 科研 和 教学 经 验 的 教授 . 近 150 位 20 世纪 80 年 代 和 现在 的 研究 生 及 高 年 级 
本 科 生 的 巨大 辛劳 . 丛书 确实 是 大 家 长 期 共同 劳动 的 结晶 . 

《物理 学 大 题 典 》 中 包括 了 大 量 的 美国 物理 试题 . 一 般 说 来 ， 美 国 物理 试题 涉及 的 数 


“ji。 量子 力学 


学 并 不 繁 难 ， 但 却 或 多 或 少 具 有 以 下 特色 : 内容 新 颖 ， 富 于 “当代 感 ”; 思路 灵活 ， 涉 及 
面 宽广 ; 方法 和 结论 简单 而 实用 ， 试 题 往往 涉及 新 兴 和 边沿 交叉 学 科 ; 不 少 试题 本 身 似乎 
显得 粗糙 但 却 抓 住 了 物理 本 质 ， 显 得 “物理 味 ” 很 足 . 纵 观 这 些 ， 我 们 深切 感到 ， 这 些 题 
目的 集合 在 一 定 程度 上 体现 了 美国 科学 文化 的 个 性 及 思维 方式 的 特色 , 惟 鉴 于 此 ， 我 们 不 
情 繁 重 ， 集 众多 人 力 而 不 愤 ， 耗 漫长 岁月 而 不 缀 ， 还 是 值得 的 . 

至 于 这 次 扩充 修订 所 增添 的 大 量 感 目 ， 也 是 本 着 这 种 精神 ， 摘 自 大 家 各 自 的 科研 工作 
成 果 ， 或 是 来 自 各 人 的 教学 心得 ， 实 是 点 滴 聚 成 . 

这 里 要 强调 指出 ， 对 于 学 生 ， 确 实 有 一 个 如 何 正确 使 用 习题 集 的 问题 有 的 同学 ， 有 
习题 集 也 不 参考 ， 咬 牙 硬 顶 ， 一 个 晚上 自习 时 间 只 做 了 两 道 题 . 这 种 精神 诚 应 嘉 勉 ， 但 效 
率 不 高 ， 也 容易 挫伤 学 习 积极 性 ， 不 利于 培养 学 习 兴 趣 ， 也 有 的 同学 ， 逮 到 合适 解答 提 笔 
就 抄 , 这 样 做 是 浮躁 的 、 不 踏实 的 . 这 两 种 学 习 方法 都 不 可 取 . 我 们 认为 , 正确 使 用 习题 集 
是 一 个 “三 步 曲 ”过 程 : 直到 一 道 题 ， 先 自己 想 一 想 ， 想 出 来 了 自己 做 最 好 ; 如 果 认 真 想 
了 一 些 时 间 还 想 不 出 来 ， 就 不 要 老 想 了 ， 不 妨 翻 开 习题 集 找 答案 ， 看 懂 之 后 ， 合 上 书 自 己 
把 题目 做 出 来 ; 最 后 一 步 ， 要 是 参考 习题 集 做 出 来 的 ， 就 用 一 两 分 钟 时 间 分 析 解 剖 一 下 ， 
找 找 自己 存在 的 不 足 ， 今 后 注意 . 如 此 “三 步 曲 ” 下来， 就 既 有 效率 又 踏实 了 . 本 来 ,效率 
和 踏实 是 一 对 矛盾 ， 在 这 类 “治学 小 道 ” 之 下 ， 它 俩 就 统一 起 来 了 . 总 之 ， 正 确 使 用 之 下 
的 习题 集 肯定 能 够 成 为 学 生 们 有 用 的 “ 息 山 ”工具 . 

处 书 这 次 重 订 扩充 工作 是 在 科学 出 版 社 胡 升华 博士 的 倡议 和 支持 下 进行 的 ， 没 有 他 的 
推动 ， 这 套 从 书面 世 是 不 可 能 的 . 同时 ， 在 这 次 重 订 扩充 工作 里 ， 我 们 得 到 了 中 国 科学 技 
术 大 学 的 部 分 教学 资助 ， 以 及 编 委 会 中 郭 光 灿 和 周 又 元 两 位 院士 和 刘 万 东 教 授 的 支持 . 对 
于 这 些 宝 贵 的 支持 ， 谨 表示 深切 感谢 . 


《从 书 》 的 最 子 力学 卷 共 计 11 章 , 题目 总 数 由 原来 380 道 增 扩 为 707 道 . 题目 来 源 是 
一 些 国际 著名 大 学 (包括 哥伦比亚 大 学 、 加 州 大 学 伯克利 分 校 、 麻 省 理工 学 院 、 威 斯 康 星 大 
学 、 世 加 哥 大 学 、 普 林 斯 顿 大 学 、 纽约 州立 大 学 布 法 罗 分 校 ) 的 试题 和 习题, CUSPEA 考试 、 
丁 禾 中 考试 试题 ,一 些 量子 力学 习题 集 (作者 分 别 是 H. Mavromatis, G. L. Squires, D ter Haar, 
康 斯 坦 丁 内 斯 库 等 ，B . M. Tanaarkaii 等 ， 以 及 钱 伯 初等 )， 部 分 量子 力学 教材 ( 朗 道 、 张 永 
德 、 普 遵 言 等 )， 另 有 相当 一 部 分 是 我 们 自 拟 的 . 

前 后 近 20 年 中 ,参加 本 卷 解 题 的 人 有 任 勇 、 戴 铁 生 、 病 旭 东 、 周 苏 闽 、 王 力 军 、 何 小 
K EER WEE, BRE AE SR RAR, WH Kan pe, T, 
RER AAA) KE HEE mE KRS. 其 间 也 听取 过 马 雷 、 唐 忠 、 潘 建 伟 、 刘 
TR RESAN. 为 了 丛书 行文 简洁 , 书 中 不 再 另行 指出 他 们 姓名 . 另外 , RRE 
郁 司 夏 、 赵 博 、 赵 梅生 、 杨 洁 、 张 强 、 曾 树 祥和 王立 志 分 别 承 当 过 部 分 审 校 、 抄 写 和 计算 
机 输入 工作 . 编写 期 间 曾 承 俞 礼 钧 教授 提供 过 资料 . 本 卷 前 5 章 由 柳 盛 典 负责 编写 , 后 6 
章 由 吴强 负责 编写 ， 然 后 再 经 交换 审阅 . 全 书 由 张 永 德 统 稿 并 断 续 地 校 阅 过 . 


编审 者 谨 识 
2005 年 5 月 


题 意 要 览 


1.1 JLX MAIE. 

12 “基本 量 的 数值 估计 . 

1.3 ” 几 个 重要 数值 的 量 级 . 

1.4 ” 几 个 重要 实验 的 意义 . 

1.5 ”电子 的 双 链 干涉 . 

1.6 电子、 中 子 、 光 子 的 de Broglie 波长 . 
17 ”原子 的 稳定 性 . 

1.8 ”光子 衰变 . 

1.9 ”电子 偶 素 的 衰变 . 

1.10 光波 的 反射 与 折射 . 

1.11 de Broglie 波 的 相 速 与 群 速 . 

112 考虑 相对 论 修正 后 电子 的 de Broglie 波长 . 
1.13 de Broglie 波长 的 计算 . 

1.14 电子 显微镜 的 分 辩 率 . 

115 波 函 数 的 归 一 化 . 

1.16 粒子 的 径 向 分 布 与 角 分 布 . 

1.17 验证 不 确定 性 关系 . 

1.18 ”利用 不 确定 性 关系 ,估计 无 限 深 方 势 阱 中 的 粒子 的 基态 能 量 . 
1.19” 波 函数 的 归 一 化 及 x* 、p? 的 计算 . 
1.20 ”自由 粒子 动量 和 动能 平均 值 的 计算 . 
121 HERAA. 

1.22 ”电子 Young 双 缝 实验 与 测量 公设 
123 测量 公设 例 (1). 

124 测量 公设 例 (2) . 

125 测量 公设 例 (3) . 

1.26 能量 守恒 . 

1.27 一 维 束缚 态 无 简 并 . 

1.28 一 维 束缚 态 的 性 质 . 

129 ” 宇 称 (空间 反 演 ) 算 符 . 

130 在 Hamilton 量 定 态 分 立 谱 中 动量 的 平均 值 恒 为 零 . 
131 广义 Vira 定理 . 

132 广义 Hellmann-Feynman 定理 . 


1.33 É: ê| =0 时 ， 在 Hermite 算 符 4 的 分 立 谱 本 征 态 下 记 的 平均 值 为 零 . 
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量子 力学 


[3,4] = 时 能 量 本 征 态 的 性 质 . 


算 符 函数 BY 的 展开 . 

坐标 算 符 本 征 值 谱 的 讨论 . 

动量 算 符 本 征 值 谱 的 讨论 ， 

坐标 平移 算 符 的 本 征 值 及 本 征 态 
轨道 角 动 量 算 符 志 的 Hermite 性 条 件 . 
Kubo 恒等式 . 

压缩 算 符 的 转 置 及 Hermite HAR. 
算 符 这 的 转 置 及 Hermite IRR. 


对 Hermite 算 符 À, Ê , 84% (À +i) Hermite 性 的 条 件 . 
压缩 算 符 在 x 表象 中 的 表示 . 

压缩 相干 态 在 x 表象 中 的 表示 . 

压缩 态 的 另 一 种 形式 . 

Fourier( 积 分 ) 变 换 的 性 质 . 

动量 空间 的 Schrödinger 方程 . 

F =ap+ px HEEK. 

算 符 x+ E 的 本 征 态 


两 反对 易 算 符 存在 共同 本 征 态 的 条 件 . 
线性 算 符 在 连续 谱 表象 中 的 矩阵 元 一 一 积分 核 . - 


算 符 = 和- 的 积分 术 


算 符 字 的 产 ,新 ,人 的 积分 核 . 

已 知 算 符 荆 积分 核 的 形式 ， 讨 论 上 的 Hermite 条 件 . 
两 对 易 算 符 的 积分 核 之 间 的 关系 . 

5 X, 都 对 易 的 算 符 为 常数 算 符 . f 
积分 核 形 如 F(x, x) = f(x)"(x) 算 符 的 本 征 值 、 本 征 态 . 
车 Ay(x)=y(-x) 则 Kp(p)=9(-p). 

算 符 函 数 在 连续 谱 表 和 象 中 的 和 矩阵 元 一 一 积分 核 . 
投影 定理 . 

投影 算 子 . 

投影 算 子 的 积分 核 . 

投影 算 子 的 形式 . 

力学 量 平均 值 对 时 间 的 二 次 微 商 . 

坐标 算 符 平均 值 对 时 间 的 二 次 微 商 . 

算 符 整 函 数 与 多 的 对 易 关 系 . 

Baker-Hausdorff 公式 . 
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2.16 


2.17 


2.18 


2.19 


HEZK “Vi. 


Glauber 公式 . 

对 易 关 系 的 一 个 重要 结果 . 

矢量 算 符 的 点 乘积 、 又 乘积 与 标量 算 符 的 对 易 关 系 . 
轨道 角 动 量 算 符 与 整 函数 算 符 的 对 易 子 . 

轨道 角 动 量 与 动量 算 符 的 两 个 代数 关系 . 

矢量 算 符 与 角 动 量 算 符 的 一 般 代 数 关系 . 

P, 所 的 代数 结果 . 

Ë, 六 P 的 混合 积 与 二 重 叉 积 . 

关于 万 ,三 的 几 个 代数 关系 . 

Schmidt 正 交 化 方案 . 


Virial 定理 的 应 用 
态 随时 间 的 演化 . 
力学 量 平均 值 随时 间 的 演化 . 

自由 粒子 波 包 的 扩散 . 

自由 粒子 运动 的 普遍 解 . 

粒子 在 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 的 运动 . 

一 维 盒 中 的 粒子 . 

平面 转子 . 

禁闭 在 一 维 盒 中 电子 对 器 壁 的 压力 . 

半壁 无 限 高 方 势 阱 . 

H=H, + 的 求解 ， 


一 维 束缚 态 的 北 ( 反 散射 ) 问 题 (1). 
一 维 束缚 态 的 逆 ( 反 散射 ) 问 题 (2). 
一 维 束 缚 态 的 逆 ( 反 散射) 问题 (3)， 
一 维 束缚 态 的 逆 ( 反 散射 ) 问 题 (4). 
半壁 无 限 深 和 有 限 深 对 称 方 势 阱 存在 束缚 态 的 条 件 . 
2 势 阱 的 束缚 态 . 
9 势 阱 的 束缚 态 中 ， 使 粒子 处 于 | 对 < x, 的 概率 为 1/2 BJ x; Ë. 


VO) = paw, —a<x<o 
oo， x<-a 


一 维 束缚 态 逆 问 题 . 

Va) =—a6(x) +V, vi xz<0 
W，x>0 

e, x<0,x>a 


Q(x~a/2), O<x<a 


V(x) -| 


vi 量子 力学 


220 ”处 于 谐 所 子 释 加 态 的 (2 . 
221 V(X)= K > 

©, x<-d 

222 Dirac 梳 . 

223 双 5 势 鱼 中 的 共振 态 能 级 . 

224 5 势 阱 中 粒子 波 函 数 系数 矩阵 . 

225 ”在 动量 表象 中 求解 5 势 阱 束缚 态 问题 . 

226 ”粒子 在 非 经 典 区 的 概率 (谐振 子 基态 ). 

227 粒子 在 对 称 方 势 阱 中 运动 ， 阱 口 刚好 出 现 一 条 束缚 态 能 级 的 条 件 . 
228 van der Waals 力 势 场 中 的 束缚 态 . 

229 ”限制 在 圆周 上 运动 且 存 在 一 个 5 势 垒 的 束缚 态 . 
230 ”限制 在 一 段 圆 弧 上 运动 的 粒子 . 

2.31 HARHA LAR. 

232 ”谐振 子 基态 为 最 小 不 确定 性 态 . 

233 ”谐振 子 能 量 本 征 态 的 演化 . 

234 ”谐振 子 随时 间 的 演化 (1). 

235 ”谐振 子 随时 间 的 演化 (2). 

236 ”谐振 子 势 中 心 加 一 个 很 高 很 薄 势 又 . 

2.37 与 给 定 的 谐振 子 本 征 态 能 级 相 邻 的 本 征 态 . 

238 ”谐振 子 随时 间 的 演化 . 

239 ”谐振 子 基态 和 第 一 激发 态 波 函数 在 p 表象 中 的 形式 ， 
240 ”两 个 能 量 本 征 态 的 能 级 差 . 

241 对 势 场 V(x)= W(x/a)”， 用 不 确定 性 关系 估计 基态 能 . 
242 一 个 关于 一 维 Schrödinger 方程 本 征 值 的 定理 . 

2.43 ”束缚 态 存在 定理 ， 

244 一 维 势 存 在 束缚 态 条 件 的 讨论 

245 ” 双 势 阱 中 态 的 一 些 讨论 . 

2.46 ”一 维 反 散射 问题 . 

247 ”自由 粒子 波 包 随 时 间 的 演化 . 

248 ”自由 粒子 波 包 随时 间 演 化 的 极限 形式 . 

249 ”ssBi2? 的 衰变 的 量子 模型 . 

2.50 V(x)=-—g[ó(x-a)+ó(x+a)]. 

251 方 势 阱 的 透射 . 

252 ” 势 阱 的 透射 和 反射 . 

2.53” 势 阱 的 反射 . 

254 ”粒子 自 势 阶 方向 人 射 时 的 透射 、 反 射 . 

255 势 阶 反射 比率 . 

256 SEREH. 


2.57 
2.58 
2.59 
2.60 
2.61 
2.62 
2.63 
2.64 
2.65 
2.66 
2.67 
2.68 
2.69 
2.70 
2.71 
2.72 
2.73 


2.74 


2.75 
2.76 
2.77 
2.78 
2.79 


2.80 


2.81 
2.82 
2.83 
2.84 


2.85 


2.86 


2.87 
2.88 
2.89 


2.90 
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一 维 散射 的 能 量 守 恒 . 

v(x)= —vosech2x 的 矩阵 . 

中 子 束 在 平板 上 的 反射 . 

光学 ( 庶 ) 势 的 吸收 系数 . 

Galileo 变换 下 Schrödinger 方程 的 解 . 

E p 表象 中 求解 6 势 鱼 的 透射 概率 . 

在 疡 表象 中 求解 双 6 势 又 的 反射 、 透 射 系数 . 
Dirac 梳 的 全 反射 . 

受 溃 力 p56 (作用 的 谐振 子 基态 、 
谐振 子 势 场 的 突变 . 

重力 场 中 粒子 的 能 量 . 

一 维 Ising 模型 . 

关于 Dirac 梳 的 计算 . 

由 算 符 满足 的 最 低 阶 方程 求 本 征 值 . 
电荷 算 符 与 “电荷 共 辆 '" 算 符 . 

算 符 本 征 态 的 完备 性 与 可 观测 量 Hermite 性 的 应 用 . 
能 量 表象 中 的 求 和 规则 (1). 


V(x)= V, = . 


复 分 子 钟 工作 原理 
能 量 表象 中 的 求 和 规则 (2) 

能 量 表象 中 的 求 和 规则 (3) 

力学 量 的 时 间 导 数 在 能 量 表象 的 矩阵 元 

在 动量 表象 中 求解 均匀 力 场 中 运动 粒子 的 定 态 波 函数 
在 均匀 力 场 中 运动 粒子 Z 与 Z 的 关系 


中 子 与 反 中 子 互相 转变 . 
表象 与 表象 变换 例 (1). 

表象 与 表象 变换 例 (2). 

由 不 确定 性 关系 求 最 小 不 确定 性 态 . 


U 
U(x) = o, 
œ 1+e 


U(x)= Uo 


cosh? ax ` 
么 正 算 符 与 么 正 矩阵 ， 
Heisenberg 表象 中 算 符 运动 方程 . 
么 正 算 符 的 时 间 导 数 ， 


积分 方程 BG) = BO) + ila, f I Boar] 的 解 . 
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量子 力学 


入 射 至 半壁 无 限 高 势 阱 粒子 的 入 射 波 和 出 射 波 的 相位 关系 . 
能 呈 表 象 中 的 求 和 规则 (4). 
中 心力 场 中 有 一 定 轨 道 角 动 量 的 定 态 中 ，(r) =0.. 
Landau 隧 落 . 
原子 单位 . 
三 维 无 限 深 势 阱 . 
“yu ASS. 
被 空 穴 束 缚 的 电子 吸收 谱 的 最 大 波长 . 
处 于 无 限 深 球 方 势 阱 基态 电子 对 器 壁 压力 . 
粒子 在 两 个 不 可 穿 透 的 同心 球 壳 中 的 运动 . 
谐振 子 基 态 是 最 小 不 确定 性 态 . 
中 心力 场 运动 粒子 各 能 级 径 向 波 函 数 的 结 点 数 ， 
三 维 各 向 同性 谐振 子 能 级 的 占有 数 和 简 并 度 . 
三 维 耦 合 谐振 子 . 
对 数 势 中 运动 的 粒子 . 
氨 原 子 受 一 无 限 高 势 壁 的 作用 . 
氢 原 子 波 函数 随时 间 的 演化 . 
ATEZ. 
电子 在 势 场 Y = kr, k > 0 中 运动 . 
重 夸 克之 间 近 似 相 互 作用 势 V(m= A+ Br. 


2 
质子 和 中 子 通过 交换 二 介子 产生 近似 的 吸引 势 Y(D)= — £ e. 


中 心力 场 束缚 态 的 一 个 重要 关系 . 
有 限 深 球 方 势 阱 中 的 束缚 态 . 
有 限 深 球 方 势 阱 存在 束缚 态 的 条 件 . 


##va.sp= x<0, yz 任意 中 运动 的 粒子 ， 计 算 其 Green 函数 及 


0, x>0, y,zfEE 
laero . 

电子 在 不 可 穿 人 的 导体 表面 上 方 的 运动 . 

非 相 对 论 电子 在 无 限 大 接地 、 不 可 穿 透 导体 上 方 的 运动 . 


粒子 在 势 场 VC)= -5r 中 运动 ， 由 不 确定 性 关系 估计 其 基态 能 
粒子 在 球 势 阱 V() =-y6(r — a) 中 运动 
V()--2+ 趣 ， (a,4 >0) ， 粒 子 的 能 量 本 征 态 . 


三 维 各 向 同性 谐振 子 与 Coulomb 场 束缚 态 径 向 方程 的 联系 . 
V0)=hAr”, ~2<v<wm 的 v>0 和 v<0 径 向 方程 的 联系 . 
V(7)= hr", ~2<v<% 的 能 级 量 纲 构 造 式 . 


EEEH 


332 V(r)= EN 粒子 在 半径 为 a 的 球面 内 出 现 的 概率 . 


333 “中心 势 场 ， 若 S >0， 则 f V-(V))udr <0. 
334 ”类 氢 离 子 处 在 束缚 态 youn H(i), 4=-L-2-3. 
335 RART (r) 的 Kramers 递 推 公式 . 

336 ”三维 各 向 同性 谐振 子 的 本 征 态 中 (x?) 的 递 推 关系 . 
337 ”原子核 的 突然 衰变 . 

338 ”用 不 确定 性 关系 估算 氨 原 子 的 基态 能 量 . 

339 ”估算 核 力 的 力 程 . 

340 ”对 于 氢 原 子 基态 ， 验 证 不 确定 性 关系 . 

3.41 类 和 氨 离 子 n, =0 态 的 讨论 . 

342 ”所 原子 六 =0 态 ， 电 子 在 经 典 禁 区 外 的 概率 . 
3.43” 毛 原子 态 s 态 中 计算 Ax, Ap... 

344 ” 碱 金属 价 电 子 受 屏蔽 势 作 用 时 的 能 级 . 

345 ”中 心力 场 等 效 势 的 讨论 . 

3.46” 双 原子 分 子 ， 分 子 内 部 运动 能 级 的 近似 表达 式 . 
3.47 Morse 势 的 s 态 解 . 

348 ”有 限 深 球 方 势 阱 的 一 般 讨 论 . 

3.49 n-p 体系 束缚 态 . 

350 介子 的 弹性 袋 模型 . 

351 二 维和 三 维 中 心力 场 能 量 本 征 值 的 对 应 关系 . 
3.52 ”在 无 限 长 圆 简 中 运动 粒子 的 能 量 . 

3.53 ”中 心力 场 束 缚 态 能 级 对 磁 量 子 数 闫 简 并 . 

354 ”中 心力 场 存 在 束缚 态 的 充分 条 件 . 

355 ”和 氨 原 子 定 态 波 函数 径 向 部 分 在 动量 表象 中 的 形式 . 
3.56 ”粒子 在 Kratzer 分 子 势 中 运动 束缚 态 解 . 

3.57 三维 中 心力 场 的 “ 反 散 射 ”问题 (1). 

3.58 三 维 中 心力 场 的 “ 反 散 射 ”问题 (2). 

359 ”一 维 氢 原 子 的 束缚 态 解 . 

3.60 JRT ls, 2s, 2p 态 在 动量 表象 中 的 形式 

3.61 和 氨 原 子 中 电子 的 电 矩 . 

3.62 ”刚性 球 半 径 突 变 时 处 于 球 内 的 粒子 . 

3.63 ”粒子 在 Hulthen 势 中 束缚 态 能 级 的 不 等 式 . 

3.64 无 自 旋 粒 子 在 柱 对 称 势 下 运动 的 讨论 . 

41 角 动 量 的 对 易 关系 . 

42 角 动 量 的 升降 算 符 . 

43 在 了、 六 的 共同 本 征 态 | 疡 my)》 F, RIJ (I) 及 A 
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量子 力学 


EP, 共同 本 征 态 |j,mj) 下, RU) (22). 

在 放 、 儿 表象 的 j=1 的 子 空间 ，J,、J) 的 矩阵 表示 及 本 征 值 与 本 征 态 
在 j=1 的 子 空间 中 , WERI =J. 

在 六 、 共 同 本 征 态 | 有 mm) F, Ja J, mh 0383838181. 

在 己 、L 的 共同 本 征 态 |im) P, RFS. 

在 功 态 下 ， 心 的 可 能 值 及 相应 概率 . 

与 角 动量 对 易 的 标量 算 符 在 |j,m) 中 的 平均 值 与 量子 数 mm 无 关 ， 
角 动 量 的 投影 定理 . 

角 动 量 算 符 和 矢量 算 符 的 几 个 代数 关系 . 

a, 的 本 征 值 与 本 征 态 . 

自 族 二 粒子 ，v 的 可 能 什 及 相应 概率 


与 5 的 三 个 分 量 都 对 易 的 非 零 二 维系 阵 必 为 常数 矩阵 . 
不 存在 与 a 的 三 个 分 量 都 反对 易 的 非 零 二 维 矩 阵 ， 

SU, ERRER. 

同位 旋 算 符 

(o:4)(o:B)=AB+io(AxB). 

Tr(a A), Tr[(o.4)(o:B)]. 
afc.4)-4=4-(a.4)jc. 

eic 


=cos4+ioc,sin4. 
eic'4 和 eTA eic . 
HE o e, 


ella ge io — no, +(mnxo)xncos24+nxesin24. 


c, = Cx tio, 的 一 些 代数 结果 . 

自 旋 态 |?) 的 投影 算 子 . 

自 旋 极 化 矢量 在 均匀 磁场 中 的 动力 学 方程 . 
在 6 本 征 态 下 的 自 旋 极 化 矢量 . 


s = 时 极 化 矢量 与 投影 算 子 的 关系 
在 自 旋 态 | 六 中， WE s = TTET A) 态 的 概率 . 


由 测量 结果 确定 自 旋 态 . 
轨道 、 自 旋 和 总 角 动 量 之 间 的 一 些 代数 关系 . 
总 角 动 量 的 投影 算 子 . 

o, WF (2, J2,1,) 共同 本 征 态 的 作用 结果 . 
EA Yo 下 J?、J, 的 可 能 值 及 相应 概率 . 
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# (P ,J2,J.) 的 共同 本 征 态 下 求 (0). 
Elum) 态 下 求 总 磁 矩 分 量 /的 平均 值 . 
四 G, 满足 的 最 简单 代数 关系 . 

自 旋 交 换算 符 . 

两 个 自 施 了 粒子 的 两 体 算 符 ee” 的 展开 . 


两 个 自 施 了 粒子 的 Panli 算 符 的 一 些 代数 结果 


两 个 自 施 了 粒子 自 旋 算 符 和 总 自 施 算 符 的 一 些 代数 结果 . 

KERI Si = 3(oi no :n)—-o): G> 

两 电子 原子 处 于 自 旋 单 态 时 ，L-S 看 全 对 能 量 无 贡献 

两 个 $= 非 全 同 粒子 的 自 施 状 态 中 ，5? 的 可 能 测量 值 及 相应 概率 . 
两 个 自 施 二 粒子 系 受 均 义 外 磁场 作用 时 的 能 级 . 

三 个 自 旋 记 粒子 系统 求 体系 的 能 级 和 简 并 度 . 

对 于 两 个 自 旋 了 粒子 系 的 自 施 单 态 to Sto =0 及 (nai| xn)=0. 


[Zx G "a )(0, b) zo) =-a-b 

L, L, L, 5 n, n, HND TF. 

Pauli 矩阵 的 一 些 性 质 . 

S =1 的 自 旋 算 符 的 代数 结果 

角 动 量 矩 阵 的 本 征 值 

cz: 表象 中 ac, cy 的 本 征 态 . 

在 态 y =K(x+y+2z)e-“ 中 ， 总 角 动 量 及 的 期 望 值 

Xi L=2h, S=1h HRTF, H =AL- S 的 能 级 及 简 并 度 . 

电子 在 Y= J = (e sin9 +cos9)s(n) 态 中 ，Z 的 可 能 信 及 概率 
(jm|U(A8,y)| jm’) . 

BIMENES 粒子 相互 作用 f=a+boi .ay ERA SIRA RE HERT 


两 粒子 系 互 GRJ BREE. 

在 给 定 的 空间 态 中 ， 己 ,六 的 值 

自由 碳 原 子 的 电子 组 态 . 

从 带 负电 的 全 同 的 S= 1 的 两 粒子 代 蔡 所 原子 中 电子 求 其 基态 简 并 . 
电子 自 旋 态 的 测量 . 
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量子 力学 


EAS, + BS, 的 本 征 值 、 本 征 态 . 
=4 BE ( 非 全 同 ) 粒 子 系 Hamilton 量 的 求解 
一 个 自 旋 为 1 RRF H = AS, + BS? 的 能 级 . 
两 个 自 旅 二 粒子 系 Hamilton 量 的 求解 

激发 态 原子 二 次 发 射 的 光子 之 间 的 关系 . 
磁场 中 电子 的 自 旋 态 . 

磁场 中 自 旋 粒 子 的 自 施 态 . 


磁场 中 自 旋 粒子 的 9 

H =J [002 +0202] gg. 

自由 碳 原子 存在 L-5 精细 结构 耦合 时 ， 各 可 能 态 的 9, 二/ 值 及 重 数 . 
x +d—Ən+n ， 中 子 对 的 轨道 和 总 角 动 量 . 

Q” ->A+K- 中 的 角 动 量 问题 . 

BIAZI j =L p => 8 CO 系数 

电子 在 外 磁场 中 运动 时 的 自 旋 态 及 平均 极 化 率 . 

电子 处 于 外 磁场 中 时 沿 x 和 z 方 向 的 极 化 . 

两 个 自 施 粒子 系 在 给 定 态 下 ， 总 自 施 5 = 0 的 概率 

与 电子 自 旋 有 关 的 测量 问题 . 

为 什么 气 核 不 存在 P 态 和 G 态 . 

Stern-Gerlach 装置 中 的 电子 . 

处 于 基态 的 碱 原子 通过 Stern-Gerlach 装置. 

自 旋 坟 粒子 束 相 继 通 过 两 个 Stern-Gerlach 装填 

Stern-Gerlach RIR GRAT). 

存在 自 施 - 自 旋 相互 作用 两 个 自 旋 了 粒子 系 ， 在 外 磁场 中 情况 讨论 
处 于 2， 态 氢 原 子 在 弱 和 强 外 磁场 中 的 有 效 磁 矩 . 

REH M = ys (s =1/2) 在 外 磁场 中 的 (s). 

磁 共 振 问 题 (1). 

RE A= jo 粒子 处 于 磁场 B= Boo, + Bo, 中 状态 随时 间 的 演化 . 
磁 共 振 问 题 (2). 

中 子 束 相继 穿 过 两 个 方向 不 同 磁场 时 ， 自 旋 态 的 演化 . 

(e ) 原 子 在 外 磁场 中 Hamitton 量 中 各 项 的 意义 . 


5.1 速度 算 符 及 各 分 量 间 的 对 易 关系 . 


题 意 要 览 “XV 


dy aL 
de” d 
53 自由 电子 在 外 磁场 中 的 Hamilton 量 . 
54 ”带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 的 轨道 中 心算 符 . 
5.5 ”带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 的 轨道 中 心算 符 和 轨道 半径 的 本 征 值 谱 . 
56 电荷 密度 和 电流 密度 算 符 . 
57 带电 粒子 在 均匀 磁场 及 三 维 各 向 同性 谐振 子 势 场 中 的 能 谱 . 
58 限制 在 圆周 上 的 带电 粒子 处 于 磁场 中 时 的 能 级 . 
59 ” 磁 通 量 量子 化 . 
5.10 ”对 称 规范 与 不 对 称 规范 . 
5.11 Pauli 提出 的 全 面 地 反映 电子 在 电磁 场 中 的 运动 的 Hamilton 量 . 
5.12 带电 粒子 受 均 匀 电 场 作用 时 的 含 时 Schródinger 方程 . 
5.13 ”处 于 均匀 磁场 中 无 自 旋 带电 粒子 的 能 级 . 
5.14 带电 粒子 在 恒定 相互 垂直 电磁 场 中 运动 . 
515 中 子 的 旋 量 干涉 . 
5.16 Aharonov-Bohm 效应 
5.17 将 Bohr-Sommerfeld 关系 推广 应 应 用 到 有 电磁 场 存在 的 情况 . 
5.18 ”规范 变换 对 波 函 数 的 影响 . 
5.19 ”三维 刚性 盒 中 电子 受 一 均匀 磁场 作用 时 的 能 级 . 
5.20 ”导体 圆 环 处 于 磁场 中 ， 在 此 环 中 运动 电子 的 基态 与 外 磁场 的 关系 . 
521 时 间 反 演 不 变 时 ， 波 函数 的 时 间 反 演 形 式 . 
5.22 有 自 旋 的 带电 粒子 在 均匀 磁场 中 低速 运动 时 的 Hamilton 量 . 
523 ”中 子 干涉 问题 . 
524 处 于 2p 态 氨 原子 在 外 磁场 中 ,计算 (L). 
525 不 带电 荷 磁 矩 为 4 粒子 被 约束 在 (-L, 的 无 限 深 势 阱 中 ， 在 x<0 区 加 磁场 Be, 
x>0 区 加 磁场 Bue. ， 求 能 量 本 征 态 及 能 级 方程 
5.26 ”带电 粒子 在 磁 通 为 $ 的 长 螺 线 管 穿 过 半径 为 的 双环 中 运动 时 ， 能 级 及 本 征 函 数 . 
61 用 微 扰 论 计算 椭 球 状 刚性 势 阱 中 基态 能 量 修正 . 
62 ” 微 扰 论 计算 切 去 一 角 的 无 限 深 阱 中 前 三 态 的 能 量 修正 . 
63 微 扰 论 计算 一 维 谐振 子 基 态 能 量 的 相对 论 修正 . 
6.4 Coulomb 场 中 电子 在 微 扰 势 Vy = F(r)zy 作用 下 ， 能 级 的 变化 . 
6.5 一 维 无 限 深 势 阱 中 有 一 小 势 阱 时 的 基态 能 量 一 级 修正 . 
66 ” 微 扰 论 计算 有 两 个 小 势 例 的 无 限 深 势 阱 中 能 量 一 级 修正 . 
67 微 扰 论 计算 有 一 个 小 势 全 的 无 限 深 势 阱 中 的 基态 能 量 . 


68 MSV = 全 -z ， 一 维 潜 振 子 基态 的 能 量 修正 
6.9 弹性 球 在 缓慢 移动 墙 之 间 运 动 时 能 量 随时 间 的 变化 
6.10 在 一 维 无 限 深 阱 中 突然 加 上 方 势 急 后 电子 的 颇 迁 . 
6.11 “一 维 带电 谐振 子 放 人 电场 后 基态 能 量 的 移动 


5.2 


量子 力学 


一 维 谐振 子 在 V =ay’ 微 扰 时 ， 能 量 的 最 低级 修正 . 
一 维 谐振 子 在 与 时 间 无 关 微 扰 下 的 能 量 修正 . 
一 维 谐振 子 在 微 扰 VCo = Zi? + cr 下 的 基态 能 量 改 变 . 


一 位 谐振 子 在 微 护卫 也 作用 下 ， 能 量 一 级 修正 . 


电场 使 带电 谐振 子 能 量 降低 . 

小 角度 单 摆 的 能 级 及 小 角度 近似 误差 产生 的 基态 能 量 的 最 低 阶 修正 . 
刚性 转子 在 弱电 场 中 的 能 量 修正 . 

双 原 子 分 子 的 转动 能 级 及 其 在 弱电 场 中 的 能 级 移动 . 

BEREX P 的 刚性 转子 在 弱电 场 中 的 三 个 最 低能 级 . 

两 端 带电 均匀 棒 的 转动 能 级 ， 本 征 函 数 及 其 在 电场 中 的 能 量 修正 . 
对 称 陀螺 的 能 级 及 稍 不 对 称 时 能 级 的 修正 、 . 

用 微 扰 论 与 变 分 法 分 别 计算 氨 原 子 的 电离 能 . 


粒子 在 周期 势 也 = 员 cos( 2) 中 的 本 征 态 及 WW 很 小 时 的 能 量 本 征 值 


局 期 性 边界 条 件 下 一 维 运动 电子 的 定 态 及 其 在 微 扰 V(x) = ccosgx 下 的 能 量 
修正 . 

带电 谐振 子 在 微 电 场 中 的 能 移 及 电 侦 极 矩 . 

求 氢 原 子 18，2p 态 能 级 的 Lamb 位 移 

ETAR 1s 基态 中 单 态 与 三 重 态 的 能 级 差 . 

氨 原 子 结合 能 ， 

所 原子 的 1s 态 和 2p 态 . 

原子 中 的 电子 能 级 . 

核 和 的 有 限 大 小 效应 对 基态 能 量 的 影响 . 

n -及 原子 的 1s、2p 态 之 间 的 能 级 差 . 

只 介子 原子 由 于 核 体积 的 有 限 性 产生 的 能 移 . 

定性 解释 Pauli 原理 对 能 级 的 影响 ， 给 出 氨 原 子 态 能 级 的 微 扰 公 式 . 
圆周 运动 的 粒子 在 微 扰 势 及 ' = 4singcosg 下 的 最 低 两 个 态 及 其 能 量 修正 . 


电子 在 Y(O = x> 0; Y(CD=m， zx<0 势 中 的 基态 能 级 ， 及 基态 能 量 的 Stark 
移动 

讨论 和 计算 氢 原 子 基态 的 Stark 效应 . 

为 何 氢 原 子 激发 态 有 线性 Sark 效应 ， 而 钠 原 子 激发 态 只 有 二 次 Stark 效应 
计算 Stark 效应 引起 的 氨 原 子 Su, Pu, Pa 态 的 能 级 变化 . 

说 明 普通 原子 与 氢 原子 Stark 效应 的 区 别 及 四 个 氧 原子 态 的 Stark 能 移 . 
只 剩 一 个 电子 的 离子 的 Zeman 分 裂 与 一 阶 Stark 效应 . 

用 微 扰 论 计算 在 弱电 场 时 ， 氧 原子 n=2 能 级 的 简 并 消除 与 能 移 . 

类 氧 原子 在 均匀 电场 、 磁 场 中 n=2 的 能 级 的 分 列 
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氢 原 子 处 于 相互 垂直 的 电 、 磁 场 中 ， 求 决定 能 移 的 方程 . 
用 微 扰 论 证 明 单 电子 原子 在 磁场 中 的 能 量 改变 . 
1=2 的 氢 原 子 在 静电 场 中 能 级 的 分 裂 及 讨论 . 
假定 上 题 中 的 wio 和 woo 具有 不 同 的 能 级 E +A, E°- A, 证 明 
HO + HO 相应 的 矩阵 有 本 征 值 友 +V42+ 企 . 
核 视 为 带电 球 壳 时 绕 铅 核 转动 的 /介子 的 基态 能 量变 化 . 
Lea ARRERA, MEERE THAER LER. 
处 于 一 维 盒 中 的 两 个 非 全 辐 粒 子 ， 在 相互 作用 势 45(% — x,) 的 零 级 波 函 数 及 一 级 能 
E. 
三 能 级 系统 在 微 扰 Hamilton EAH F BJ 8ER S K28421E. 
在 三 维 谐振 子 势 中 两 全 同 Femi 子 在 -462(ni —r,) 势 作 用 下 的 零 级 波 函 数 和 能 量 
一 级 修正 . 
Schwinger 表示 下 的 角 动 量 的 本 征 态 与 本 征 值 及 其 在 微 扰 VV. 了 下 简 并 的 解除 . 


求 二 维 谐振 子 在 势 了 emyx(2 + 六) 下 的 一 阶 微 扰 效 应 
用 微 拓 论 计算 了 = Ki2 + y + z? + A) 中 的 能 级 . 


2 
两 原子 由 相互 作用 势 V = 8. 一 作用 时 的 零 级 波 函数 和 一 级 能 量 修正 


三 维 各 向 同性 江 振 子 在 微 扰 H' = bxy 下 的 能 级 分 烈 
微 扰 矿 '-i[4,H。] 作 用 下 ， 算 符 的 基态 平均 信 ， 


2 
EARR THEMI AV = bye + 好)2z2 下 基态 能 量 修正 . 


自 旋 1/2 的 三 维 谐振 子 在 微 扰 4z .r 下 的 基态 能 量 修正 . 
球形 腔 内 的 粒子 在 弱 磁 场 ， 弱 电场 及 极 强 磁场 中 基态 能 量 修正 . 
三 维 谐振 子 在 均匀 电场 ， 均 匀 磁 场 中 能 级 的 简 并 度 及 能 量变 化 . 
原子 在 弱 磁 场 及 强 磁 场 中 的 能 级 分 裂 
单价 电子 原子 在 弱 、 强 磁场 中 的 能 级 分 裂 . 
电子 偶 素 在 B, + AS, - S。- (4 + Ah)-B 作 用 下 的 本 征 函 数 及 能 量 . 
磁场 作用 远 小 于 精细 结构 作用 时 ， 原 子 的 能 量变 化 . | 
j | 
TAE H = zno +o, 'G,V,(r) [o zJ, 2) -3 ado 作用 下 的 


角 动 量 及 视 Vl) 为 微 护 时 的 能 级 移动 

受 有 心力 场 作用 的 两 个 自 旋 1⁄2 全 同 粒子 系统 在 微 拓 
H'=4|30(D-Fo(2). f —c(D -ol2)]| 下 的 能 级 修正 . 

气 原子 的 超 精 细 结构 态 在 与 时 间 相 关 的 弱 磁 场 中 的 变化 . 

ZARA E =F sinte 作用 后 ， 中 心 场 中 的 粒子 S，P 态 被 占据 的 概率 . 
H =o (E; -É IH? + BBL, h #fE3E|L,M ,) 上 的 矩阵 元 与 被 作用 离子 的 能 级 
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电子 偶 素 的 四 种 自 旋 态 能 量 对 磁场 的 依赖 关系 及 磁场 撤去 后 留 在 单 态 的 概率 . 
电子 偶 素 基态 半径 及 其 在 自 旋 - 自 旋 作 用 和 磁场 作用 下 的 行为 . 

估计 处 于 基态 的 氮 原 子 的 磁化 率 . 

氧 原子 在 电磁 场 中 的 定 态 方程 及 磁场 为 微 扰 势 时 基态 能 级 移动 与 磁 矩 ， 

估计 和 氢 原 子 的 超 精细 结构 的 磁化 率 及 撤 原 子 基态 极 化 率 . 

八 个 全 同 粒子 放 人 谐振 子 势 中 的 基态 能 量 和 再 加 磁场 后 的 基态 能 车 改 变 . 
IATP s 态 电子 在 强 及 , 与 弱 及 ,作用 下 自 旋 态 的 变化 . 

2s 态 氢 原 子 通过 带电 电容 器 后 处 于 不 同上 = 2 态 的 概率 . 

两 个 相对 运动 惯性 系 的 Schrödinger 方程 及 基态 的 变化 . 

一 维 浅 势 阱 中 的 能 级 . 

二 维 浅 势 阱 中 的 能 级 . 

用 变 分 法 求 双 原 子 分 子 的 零 级 近似 波 函 数 . 

在 有 磁场 或 无 磁场 时 ， 核 内 “中 子 振 蔓 " 的 唉 迁 问 题 

用 变 分 法 证 明 一 维 吸引 势 场 中 至 少 有 一 个 束缚 态 . 

EZRA TEARI V(r) = Ax? + By* -(4+ B)z? 作 用 下 的 能 量 一 阶 修正 及 本 
征 态 . 

do 2 

微分 散 截 面 了 =|f (0, | . 


短程 散射 势 p 波 的 波 函 数 及 刚性 球 散射 微分 截面 
半径 为 R 的 刚 球 散射 下 s 分 波 的 热平衡 温度 
气体 内 部 原子 -原子 散射 主要 为 波 的 热平衡 温度 


eTa) = 2 z] 散射 时 的 截面 
erO -0 eTa 
粒子 在 中 心 势 VD -H — s a 


无 自 旋 粒子 在 吸引 球 方 势 阱 上 的 散射 

球 壳 势 V(r) =a r-p) EAF, Schrödinger 方程 的 散射 态 解 和 束缚 态 存在 条 件 . 
氨 核 的 两 个 最 低 不 稳定 能 级 对 氮气 的 a 粒子 散射 的 影响 . 

弹性 截面 的 上 下 限 . 

波 数 为 的 慢 中 子 被 半径 R 的 中 性 原子 散射 时 相 移 5 与 大 的 关系 . 
吸引 球 方 势 阱 下 ， 正 能 量 粒 子 的 !=0 分 波 的 相 移 如 与 能 量 的 关系 
吸引 球 方 势 阱 下 ， 低 能 粒子 的 散射 截面 ， 并 与 Born 近似 比较 . 
导出 一 级 Born 近似 下 ， 散 射 波 函数 满足 的 微分 方程 

当 Hamilton 量 绕 任意 轴 旋 转 不 变 时 ， 不 能 说 散射 振幅 f(9, 5 0 无 关 . 
粒子 在 一 维 热 V(x) 上 的 散射 . 

V(r) = 8620r) 散 射 截面 . 

球 对 称 势 B63(r -a) 对 高 、 低 能 粒子 的 微分 散射 截面 . 


7.20 
7.21 
7.22 
7.23 


7.24 


7.25 


7.26 


7.27 


7.28 


7.29 
7.30 
7.31 
7.32 
7.33 
7.34 
7.35 
7.36 
7.37 


7.38 


7.39 
7.40 


7.41 


7.42 


7.43 


7.44 
7.45 


7.46 
7.47 


HEZK xix: 


核子 被 一 重 核 (散射 势 为 吸引 球 方 势 阱 ) 的 弹性 散射 

用 Bom 近似 计算 粒子 在 球 对 称 分 布 电 荷 的 静电 势 场 中 的 散射 问题. 
用 Bom 近似 计算 粒子 在 V = he ”中 的 散射 截面 

用 Born 近似 计算 粒子 在 球 方 势 阱 中 的 散射 截面 


已 知 散射 城西 遇 线 O 回答 散射 势 的 力 程 与 行为.， 

用 Bom 近似 计算 散射 势 V = ee KART. 

用 Born 近似 计算 Y(r) = me “下 的 散射 截面 . 

用 Bom 近似 计算 Y(D) = 8 一下 的 散射 截面 

求证 球 对 称 势 V(r) = 乱 e- 下 的 微分 散射 截面 ， 并 推导 Rutherforda 粒子 散射 


7 
公式 . 
求解 金 锁 对 cx 粒子 的 散射 ,由 此 求 金 的 原子 序数 . 
求解 中 子 束 在 20 和 干燥 空气 中 行进 lm 后 的 衰减 . 
中 子 束 被 球 对 称 方 势 阱 散射 的 散射 长 度 与 总 散射 截面 . 
材料 的 折射 率 与 全 反射 临界 角 . 
热 中 子 + 质 子 志 所 核 + 光子, 求 一 盒 中 两 种 过 程 的 截面 比 . 
lkeV 质子 被 氧 原子 散射 时 的 散射 截面 ， 
根据 高 能 电子 被 核 散射 的 结果 考虑 核电 荷 的 分 布 . 
Ramsauer-Townsend 效应 的 起 源 及 低能 电子 的 最 大 散射 截面 . 
由 光 在 介质 中 被 一 散射 中 心 引起 的 散射 振幅 推导 色散 关系 . 


两 个 自 施 粒 子 在 作用 势 H = Ao, .as ° FEART. 


用 Born 近似 计算 中 子 -中 子 散射 的 散射 截面 . 
低能 中 子 在 质子 上 的 散射 与 不 同 自 旋 态 的 关系 . 


_ Je: TVo rsa  、 : 
v= 人 r“, ARMAR. 
自 旋 1/2 的 粒子 束 被 重 核 散射 ， 散 射 势 为 CS .5,69(n -元 ) 求 散射 截面 . 


-Àr 
两 个 自 旋 1/2 的 全 同 粒子 在 屏 项 Coulomb # e 一 Fiia. 


r 
Born 近似 计算 电子 在 散射 势 V =e” (A+ Bo .7) FB5RSHRIEI. 
人 射 粒子 P; 被 处 于 束缚 态 的 粒子 P, 在 相互 作用 势 VC —r)=V,bPóS(r -门下 的 
散射 振幅 . 
已 知 弹性 散射 总 截面 ， 求 共振 角 动 量 与 共振 时 9=180° 的 微分 散射 截面 . 
低能 中 子 被 一 核子 系统 散射 求 散射 长 度 . 


81 关于 吸收 或 发 射 一 个 光子 的 原子 态 在 电 偶 极 作用 时 的 选择 定 则 . 
82 无 限 深 势 阱 中 处 于 n=1 态 的 电子 在 E(1) 作 用 下 跃迁 到 n=2,3 的 概率 
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量子 力学 


一 维 势 箱 的 长 度 突变 . 
处 于 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 ， 在 壁 突然 变化 时 ， 态 与 动量 的 变化 . 


处 于 kx 势 中 的 粒子 ， 在 大 突变 后 基态 的 变化 . 


一 维 无 限 深 势 阱 中 的 粒子 ， 当 墙 突然 撤除 时 ， 能 量 与 动量 分 布 . 
带电 谐振 子 在 突 加 均匀 电场 中 的 跃迁 概率 . 

基态 原子 受 急剧 冲撞 后 的 激发 概率 , 

氢 原 子 受 到 突然 冲撞 后 激发 和 电离 的 总 概率 ， 


恒定 微 扰 势 作用 下 由 yw 到 w8 的 跃迁 概率 . 

频率 满足 Et -EO = io+e)(2 为 小 量 ) 的 周期 性 微 扰 对 本 征 态 的 改变 量 . 
iF H() 下 作 绝热 演化 的 系统 的 含 时 波 函 数 及 Berry 相位 . 

原子 核 训 变 后 ， 电 子 仍 留 在 天 轨道 上 的 概率 . 

所 5 套 变 后 仍 留 在 基态 的 概率 . 

MARFA, AF 1s 或 2p 态 的 概率 . 

沿 x 方 向 极 化 的 热 中 子 束 通过 一 磁场 8， 证明 自 旋 是 S, 的 本 征 态 (S 是 自 旋 沿 
某 一 随时 间 转 动 方 向 的 分 量 ). 

和 氮 分 子 通过 两 个 不 同 取向 的 Stern-Gerlach 仪器 后 各 分 束 分 子 数 的 比例 . 

位 移 平均 值 的 变化 与 经 典 振子 相似 的 谐振 子 波 包 . 

处 于 基态 的 氨 原 子 系统 在 脉冲 电压 的 电容 器 中 经 过 长 时 间 后 处 于 2p 态 的 比例 , 
证 明 唉 迁 速 率 为 y 的 原子 体系 的 辐射 能 谱 是 Lorentz 3186. 

已 知 介 子 态 |&) 和 |K,) 寿 命 ， 求 |K") mZ) 出 现 概率 . 

已 知 路 迁 率 求 路 迁 发 射 的 能 量 比 与 能 级 辐射 寿命 . 

处 于 2p 的 氨 原 子 自发 射 辐 等 于 受 激 茎 迁 概率 的 温度 . 

基态 氨 原 子 在 弱电 场 E= Ee 7'8Q() 作 用 下 ， 处 于 n=2 入 的 概率 . 

分 子 转动 能 级 ， 电 侦 极 辐射 选择 定 则 及 频率 对 v 的 依赖 . 

一 维 深 状 阱 中 电 偶 极 联 迁 距 阵 元 及 选择 定 则 . 

一 维 无 限 深 势 阱 中 对 微 扰 AV(x) = kx 无 能 量 一 级 效应 及 电 侦 极 辑 射 选择 定 则 . 

初始 为 6 函数 势 下 的 束 缠 态 粒子 在 匀 强 电场 作用 后 处 于 非 未 薄 态 的 概率 . 

能 级 差 为 ho 的 两 能 级 原子 在 电磁 辐射 频率 ow) 作用 下 的 既 迁 概率 . 

已 知 HC 分子 在 吸收 线 ， 判 断 是 振动 跃迁 还 是 转动 肝 迁 . 

E H'()= He UT FAO 2J|) 2809881 4838. 

立方 盒 中 的 带电 粒子 在 已 = Ece “作用 时 从 基态 到 第 一 激发 态 的 概率 . 

束缚 于 谐振 子 势 中 的 铝 核 由 yo(2) 册 衰变 到 出 ， 并 发 射 光 子 后 处 于 外 与 好 
概率 比 . 

求 铝 核 类 氧 A 原子 从 3d 态 训 变 时 发 射 光子 的 波长 及 误 变 寿命 . 

在 吸引 势 k(x2 + y? + z2) 中 运动 粒子 在 小 磁场 下 能 级 修正 及 微 扰 势 Axcosot 下 
WIERE. 
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题 意 要 览 . xxi. 


质子 系统 在 恒 磁 场 及 旋转 磁场 作用 下 ， 系 统 的 自 旋 波 函数 . 

处 于 和合 加 态 的 谐振 子 在 激光 电磁 场 作用 下 的 跃迁 概率 . 

处 于 2s 与 2p 38125. 

SUB L'S, 与 1s15o 态 之 间 的 超 精 细 分 裂 及 辐射 跃迁 矩阵 元 . 

在 磁场 B. = Bocoswt, B, = Bo sinar, B, = 常数 (B0 < B,) 作 用 下 自 旋 态 的 跃迁 . 


关于 核磁 共振 的 一 些 问题 . 
Ê 
在 势 V =1 “> 中 的 束缚 态 电子 对 平面 光波 的 吸收 截面 


o, x<0 
同一 Hamilton 量 下 引起 的 跃迁 概率 到， (0) = P, (D. 
一 恒温 盒 中 一 组 仅 有 两 个 非 简 并 态 的 全 同 原子 . 
氢 原 子 通过 电 偶 极 辐射 到 基态 ， 辐 射 的 相对 频率 宽度 数量 级 . 
超 导 Josephson 结 的 隧道 电流 与 加 稳定 电压 后 的 隧道 电流 . 
两 个 具有 弹性 力 与 自 旋 相 互 作用 的 自 旋 为 /2 的 可 分 辨 粒子 在 


VO = V +v AZ] yay n EFT BRER 


两 个 无 相互 作用 的 可 区 分 粒子 分 别 受 力 -ex 吸引 ， 求 本 征 函 数 与 本 征 值 . 
两 个 全 同 线性 振子 在 相互 作用 势 = xm 下 的 精确 能 级 

一 维 谐振 子 势 阱 中 两 个 全 同 粒子 的 基态 波 函 数 . 

两 个 相互 之 间 以 弹性 力 联系 的 谐振 子 。 

用 一 高 势 合 隔 开 的 无 限 深 方 势 阱 中 的 两 全 同 Bose T. 

以 弹性 力 相 联系 的 两 粒子 体系 的 对 称 性 及 基态 波 函 数 . 

处 于 谐振 子 势 中 的 两 全 同 Bose FT Vn, xx) = ae P0 相互 作 用 . 
由 两 个 全 辐 粒 子 组 成 的 系统 中 ， 对 称 态 与 反对 称 态 的 数目 比 . 
无 限 深 势 阱 中 的 两 个 无 相互 作用 粒子 

各 向 同性 谐振 子 势 中 的 两 个 无 相互 作用 粒子 . 

六 一 x+m 的 套 减 过 程 是 不 可 能 的 . 

m 介子 与 气 核 作用 形成 的 两 个 中 子 的 状态 和 字 称 . 

无 限 深 方 势 阱 中 几 个 电子 的 平均 能 量 . 

两 个 在 有 心 势 阱 中 运动 的 电子 

两 个 全 同 Fermi 子 处 于 一 维 无 限 深 势 阱 中 时 的 三 个 最 低能 量 . 
一 维 盒子 中 相互 作用 势 为 a6(x — x;) 的 两 个 无 自 旋 粒 子 . 
相互 作用 为 H= A(S, "S3 一 3S1S2) 的 两 个 固定 电子 . 

两 全 同 Fermi 子 形成 的 系统 . 

两 个 粒子 在 同一 谐振 子 势 中 以 弹性 力 相互 作用 . 

两 粒子 体系 的 最 低 总 能 量 、 能 级 简 并 度 和 相应 的 波 函 数 . 
两 个 在 中 心 场 中 运动 的 电子 

所 分 子 的 转动 能 级 . 


量子 为 学 


一 长 方 盒子 中 相互 作用 势 为 Y= 45(n — r,) 的 两 个 粒子 . 

路 啉 环 分 子 . 

一 维 谐振 子 阱 中 ， 以 排斥 的 5 沙 数 势 相 联系 的 入 个 全 同 Fermi F. 

HD 分 子 的 两 个 最 低 转 动能 级 差 ， 

氮 分 子 的 相 邻 的 转动 能 谱 强度 之 比 . 

H; 离子 . 

写 出 氨 原 子 的 Schrödinger 方程 及 由 (1s)(2sy 电子 组 态 构成 的 单 态 和 三 重 态 之 间 
的 能 级 分 裂 . ` 

各 种 电子 组 态 的 “tL 值 和 简 并 度 . 

氮 原 子 基态 的 电子 组 态 . 

服从 方 帮 合 的 狼 原 子 在 6p 党 中 的 两 个 电子 可 能 的 j, J, J (ñ. 

在 热平衡 混合 物 中 的 毛 分 子 . 

氨 - 气 分 子 两 个 最 低 的 转动 能 级 的 简 并 度 . 

三 重 电离 的 错 离子 . 

He 离子 和 He 原子 的 电子 波 函 数 . 

求 氨 原 子 中 二 个 电子 分 别处 于 基态 与 第 一 激发 态 时 ， 存 在 的 8 个 轨道 波 函数 的 
HA. 

由 氨 原 子 的 最 低 p 态 的 近似 波 函 数组 成 12 个 反对 称 态 ， 并 研究 其 性 质 . 

在 两 个 基态 所 原子 系统 中 ， 有 三 个 排斥 态 与 一 个 吸引 态 . 

和 氛 核 的 简化 模型 ， Y =V,(r) +V,(r)S, : s ， 

比较 氢 原 子 单 态 ， 三 重 态 能 量 高 低 ， 及 氢 分 子 核 自 旋 态 单 态 与 三 重 态 能 量 
高 低 . l 

B SL 3 SFB5 232 RAMAR. 

所 分 子 的 波 函 数 ， 

氢 分 子 由 两 最 低 激发 态 到 基态 的 跃迁 特性 . 

一 群 自 旋 为 7 的 原子 . 

等 边 三 角形 的 顶点 上 三 个 相同 原子 组 成 的 分 子 . 

三 粒子 系统 中 的 谐振 子 力 相 互 作用 . 

PRE PS 2 BJ 38 Jn 25. 

测量 自 旋 . 

Stern-Gerlach 装置 对 电子 自 旋 态 的 区 分 . 


串 接 的 Stern-Gerlach 装置 对 n AMSTA 15353. 


两 个 全 辐 粒 子 体系 可 能 状态 的 数目 ， 

双 光 子 人 射 分 束 器 后 的 出 射 态 . 

对 Dirac 每 个 光子 只 能 和 自己 发 生 于 涉 "论断 的 分 析 . 
用 直 积 方法 实现 单 qubit 的 POVM. 

用 直 和 方法 实现 单 qubit 的 POVM. 
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题 意 要 览 


单 qubit 的 POVM 及 如 何 利用 双 qubit 的 正 交 测 量 来 实现 该 POVM. 


超 算 符 独立 实 参数 的 数目 以 及 超 算 符 与 密度 矩阵 的 一 一 对 应 
Fock 空间 中 的 等 距 算 符 - 

转 置 是 正 了 映射 ， 但 不 是 完全 正 的 映射 

二 维 量子 态 的 Bloch 球 表 示 . 

任意 二 维 混 态 p 表 示 为 两 个 纯 态 的 凸 性 和 . 

对 二 维 密度 矩阵 Pa, ps， 计算 Tr(paps). 

单 体 混 态 ps 可 看 作 两 体 纯 态 的 约 化 密度 矩阵 . 

von Neumann 3. 

KERA EERE AIE. 

Bell 基 是 力学 量 {oho3, oho3, ofo?) 的 共同 本 征 态 . 

对 给 定 的 两 体 纯 态 ， 求 其 约 化 密度 矩阵 及 Schmidt 分 解 形式 . 
三 粒子 纯 态 不 一 定 能 进行 Schmidt 分 解 . 

求 两 qubit 系统 密度 矩阵 的 谱 分 解 和 局 域 测量 . 

用 Peres 判 据 判 断 一 个 态 是 否 可 分 (1). 

用 Peres 判 据 判断 一 个 态 是 否 可 分 (2). 

对 处 于 完全 非 极 化 态 的 粒子 进行 一 系列 过 滤 操 作 结果 的 概率 ， 
同一 密度 和 矩阵 的 不 同 实现 . 

对 给 定 初 态 的 粒子 ， 求 六 次 算 符 ai=nmx : o 过 滤 测 量 结果 的 概率 . 
Ramsey 谱 学 中 频率 测量 . 

对 于 存在 退 相干 的 情况 ， 考 虑 上 题 的 问题 . 

对 个 两 能 级 系统 的 高 纠缠 态 ， 考 虑 Ramsey 谱 学 测量 . 
Kraus 定理 . 

保 迹 超 算 符 可 逆 的 充 要 条 件 . 

用 超 算 符 实现 量子 态 的 超 空 间 传送 . 

将 给 定 的 主 方程 等 效 地 表示 为 Kraus RAER. 
寻找 一 个 实现 量子 纠缠 交换 (swapping) 操 作 的 Hamilton Et. 


连续 变量 teleportation. 
任意 4 维 么 正 阵 不 能 被 分 解 为 少 于 d- 个 二 维 么 正 阵 乘积 . 
EPR 伴 廖 的 物理 思想 . 


EPR 态 是 对 Bell 不 等 式 造成 最 大 破坏 的 态 . 


迄今 ,在 Bel 不 等 式 问题 上 什么 是 实验 支持 的 ? 什么 是 还 没 清楚 的 ? ， 


Hardy 定理 . 

关于 条 件 概率 的 Bayes 定理 . 

求 给 定 系 综 的 Shannon #8 H(X ss). 

含 时 Schrödinger 方程 演化 下 von Neuman AEE. 
R SUC) 型 一 般 混 态 von Neumann 8803838 383558. 
Tr(oilgoi+e;lgo)>Tr(oilgo+oilgo>. 
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10.48 von Neumann WH ERA S(o)<igD. 

10.49 von Neumann HHE. 

10.50 FERES FEURIER ERNE S(AIB)<0. 
10.51 证 明正 交 投 影 测量 必 增 加 人 炉 . 

10.52 KARA RKTT. 

1053 ”三 体系 统 有 Araki-Lieb 不 等 式 成 立 . 

10.54 EBS X Klein 不 等 式 成 立 ， 

10.55 体系 两 个 密度 矩阵 的 相对 策 SCpllD 是 非 负 的 . 

10.56 ” 非 正 交 态 的 实验 鉴别 . 

10.57 用 Peres-Wootters 方法 对 给 定 态 构造 PGM 的 POVM. 

ILI 将 e* 表示 为 2x2 SE BE. 

112 几 个 数学 题 . 

11.3 z 轴 的 5 的 本 征 态 ， 在 取 z' 轴 上 5 的 各 种 投影 值 的 概率 . 

11.4 科学 家 对 物理 学 所 作 的 贡献 。 — 

11.5 Galileo 变换 于波 函数 的 变换 规律 . 

11.6 几 个 物理 量 的 数量 级 估计 . 

11.7 一 些 物 理 概 念 (1). 

11.8 一 些 物 理 概念 (2). 

11.9 W.K. B. 近似 条 件 及 电场 中 基态 能 量 的 减少 . 

11.10 ” 球 对 称 吸引 势 场 中 S 2889 W. K. B. 本 征 值 条 件 问题 . 

11.11 热平衡 时 ， 处 于 分 子 某 振动 能 级 与 转动 能 级 的 概率 比 . 

11.12 双 原 子 分 子 的 电子 态 能 级 之 间 的 跃迁 . 

1113 正 负 电子 偶 率 的 单 态 衰 变 成 两 个 光子 通过 检 偏 器 的 概率 问题 . 
11.14 对 点 光源 的 光子 探 察 器 的 计数 率 与 符合 计数 率 . 

1115 近 经 典 体 系 的 能 级 . 

11.16 做 圆周 运动 的 无 自 旋 带 电 粒 子 的 能 级 . 

11.17 粒子 被 晶 格 散射 的 非 相 消散 射 条 件 . 

11.18 在 变 分 法 中 用 线性 组 合 波 函数 作为 试探 波 函 数 求 基态 波 函 数 等 问题 . 
11.19 用 变 分 法 求 基态 能 量 . 

1120 ”用量 纲 分 析 推 导 能 量 本 征 值 与 参数 的 关系 ， 用 变 分 法 求 基态 能 量 . 
1121 用 变 分 法 求 介子 的 基态 能 量 . 

1122 以 氨 原 子 波 函 数 为 尝试 波 函数 ， 用 变 分 法 求 Vn)= -821r22 时 的 基态 能 量 上 限 . 
11.23 求 自 旋 为 1 的 粒子 的 极 化 矢量 和 密度 矩阵 . 

11.24 所 核电 离 后 的 波 沙 数 及 自 旋 的 相关 性 . 

1125 ” 求 两 个 全 同 粒子 的 配 分 函数 和 能 量 . 

11.26 边界 面 附近 的 一 个 自由 电子 的 扩散 问题 . 

1127 由 “混合 偶 极 子 ” 的 场 角 动 量 量子 化 导出 Dirac 量子 化 条 件 . 
11.28 金属 中 的 热电 子 发 射 . 
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11.50 
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中 微 子 振荡 与 测量 . 

用 近似 法 求 周 期 势 中 电子 的 能 级 及 能 带宽 度 . 

求 被 铝 原子 俘获 的 4 于 的 能 级 、 平 均 半 径 . 

用 中 子 干 涉 仪 测 重 力 加 速度 . 

一 维 Dirac 方程 可 以 写成 两 个 耦合 的 一 阶 偏 微分 方程 组 . 

自由 粒子 的 Dirac 方程 及 其 平面 波 解 . 

由 自由 实 标量 场 的 Lagrange 密度 导出 Klein-Gordon 方程 . 

初 动量 为 忆 的 质 壳 上 的 带电 粒子 发 射 虚 光 子 的 概率 为 一 协 变 张 量 . 
证 明 Dirac 方程 的 协 变性 ， 并 改 成 Hamilton 形式 . 

同位 旋 矢 量 算 符 的 性 质 及 多 核子 系统 的 能 量 本 征 态 与 本 征 值 . 

等 边 三 角形 分 子 俘获 额外 电子 后 的 能 量 本 征 态 及 其 人 性质. 

用 变 分 法 求 分 子 的 基态 能 量 及 动能 、 势 能 的 平均 值 . 

绝热 近似 下 的 双 原 子 分 子 的 本 征 函 数 与 本 征 值 . 

用 Schwarz 不 等 式 证 明 不 确定 性 原理 ， 并 证 明 最 小 不 确定 性 态 是 Gauss 函数 . 
热平衡 中 的 一 维 谐振 子 ( 混 态 ) 的 位 置 概率 函数 . 

带电 粒子 在 均匀 磁场 中 运动 时 的 产生 、 沽 灭 算 符 及 能 级 . 
相干 态 随 时 间 的 演化 . 

求 W 个 离子 组 成 的 环 在 自 旋 相互 作用 下 的 本 征 态 与 本 征 能 量 . 
中 子 干涉 仪 中 最 终 干涉 强度 与 其 中 一 路 磁场 的 关系 . 

奇偶 相干 态 是 a? (a 为 潭 灭 算 符 ) 的 本 征 态 . 

被 约束 在 圆 轨 道上 运动 的 粒子 ， 在 有 无 外 磁场 时 的 本 征 态 、 本 征 能 量 和 磁 矩 ， 
及 它 的 顺 磁 能 量 与 抗 磁 能 量 . 

两 束 基 态 银 原子 如 何 区 分 是 自 旋 纯 态 还 是 自 旋 混 合 态 . 


内 容 简 分 

《物理 学 大 题 典 》 是 一 套 大 型 工具 性 、 综 合 性 物理 题解 丛书 。 从 书 内 容 
涵盖 综合 性 大 学 全 部 本 科 物 理学 内 容 ， 从 普通 物理 的 力学 、 热 学 、 光 学 、 电 
学 、 近 代 物 理 到 “四 大 力学 ”， 以 及 原子 核 物理 、 粒 子 物理 、 凝 聚 态 物 理 、 
等 离子 体 物 理 、 天 体 物 理 、 激 光 物 理 、 量 子 光 学 、 量 子 信息 等 。 内 容 新 颖 、 
注重 物理 、 注 重 学 科 交 叉 、 注 重 与 科研 结合 。 

《量子 力学 》 卷 包括 量子 力学 基础 、 一 维 定 态 问 题 、 中 心力 场 束缚 态 问 
题 、 遍 道 及 自 旋 角 动量 、 带 电 粒 子 在 电磁 场 中 的 运动 、 定 态 近似 问题 、 散 射 、 
含 时 近似 方法 与 跃迁 、 少 体 问题 以 及 量子 信息 等 内 容 。 

本 从 书 可 做 为 物理 类 本 科 生 的 学 习 辅 导 用 书 、 研究 生 的 入 学 考试 参考 书 
和 各 类 高 校 物理 教师 的 教学 参考 书 。 
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